Metody probabilistyczne

w fizyce stosowane;:
teoria wyboru spotecznego

i informacja kwantowa
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Co to jest fizyka?

Fale grawitacyjne:

- teoria: 1905 Poincare
1916 Einstein

- doswiadczenie: 2015/16

Bozon Higgsa

- teoria: 1964 Higgs, Englert,
Brout, Guralnik, Hagen, Kibble

- doswiadczenie: 2012




fizyka stosowana — tez fizyka !

a) Zastosowania odkryc fizycznych w technice

- tranzystor, laser, pétprzewodniki...

- technologie kwantowe (Milburn 1997)
kwantowa kryptografia, komunikacja, I4
kwantowe komputery... '

- inzynieria kwantowa,

- kwantowe materiaty

b) Wykorzystanie metod stosowanych
w fizyce w innych dziedzinach...
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metody probabilistyczne =

~

zespot (ensemble) = {zbidr X + miara p}

1) ptaski rozktad na odcinku, X=[0,1]

2) rozktad normalny (Gaussa)
X=(-°°, +oo)

0

tP(X = x)

1

X

t:
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metody probabilistyczne N
zespot (ensemble) = {zbidor X + miara p}
1) ptaski rozktad na odcinku, X=[0,1]

tP(X = x)
uogolnienia na N wymiarow: ]
a) kostka [0,1]N . 1
b) sympleks ; |
probabilistyczny A | |
>0, a1 b
1

2) rozktad normalny (Gaussa)
X=(-°°, +oo)

a) wektor N liczb Gaussowskich Q, @ Oy @,

b) macierz Ginibre’a Nx N (“' M‘)
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Jak wyglada sfera S2?

A jak wyglada hipersfera SN ?




Jak wyglada sfera S2?
A jak wyglada hipersfera SN ?

Ustal punkt x (biegun) na SN
i wylosuj .

lle wynosi kat O pomiedzy oboma wektorami ?

Jakobian zmiany zmiennych wyznacza rozktad:

P(9) ~ (sin 9)N?

z ostrym maksimum dla kata V) ’71'/27
wiec typowy punkt y lezy na ,,rowniku” SN
- koncentracja miary wokét ,ttustego rownika” SN
- koncentracja miary na brzegu pitki B" -gruba skdra







Lemat Lévy’ego: Paul Lévy
f(x) - funkcja na sferze SV, (1886 — 1971)
<f> - jej wartosc¢ srednia, to =
duze odchylenia s3 rzadkie:

P(f(@) = (Nl >¢) < exp(—eN=?) |

— f(;z:h To, ... ?;IT-NHJ

I rozktady,
procesy,

przeloty
Lévy’ego

J.R. McClean et al. (2018)



Lemat Lévy’ego i fizyka statystyczna:

1000 czagstek gazu w pudle:
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przypadek typowy: przypadek nietypowy:
500 + £ po lewej i 1000 po lewej i
500 - € po prawej 0 po prawej

stronie pudta stronie pudta






Otton Nikodym oraz Stefan Banach

rozmawiajg na tawce na krakowskich Plantach
lato 1916






WYBORY SAMORZADOWE W POLSCE (2010)

Kolor czerwony:
duzo gtosow
niewaznych z powodu
postawienia na karcie
wiecej niz jednego
znaku X




WYBORY SAMORZADOWE W POLSCE (2010)

préba wyjasnienia:
tylko na Mazowszu
karty do
glosowania miaty
forme ksigzeczki,
mylacej wyborcow

(eksperyment :
2014 )

Kolor czerwony:
duzo gtosow

niewaznych z powodu
postawienia na karcie
wiecej niz jednego
znaku X



Liczba komisji wyborczych
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Siergiej Szpilkin (2012)
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Wyborcze ,,odciski palcow” wg Klimek et al. 2012
rozklad poparcia dla zwycieskiej partii oraz
frekwencja w obwodach wyborczych



Wynik zwyciezcy wyboréw w [%]

Brak komety w Polsce (maj 2014)
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Czestos¢ wystepowania cyfry

Wybory samorzgdowe — listopad 2014 %

PSL

012 34546 7829
Druga cyfra liczby z protokotu

gt. niewazne

012 3 45¢6 7829

Porownanie danych z prawem Benforda
Jacek Szklarski, 2015



Kazdy gtos sie liczy!
(X g X I
‘op P06
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i Kazdy gtos sie liczy !

Wedréwka przez kraine wyboréw

Kazimierz Rzazewski « Wojciech Stomczyriski » Karol Zyczkowski

Kazimierz Rzgzewski, Wojciech Stomczynski,
Karol Zyczkowski

Wydawnictwo Sejmowe, Warszawa 2014
https.//kazdyglos.eu



Wybory z

©001) L1+ T2+ a3 =1,
3 kandydatow A, '

x>0 A
Jakie N = 3 Ptaski rozktad
poparcie na sympleksie
uzyska x prawdopodo-
zwyciezca? (100) (010) bienstwa
b) A (111)/3 =q. Barycentrum
* asymetrycznego
T1 Z T2 sympleksu :
r=(11,52)/18
(100) (10)/2 (7)) = 11/18 ~ 61,1%



Wybory z N kandydatow: sympleks Ay ¢ RV !

wartosc srednia (%) — 1/N
a) miara ptaska:

uporzadkowany wektor

\L 1 1 xmax> ~ 1Og N/N
<£C]{> N ...fj k / () = 1/N?

podejscie realistyczne:
b) rozktad Dirichleta

Pa(wy,..an) = Cu [T, o

+ fitowanie parametru a S 2
z danych historycznych a=3.0




Waga glosu w a sita gtosu 3

uczestnika gtosowania wg udziatow
waga gtosu w; gracza G, =
odsetek posiadanych udziatow
sita gtosu B; gracza G, = prawdopodobienstwo,
Ze jego gtos bedzie decydujacy
(bez niego koalicja nie bedzie wygrywajgca)
indeks sily Penrose’a-Banzhafa B,
jest znormalizowany, tak aby >, 8; = 1

Przyktad: N=3 graczy, wagi w = (47,45, 8)/100

a) prog q=0.50, 3 = (1,1, 1)/3 b) prég q=0.60, 5 = (1,1,0)/2
zwykta wiekszos¢ wiekszos¢ kwalifikowana



Gtosowanie w spoéotkach handlowych

B “ B Mg— N=6 danych

IR | udziatowcow

%o 60 70 80 90 100 i

Zalezno$¢ sity gtosu B (wskainik Penrose’a-Banzhafa)
dla szesciu udziatowcow spotki (A z 30, B 27, C24, D 13,

F z 2 udziatami) od progu wiekszosci kwalifikowanej q.



Gtosowanie w spoéotkach handlowych

Bt . :
B o e n=6| N=6 (losowych)
' udziatowcow

. i srednia sita
| b.=0.24 gIOSU

¢ |
Zalezno$¢ sity gtosu B (wskaznik Penrose’a-Banzhafa) dla
dla szesciu udziatowcow spotki z losowymi udziatami
usredniona po sympleksie wzgledem ptaskiej miary
od progu wiekszosci kwalifikowanej gq. Prég optymalny q.

0.3




Gtosowanie w spotkach handlowych

%70.5 n=3| N=3 (losowych)
\ § udziatlowcow:
b,=0.61 5

srednia sita

glosu
krzywe gtadkie:

sklejka

; stopnia N-1
I [ I [ : I I
05 0.6 0.7 0.8 09 q 1

Zalezno$¢ sity gtosu B dla N=3 udziatowcdw spotki z
losowymi udziatami usredniona po tréjgcie wzgledem

L

0 01 02 03 04 05 06 07 085

ptaskiej miary od progu wiekszosci kwalifikowanej q.

prég optymalny Lq* ~ A \/TITNJ




D. Boratyn, W. Kirsch, W. Stomczynski, D. Stolicki,
K.Z. Average Weights and Power
in Weighted Voting Games, arXiv:1905.04261

Ry

Centrum Badan llosciowych
nad Politykg UJ

http://www.cbip.uj.edu.pl/
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D. Boratyn, W. Kirsch, W. Stomczynski, D. Stolicki,
K.Z. Average Weights and Power
in Weighted Voting Games, arXiv:1905.04261

Mathematical Social Choice, 2020 (in press)
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Wawel w Krakowie
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Twierdzenie Danuty i Krzysztofa Ciesielskich:




Tw. Ciesielskich: z prawdopodobienstwem 1-& tawka,
na ktorej w roku 1916 Banach dyskutowat z Nikodymem
znajdowata sie w n — otoczeniu czerwonej strzatki




Tablica upamietaniajgca rozmowe Nikodyma i Banacha

LETNIM WIECZOREM 1916 ROKU DWAJ MEODZI KRAKOWIANTE,
STEFAN BANACH I OTTON NIKODYM,

NA EAWCE NA PLANTAGH ROZMAWTALT O MATEM ATYCE.
DO DYSKUSH WEACZYE SIE PRZECHODZACY OBOK. MATEMATYK,

DR HUGO STEINHAUS.
TAKZOSTAE OBKINVTY NIEZWYKLY MATEMATYCZNY TAYER'E STFFANA BANACHA,

.«
’ ”n
J <

OTTON NIKODYM  © =3 <4 STEFAN BANACH

GRSt s, AT/ AWML

~

IN CONVERSATION ABOU E MATHEMATICS.

THIS BENCH MEMORISES THEIR FAMOUS MEETING WITH HUGO STEINHAUS IN THE

PLANTY GARDEN IN SUMMER 1916.




Springer-Verlag New York Inc, 1966




1 kubit: stany klasyczne: |0>, |1>
stany nieklasyczne: |+>, |->, |¢) € H,
§'\|O>

>

1> = J5(10) + 1)

T |U) =U)

superpozycja kwantowa — stan czysty |1
rozni sie od klasycznej mieszaniny stanow
(punkt wewnatrz kuli Blocha)



Uktady dwuczastkowe: {A,B}

a) Stan separowalny (produktowy)

Usep) = [tha, ¥B) = [Va) @ [¢)
b) Stan splatany (nieproduktowy)
Vo) # [, ¥5) = [4) © [0)

Superpozycja 2 standw dwuczastkowych
Przyktad: stan Bella

[0 = 55(100) +[11))

Stan splatany wykazuje kwantowe korelacje, to
skutek uprzedniego odziatywania pomiedzy poduktadami




Kot Schrodingera
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Kwantowa superpozycja: , \ * ‘

1) Q T e

4 7 Imie)
stan splatany Haroche (i inni) 2008




Rozktad Schmidta oraz miary splatania

Kazdy stan czysty z Ha @ ‘Hpg mozna przedstawic

) =225 Gili) @ 1) =22 VAliT) @ [i").
Czedciowy élad, 0 = Trg|w) (1| = GGT, ma widmo dane przez
wektor Schmidta {\;} — wartosci singularne macierzy G.
Entropia Splatania stanu |7)) jest rowna entropii von Neumanna stanu
zredukowanego o

E(l)):= —Trolno = S(\).

Geometry of
Im bardziej splatany stan [¢) tym Quantum States

An Introduction to

ba rdZiej Zmiesza ny Stan ZredUkowa ny O- ; QUANTUM ENTANGLEMENT

Ingemar Bengtsson and
Karol Zyczkowski

Geometryczna miara splatania
- odlegtos¢ stanu [1))

od zbioru stanéw separowalnych -
jest funkcja najwieksze;

sktadowej Ajnax.
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Typowy stan czysty uktadu dwu-czastkowego N x N

Podzbior stanéw produktowych jest miary zero.
Dlatego typowy stan czysty takiego uktadu jest splatany!

Jak mocno splatany? Bardzo mocno!

Srednia entropia zredukowanej macierzy gestosci o

wartos¢ maksymalna S« = log N
wartos¢ $rednia (S) = log N —1/2
Lemat Levy'ego pozwala pokaza¢, ze typowe odchylenia sa mate
Hayden, Leung, Winter (2006)

Srednia geometryczna miara splatania Eg = — log(A\pax)

Typowy stan czysty |¢) zadany macierza Ginibre'a G

stan zredukowany 0 = GGT to losowa macierz Wisharta z widmem

opisanym rozktadem Marchenko-Pastura z nosnikiem x = N\ € [1. 4]
= Amax ©4/N = Eg =logN — log4.



tawka upamietniajgca dyskusje
Ottona leodyma | Stefana Banacha (Krakow 1916)

5 - 3
-

r LN

rzezba: Stefan Dousa fot. Andrzej Kobos
odstonieta na Plantach w Krakowie w dniu 14 X 2016



Kwantowe uktady otwarte

| wiasnosci widmowe nieunitarnych operatorow ewolucji

closed...

open...

-1

=1

0

"
corresponding spectra

interacting systems

1




Dyskretna ewolucja w czasie uktadu kwantowego

Operacja kwantowa: liniowe, calkowicie dodatnie przeksztalcenie
macierzy gestosci p o wymiarze N zachowujace jej slad

P =d(p) = Tre[U(p @ o) UT],

gdzie U to unitarna macierz sprzezenia, UUT = 1k,
a o to poczatkowy stan otoczenia E o wymiarze K.

-1 -5 0 05 1

»

typowe widmo superoperatora O :
odpowiada rzeczywistej macierzy
losowej zespotu Ginibre’a.




Ewolucja w czasie dyskretnym i ciggtym:
wtasnosci spektralne:
porownanie pomaranczy i



Dynamika Lindblada w czasie ciaglym

a) uktad zamkniety: réwnanie von Neumanna

% — —i[H. p] prowadzi do dynamiki unitarnej,

(odwracalny obrét zbioru macierzy gestosci):

p! _ UpUT _ e—erpe:'Hr

b) uktad otwarty (wymiar N) — oddziatywania z otoczeniem

opisany rownaniem Gorini - Lindblad - Kossakowski - Sudarshan
(1976)
N2 —1 1 1
7 _ f f f
— = L(p) = ) ’:r;.f(VfPVj — 5V Vie=5pVY, VJ)
j=1
gdzie 7; to state decoherencji while its reshaped eigenvectors form

normalized a V; to operatory przeskoku.




Widmo losowego operatora Lindblada £

numeryczne widmo
0.5 przeskalowanego operatora
Lindblada £ = N(L + 1)

0 uzyskanego dla N = 50.

niebieska obwiednia zbioru
otrzymana przy wykorzystaniu
teorii macierzy losowych.

-0.5

Uniwersalne wtasnosci widma operatora
Lindblada (dla przypadku typowego )



Superoperator ¢ oraz generator Lindblada £

a) widmo losowej operacji kwantowej ¢ skiada sie z wiodacej wartosci
wtasnej A1 = 1 oraz dysku wartosci wtasnych o promieniu R ~ 1/N

a) o Im(y b) Im(¢)

R{;(ff)

lIl.‘;Lp_(I) Lindblad generator L

b) widmo losowego generatora Lindblada przyblizamy £~ & — 1 + X,
a czton dodatkowy X = Hcop @ 1 + 1 @ Heop odpowiada za przejscie
dysk —  cytryna
S. Denisov, T. Lapteva, W. Tarnowski, D. Chruscinski, K.Z,
arXiv:1811.12282, Phys. Rev. Lett. 2019



Uwagi koncowe:
1. Wszechswiat sie rozszerza...




Uwagi koncowe:

1. Wszechswiat sie rozszerza...
Fizyka takze !

2. Wiele centralnych problemow pozostaje otwartych

grawitacja kwantowa - http://jurekfest.fuw.edu.pl
Isolated horizons... UW, 16-20.09.2019
3. Na pograniczu fizyki tez jest wiele do
zrobienia: teoria informacji kwantowej

(KC‘K)Gdar'\sk - http://www.kcik.ug.edu.pl

4. Warto korzystac z dobrych narzedzi
stworzonych przez matematykow. Mozna je
stosowac w (prawie) kazdej dziedzinie wiedzy.

5. Macierze losowe sg dobre na kazdg okazje !




