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Zarys seminarium

= Aspekly geometryczne symetrii
= Definicje
= Estetyka (przyktady symetrir)
= Zrodtai symetrii geometryczne)
= \Wartesc poznawecza symetri
" Krystalografiaigeometryczna

= Formalizm algebraiczny a geometryczny.
OpPEeracyi symetri

= Jednoeznacznosc opisugeometn/cznego



Pojecie symetrii

= Grecki termin cuuuETpIa 6Znacza wspolng
miare” — harmonie pomieadzy roznymi
czesclami obiektu, wWiasciwag proporcie.

= Geometria euklidesowa (300 p.n.e.)
= pienwszy dedukeyjny system matematyczny.
= bryty Platonskie
= Zioty podziat odcinka
= |iczby niewymierne




Definicja symetrni

- (bryta, krysztat, zjawisko fizyczne,
rownanie, r-nie rozniczkoewe) analizowany.
pod katem symedtril.

- — Operacja, ktora nie
zmienia obiekiu jako catoscl

= Symetria — zbior Wszystkich operacii
symetrii
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Grupa

Zbior elementow s, S,, ...,S, tworzy grupe,
gdy spetnione sg nastepujgce aksjomaty:

- : $S, =S,
. . (S8¢) s, = s;(8¢S)
- . s,.e=es,=s,

= : SS,'=s7s =¢e



Kamienie milowe

. Wprowadzit pojecia:
grupa, podgrupa, ciato, dzielnik normalny
N — Wy Ktad

Inaug. w Erlangen (1872) definiujgc rozne
geometrie jako teorie niezmiennikow.

- — kazda symetria
fizycznego systemu prowadzi do zachowania
Jakiejs wielkescl,np. energil

- Wprowadzit symetrie
do pedstawewych rozwazan| teoretycznych w
fizyce
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http://www.its.caltech.edu/~atomic/snowcrystals/photos/photos.htm
http://www.its.caltech.edu/~atomic/snowcrystals/photos/photos.htm
http://www.its.caltech.edu/~atomic/snowcrystals/primer/icelattice2.jpg
http://www.its.caltech.edu/~atomic/snowcrystals/primer/morphologydiagram.jpg

|Zzometrie

Przeksztatcenia nie zmieniajgce dwoch punktow.
przestrzeni hazywamy . Przestrzenie
takie muszg byc metryczne w odroznieniu od
przestrzeni fazewych. Wyrozniamy:

Transiormacje Lorentza I Poincare go w
czasoeprzestrzeni Minkewskiego (STWW)

VWektorowe pole Killinga zachowujace metrycznag
strukture maniioldu W: przestrzeni Riemanna

(O

Steward! lan, Golubitsky Vartin /s a God. a
geometer 7



Zrodta symetrii (1) v

= Prawa natury (np. jednorodnoesc i izotropia
przestrzeni)

= Symetria geometrycznych ograniczen
= Fkstremalizacja funkeji opisujacyeh uktad

.Najwieksza gestosc upakoewania, najmniejsza
poOwIerzehnia, najmniejsza energia,
maksymalizacja entropli, najmniejsze dziatanie

= Potrzeby estetyczne cziowieka (malarstwo,
anchitektura, mozaiki Alhnambry, Itp.



Zrodta symetrii (2)

hep (A3)  (A15) Cr3Si, W

1*}{'1%};-‘1'}
Rotacja kondensatu Bosego-Einsteina w (4 ifpess
potencjale o cylindrycznej symetrii s "‘I.‘F*}{

xtx- 4:1!- ~r:

Plaster miodu

Mozaika z Alhambry, p4m


http://cst-www.nrl.navy.mil/lattice/struk.picts/a3.s.png
http://cst-www.nrl.navy.mil/lattice/struk/a15.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Honey_comb.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Commonbuckeye.JPG

\Wartesci teoriopoznawecze (1)

. — Wazniejsze jest piekno w
rownaniu, niz dopasowanie do
eksperymentu

. — 1986, odnesnie
teorii strun: spotkalismy: sie z
lezbleznoescig energii 16 rizedow. .. bez
eksperymentu wewnetrzne atrybuty: takie
Jak elegancja, jJednoznacznosc I piekno
definiujg prawde.



Wartesci gnoezeologiczne symetrii(2)

= Brak jest relacji pomiedzy symetrig w ogole a prawda,
role takg mozna przypisac szczegolnej symetrir.

Rola teoriepoznaweza symetrii wynika z nastepujgcego
schematu:

. symetriiw: naturze (praktyka

o le] symetril: kensekwencje, natura
niezmiennikow, opIs matematyczny.

- . Zzatozenie, ze Wszystkie podebne zjawiska

Mozna opisac tak jak zaehserwowane

W takim kontekscie powoetywanie sie ha symetrie, to
argumenty’, przez analogie", ze standardowymi yzyKiem
popeinienia biedu. ZatozZzona symetria z powoedzeniem
MOZE StuzyC za drogewskaz dalszych hadan.



Obserwacia hiperonu O (1964 )

Sposrod mnostwa zachserwoewanych rezonansow.
N*.,(1238), Y, (1389)1 =, ,(1532) Gell-Mann na

podstawie symetrii SU, ustawit je w decuplet z jednym
brakujgcem stanem.

Analiza 100 000 zdje¢, udziat
33 0sob w eksperymencie

FIG. 2. Photograph and line diagram of event showing decay o .



Struktury’ krystaliczne

Symetria struktur krystalicznych opisywana jest
grupami przestrzennymi. Grupy te zostaty
wyprowadzone w sposob geometryczny przez
J.S. (1885-1891) | niezaleznie na
podstawie teorii grup przez A. :

Dla celow praktycznych najwazniejszy jest opis
macierzowy przeksztatcen symetrii, ktory zalezy
od wyboru ukfadu osi. Drugg trudnoscig jest to,
Ze grupy przestrzenne sg grupami
nieskonczonymi i ich opis ograniczony jest do
skonczonej liczby tzw. reprezentantow warstw.



Trablice krystalograficzne

— Internationale Tabellen zur Bestimmung
von KristallStrukturen (1 Band), ed. C. Hermann

— International Tables for X-ray
Crystallography (Vol. 1), ed. N.F.M. Henry, K.
Lonsdale

— International Tables for Crystallography
(Vol. A), ed. Theo Hahn
= 1995 — czwarte wydanie trzeciej serii (ITA83ed4)
= 2002 — pigte wydanie trzeciej serii (ITA83edd5)



Generewanie grup przestrz.

= \Wpisywanie operacji symetrii lub edeczyt z plikow
Trables (Abad-Zapatero, 1987)

= Generowanie na podst. symbolurgrupy:
s. H-MI - Burzlafl,19862 (SY M, Lazy Pulverix)
s, H-MI - Larson, 7 (programy: DBWS,GSAS)
S, Halla - Groesse-Kunstleve, 1999 (Sginio)

= Generowanie na podstawie podanych
generatorow: Woendratschek (IIFA8S3, serwer
krystalograticznay w: Bilbao; itp.)



Geneza

= Nedoma J, Elementy: Symetril. Grupy: punktowe,
skrypt AGH 921, Krakow 1987

= Bojarski, Gigla, Stroz, Surowiec, Kry/stalografia.
Poadrecznik wspomagany: komputerowo, \W-wa
1996.

= Stroz, J. Appl. Cryst., 1997, 30, 178.

Niekensekwencje w. ITAS3ed4: pedane W
powyzsze| publikacyi zestaty: zaakceptowane |
uwzglednione W reedycjii ITAS3edo.



Unifikacja opisow: symetril

W pracy ,Algorytm unifikacji opisow: symetrii ciat krystalicznych”
postawiono nastepujaca teze:

Generatory Wondratschka i konwencje w ITA83 mozna rozciggnac na
dowolne opisy grup przestrzennych uzyskujac jednoznacznosc listy
tripletow koordynacyjnych (macierzy symetrii), postaci geometrycz-
nych oraz symboli elementow symetrii. W zapisie matematycznym

(W, ),=f(STG, k)

(W;), < (opis geometryczny ), — EP,
gdzie: STG — symbol transformacyjny grupy ( symbol grupy z
podaniem explicite transformacji uktadu osi),
k — nr kolejny przeksztatcenia symetrii w komorce elementarnej,
EP — czastkowy element symetrii.



Anatemial grupy: przestrzennej

Warstwa 1

Warstwa 2

Warstwa 3

Warstwa 4




Generewanie grupy.

(1) m<0, n<1

W, = G,
(2) m<m+1, k=1,2,...,n
W, =G W, mod 1

)

i tr (G, )= 1 then
(B) n < n2, k=1.,2,....1n
W, ..=G_W._ . mod 1

n+k
n <3n
(4) repeat (2) untillm = r+1 (r=liczba generaterow)



VWewnetrzny opis grupy. I jej symibol

Zbior generujgcy:

2)  Generatory Wondratschka bez translacji
3)  Wektory centrujgce

4)  Macierz metryczna

Przeksztatcenie do nowego uktadu to transformacija zbioru i generowanie grupy.
na nowo. Informacje o transformacji dodawane sg do symbolu grupy: H-IM

R3m (160) - osie heksagonalne (opis standardowy)
R3m (160) (-1/3,-2/3,1/3; 2/3,1/3;1/3; -1/3,1/3,1/3)— osie romboedryczne
Fm=3m (225) — Siec regularna sciennie centr. (opisi standardowy)

rFm-3m (225) (0}, 72,72; 72,0, 72; 72,72,0) — 0Sie romboedryczne
( prymitywna komorkai elementarna)

Pn=3 (201)(1/4,1/4,1/4) — poczatek w' srodku inwersji (erigin: 2)
. C2(5) (-1,0,-1; 0,0,1; 0,1,0) — wybrana os ¢, komorka typu 3



OpIs operac|i symetri

Macierz rozszerzona Triplet wspoétrzednych

Notacja geometryczna

Notacja Wondratshka:

GUAY Element symetrii
Notacja Seitza:

(31001 | 1/3¢)



Wektory wirasne macierzy(1)

Wix = Ax [ |W-= Al|=0 rownanie charakterys.
Dila izometrii A = 1, -1 e®, e, W uktadzie w.
wtasnych macierze przyjmujg. postac
diagonalng, diag(A,, A, As ):
- diag(1,15,45) - diag(1,1,-1)
diag(-1,-1,-1) . diag (1, e?, e'?)
IF(OWAHSIALFABAL T aet(W)S A AN, (S Tulb—1)
definiuja typ operacii symetril.



\Wektory wiasne macierzy(2)

Wektory wiasne dla A=1 Iub A= A, =1
definiujg odpowiednio orientacje osi obrotu
lUb: ptaszczyzny: symetrii, W opisie
parametrycznym. Potozenie okresla punkt
zw na elemencie.

|
A

c x+1/2, -2x, z

O

3+ x+2/3,x+1/3,x



Macierz obrotul R(1)

Przeksztatcenie odwrotne opis geometryczny: [ opis
macierzowy wymagda konstrukeji obrotow wiasciwych dla
dowolnego uktadu osi:

Dowolny obréot wokot wektora | o kat o
" opisywany jest w ortonormalnej bazie:

e,=e=\/|ll, e =rlrl, e,=exe,

X =(x-e,)e, +|rlcos(a)e + |r| sin(a) e,

X = (1 — cos(a))e-x)e + cos(a)x + sin@)
ex X)




Viacierz obrotul R(2)

Z rownania wektorowego otrzymuje sie zaleznos¢ (Stréz, J.Appl. Cryst. (1996), 29,
736-737)

gdzie vol=Det(G)>.

Stad TI’(R)=1+ZCOS(G)i Siad niezaleZny jest od kierunku obrotu. A le

| wyrazenie w nawiasie jest formg kwadratowg dodatnio okreslong, wiec znak

R,.e; - R,,e, okresla kierunek obrotu gdy e, lub e, jest rozne od 0. Gdy obie
wspotrzedne sg zerowe, to kierunek obrotu okresla znak R,.e;.

W oparciu o slad okresla sie krotnosc osi



r

+[" SPACER - Space group selection

GroupMol ShortSymbol | Fullsymbol - {Schoenflies | S5G_No 15
15 C 2 ie 13fel i al2h

Axis system |monoclinic

16 P 222 p 222 D 12
17 P 222, P 222, D 2i2 HM-5S symbol | 2ic

18 F 22 Padd D 3l HM-F symbol | 12/c]
19 P22,2, P222, D 42 _
20 2232, C 222, O 500 Schoenflies |C &/2h

A1 O 2dd o 242 D &fa Select

oG generators: 3 Unit cell Metric matrnx

0 1068 X o= 1103 0 0,000 @ -066T
=083 A P= o0l - 0683 0,000
Q661 0000 0 1,796

Cloze




-

" SPACER - Origin/Cell

Coordinate sypstem tranzformation Leneratars
=
© [ - 04 2 T New
0% 0% 0% -1 0 0 0 -1 0 0 0
b, CCT--»CC3, C--3 0 1 0 D o -1 0 152

b j Transfnrn‘ 0o o -1 172 0 0 1 0O

Coordinates/indexes transformation Centring wectors

X2 X'\ y'.z

|-D,34DEE -0,130 | IILH#DEE 0.180
[uvw] -1 1 II [u'v'w'] (1 O Il
1 1 E

(h'kcFy =10 1

(hkI)

M etric matri

Unit cell transfarmation 1103 0,000 -0.681
a= 105048 o= 907007 a'= 125K «'= 20°00° 0000 0623 0,000
08305 B=118°00° h'= 1,340A& @'= 20°00°
1,3404 = 90°00° o= 0,830A v'=132°25° [0.BET 0000 1,736




Opis konwencjonalny i niekonwencjonalny grup

Space group: C 2/c(15)

00,0 (1) xvz 1 S

0,0,0) (2) ®yii 2 0,7 % 2 [010] 0,0,%
00,00 (3 %72 1 0,0,0 T - 0,00
(0,000 @) =T+ C A I c (0107 0,0,0
I::nggnjl (1} K*‘ngﬁ’.ffgz tliyg’.ffgﬂjl - mmmem mmee-

(153607 (2) BV pHIL Y 2(0,%%, 0 A 2, [010] %4,0,%%
(45307 (3) T FtYT 1 4 14 ) T - %4340
I:}’fg’r""fgnjl (4} H"‘Fgf?’"‘ygiﬁ"r"’fz I]J:’.*"fgﬂj'"z:l :{,?ﬁ_,z 1l I::DID:I D,i,ri,ﬂ

Space group: F dd2 (43)(0.,1/2,1/2;1/20,1/2;1/2,1/12,0)

0o (1) =zyz 1 RETLECRPREEE

000 @) yriyz 2 %X 2 [111] 0,0,0

00,00 (3 F¥mtyrohi Y h B+ v b (101) %,0,0
000 @) =mtytot¥ I % a a (01




+[* SPACER - Operation analysis

Coordinate triplet Symmetry operation

1%, -+, 24+ n(%,0,%) x,%,z

Augmented matrix Recalculate

W W
172

Geometnc element

Foint

142 Axis

172 Trace Oxy x.1/74.0
Trace Opz 01/4.z
Trace Ozx

Analysis of W Analysis of w

Transz [w] 152152172
[T’f[:#“;’] Para (wg) 1/2.0.1/2
Orto [wl) 01/2.0
Shift 0.1/4.0
Index Locat 0.1/4.0

Hot angle




Cytaty z ITAE3VS

» Einally, l'wish to express my: sincere thanks to
K.Stroz (Katewice) for his extensive checking of
the data in the space-group tables usung his
program SPACER'[J. Appl. Cryst. (1997), 30,
187-181], which has led to several subtle
Improvements in the present edition™ Theo
IHahn, Wstep

,ne data were additionally checked by automatic
comparison widh the eutput of the computer program

SPACER", M. Aroyo P. Konstantinov, Computer
Production of Velume A.



VWhnioskKi

Zaproponowany algorytm umozliwia szybkie
generowanie zarowno konwencjonalnych jak |
niekonwencjonalnych opisow grup przestrzennych
(opis algebraiczny i geometryczny). Opisy
konwencjonalne sg w 100% zgodne ze standardami
zawartymi w Tablicach Miedzynarodowych, a
niekonwencjonalne generowane sg wedtug
identycznych regut. W oparciu o podany algorytm
moze szybko | tatwo generowac w
rozszerzone tablice.



Poestowie()

LLord Kelvin w: 18687 opisat eter jako
zbudowany: Z jednakowych 14-scianow
(tetrakaidekahedron) wypetniajgeych
przestrzen, dla ktorych stosunek
powierzehni do objetoesci jest najmniejszy.

W krystalogratil jest to prymitywna komorka
Wignera-Seitza w: strukturze A2,



Poestowie(2)

Symulacje kemputerowe | inspiracja
strukturg A15 ([3-VWoliram) pozwolity w
1993 odkrycC rozwigzanie o 0,3% lepsze:

" {4-scian (2 6-katy, 12 5-katow) 6 na jedn.
= q2-scian (12 5-katow) 2 na jedn.
Struktura WWeare-Phelana zainspirowata

budowe Naredowego Centrum
Phywackiego (Olimprada 2008, Pekin)



Zakonczenie

W przestrzeniach 2-3 wymiarowych aspekt geometryczny
symetrii jest zrodtem wrazen estetycznych.

*Podobna satysfakcja w przestrzeniach wielowymiarowych
wymaga wiekszej wyobrazni | przygotowania
matematycznego.

*Symetria odbija czesto rozne zasady maksymalizacji czy
minimalizacji, stad jej walory teoriopoznawcze.

*Chociaz symetria nie moze by¢ uznana za ,kryterium prawdy”
to jej walory jako drogowskaz w eksploracji natury sg
niepodwazalne.

*Opisy geometryczne operacji symetrii w grupach
przestrzennych sg rownowazne opisom algebraicznym.
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