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1. Temat Rozprawy

Krzywa gtadka |~ :[0,T] - R»

ja

(t np. czas).
A= tm

Y

_ o qm—1= V(tm—])
q1: V(t]) q2_ y(tQ)

Jo=¥to

Rys. 1. Gtadka krzywa ~*.

Interpolacja parametryczna (IP): 5 :[0,T] — R* Z |~5(¢t;) = ~(¢t;)
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Rys. 2. Dane niezredukowane: pkty i wezty interpolacyjne {(g;,t)}", € (R*T1)m+1,

*Dtugosc krzywej: d(v) = fg||ﬁ(t)||dt.



IP:

e WybOr interpolanta 7

e czy krzywe |4 =~ ~ | i ich dtugosci [d(7) ~d(v) | (m — c0)7?

e asymptotyka zbieznosci krzywej 4 — v (i dtugosci d(7) — (v))?

Interpolacja nieparametryczna (IN): |5 : [0,7] = R* |z |3(&) = ~v(t:) | ({& =t} )7

R
A m(?)
[
° Gy (?

Go(?)
W By A By

Rys. 3. Dane zredukowane - ciag* pktéw interpolacyjnych Qn = {g¢:}7, € (R*)™*! (¢; nieznane).

*W przypadku danych niezredukowanych wezty interpolacyjne {t;}*, okreslajg im-
plicité porzadek pktow {g¢;}1”,.



Przyk. 1:| interpolacja Lagrange’a* (IL) (z Q> € R3" j r = 2 -
wielomian kwadratowy) i dane:

a) niezredukowane ((95,7) |z T = {tg,t1,t2} = Vt € [tg,tp] IPL:

~ _ t—t1)(t—t t—tg) (t—t (t—to) (t—t1)
() = dog 1 2y T By T Rty | (D

b) zredukowane | Q> |:

T =7
Dla |7 =7 |wzo6r | (1) =7!| = wybor |7 =7|i wtedy INL:
’7\— — {507 i\la Z\2}
= Vt € [to, t2]
~ _ (t—11)(t—%2) (t—to) (I—t2) (t—to)(T—t1)
77‘({) — DOC—t1) (To—t2) Ta (t1—to) (t1—12) T @ (ta—to)(ta—t1) ° (2)

*Dla funkcji wektorowej stosujemy wzory Lagrange’a na kazdej wspotrzedne).
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Potokrag |y (t) = (178 |t € [0,1], Q2 = {4,(0),%(0.5),%(1)}, 7 = 2:

1.4

1.2

ys. 4. |IPL 42| a) 7 ={0,0.5,1}. |INL 72: | b) 7 = {0,0.25,1}, ¢) 7 = {0,0.75,1}, d) 7* = {0,V2,2v2}.

INL : rozne 7 = {{;}?_, = rozne 7, (poréwnaj b-d)).

Nawet jesli | T # T | = krzywe |35 =~ 7o | (poréwnaj a) z d)). O

*d) |[to =0, t1=||g1 —qo|| i t2 =t1 4+ ||g2 — q1|| | - skumulowana parametryzacja
dtugoscia cieciwy (SPDCQC).




Przyk. 2:|ILzr =m w IP |limn 0 7r 7 v | = sklejane wielomiany - np. .
lub v, (r (sklejane wielomiany Lagrange’'a stopnia r):

Rys. 5. IP versus IN (r = 2).
E (i E) btad w oszacowaniu dtugosci v, i 77, (2) dla IP (i 47,2y dla IN):
a) IP: ¢* € [0,1] losowe z Qft = E, = 0.010.

b) IN: Qf z|1i =14 |= | E, = 0.206 > F,.

c) IP: tI? € [0, 1] losowe z Q¢ = E. = 0.020.

d) IN: 922 z |{; =1i|= | By = 0.107 > E..

Q. rzadkie (w oszacowaniu v, i d(v,)) IP lepsza niz IN ze slepym wyborem T ~ T

[]
*Tez dla danych gestych - Przyk. 4.



IN

- tematyka rozprawy (13 publikacji w tym monografia):

wybor |{t;}% 5 =~ {t;}o| (probkowanie *“nie* i rowno”-mierne)

konstrukcja roznych IN (wielomiany sklejane 7)

zbieznos¢ i asymptotyka |4 — ~|i |d(}) — d(7)

czy (dla danej metody interpolacyjnej) asymptotyki zbieznosci w
IN i IP s3g identycznef?

ilustracje (dane geste/rzadkie) 4+ zastosowania

wnioski i problemy otwarte

*Np. SPDC

fJesli tak: mozliwa kompensacja straty informacji przy przejsciu z danych niezre-
dukowanych do danych zredukowanych.



2. Interpolacja Nieparametryczna - Definicje

DlayeC (##0) i ¢ =~(t) z {t:;}, € V* nieznanymi:

N maxlgigm{ti — tz'_l} iMoo 0 — ot ,

jaka (3)

e schemat interpolacyjny 7, : [0,7] — R*, wezty {{;}™, i reparame-
tryzacja ¢, : [0,T] — [0, T]:

lims_o+ d(m) = d(y) , lims_o+ |7 — ¥m © Ymlloc = 0. (4)

e asymptotyka zbieznosci w (4)

d(ym) —d(y) = 0(6%) ,

Am © Ym —y = O(4%) .

Def. 1.| Funkcje skalarne f;.¢:[0,7] — R |rzedu O(6%) | (fs = O(6%)):
dK >0 d6p > 0 1f5(t)] < Ké%, Vv(d,t) € (0,60) x [0,T7] .
Funkcje wektorowe Fjs.o: [0,T] — R" sa Fs = O(6%) gdy ||Fs|| = O(6%). []

*(3) okresla V? jako rodzine dopuszczalnych prébkowan.



3. Motywacja Tematyki Rozprawy

e IN: brak analizy zbieznosci |7 — ~|i |d(7) — d(v) | (np. z SPDC)
w o0gdolnym przypadku (tylko dla n = 2,3 + krzywa wypukia +
szczegdblne probkowania)

e 2005 M.S. Floater "“Chordal cubic spline interpolation is fourth
order accurate” , IMA J. Num. Analysis pp. 1-9. - dla SPDC dane

na wejsciu: pkty interpolacyjne Q. + pochodne ~(tg) i ¥(tm)

e IN: zastosowania w modelowaniu krzywych i proceséw (zaleznych
od czasu)

medycyna (diagnostyka: np. jaskra, nowotwér, schizofrenia,
epilepsja)

wizja komputerowa (np. segmentacja obrazu, morfizm)

grafika (np. modelelowanie krzywych, trajektorii ruchu, ani-
macja)

mechanika i fizyka (np. model. trajektorii w komorze Wilsona)
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38 slices in 27 s&cC. ] I8 eldces in 2T sec.

a) b)
Rys. 5. Zdjecie nerki: a) pierwotne b) z ustalonymi pktami interpolacyjnymi.

Zadanie (diagnostyka): obwdd i pole sekcji nerki (= objetosc).
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38 s1ices in 27 sec.

38 slices im 27 sec.

b)

Rys. 6. IN przedziatowo-kwadratowa z {f;}7_,: a) réwnomierne b) SPDC.

a) Obwadd nerki:

Powierzchnia sekcji nerki wydzielona petla v, 2):

b) Obwdd nerki:

Powierzchnia sekcji nerki wydzielona petla v, (2):

d(Vr,(2)) = 287x dt. piksela.

3035x powierzchni piksela.

d(Vr,(2)) = 317x dt. piksela.

3200x powierzchni piksela.

[
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4. Interpolacja Parametryczna

IP: dane niezredukowane (9,7 ):

< : __ giT .
a) rownomierne 7 = {-}1

Tw. 1.

’~YLm(r) Sklejane wielolmiany Lagrange’a stopnia r =

) - d7) = { 9012

r nieparzyste (5)

r parzyste,

Iy = A1, (r)lloc = O(8"T1) .

b) nieréwnomierne & {t;}7 , € V?:

Tw. 2.

Zbieznos¢ w (5) i (6) rzedu

(5) i (6) - ostre!

O(s™t1).

(6)

W (5) tezméd = O(1).

IP r = 2,3 = zbieznosC kubiczna (4-ego rzedu).
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5. Gitowne Wyniki Rozprawy

IN - wybor [{&;}, ~ {t;},| i schematu interpolacyjnego |7 |

obliczeniowo szybki + 4 — v i d(7) — d(v) jej asymptotyka (4 dane rzadkie?)

Przyk. 4:||Slepy wybor {#;}7 , = {zbieznoS¢ rozbieznos¢} (dualizm) |

# 1 parzyste
=1 L+ %Lm i nieparzyste & i =4k + 1, (7)
L= 3 meparzyste & i =4k + 3,

e>0 (Rys.6:e=0). (8)

0.5 0.5 : 0.5 0.5
-0.2 -0.2
a) Vrx(2) dla w1 (7) b) Yr,(2) dla v 1 (8)
1.2 1.2
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 e
0.2 0 5
-0.2 1 2 3 4 0.2 1 2 3 4
C) ”)\/LQO(Q) dla Ye i (7) d) :)\/Lzo(Q) dla Ye i (8)

Rys. 6. INL: 7, (2) dla vp,7.(t) = (m:,(“+1)3) (t€[0,1]) z |&; = i.
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INL

= {zbieznos¢, rozbieznos¢} dtugosci (cho€ 7 = vp,ve):

Krzywe:

potokrag v,

krzywa kubiczna ~.

probkowania:

(7)

(8)

(7) (8)

1.44°

Q)"
e 3.45x10~4

[d(v) — d(VL,00(2))]

rozb.®
0.1288

1.99Y rozb.2
6.36x10°8 0.1364

Tab. 1. |INL:

IPL

estymacja d(v) z d(Vr,,(2)) |
= lepsza asymptotyka (por. ¢, ®, U, A):

ti = 1.

krzywe: potokrag v,

krzywa kubiczna ~,

probkowania:

(7)  (8)

(7) (8)

Q) 3.99°

4.02%

3.99" 2.994

Tab. 2.

IPL:

WYNIK 1:| | Tw. 3.

estymacja d(v) z d(Jr,,(2)) |

{t:;}™, € V20 e-rébwnomierne tzn.

t; zadane.

[]

ti=¢(%) + O(=

m1+5

ti=1

(¢ : [OaT] — [OaT] I¢ > O) = :)\/Lm(Q) 4

ie>0:

YL,.(2) © Ym — v = O(6MN31+2¢})

d(qL,(2)) — d(y) = O(sMint4aely .

(9) tez ze = 0 jesli {t;}™, € V™! mniej lub bardziej réwnomierne tzn.

)\5<ti+1—ti < 9,

0<i<m-—11iXe(0,1).

(9)
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Przyk. 6:||Kryterium wyboru {¢;}7> :

1.5

1.25

Rys. 7. INL dla potokregu v, Z v1,(2).

Btad £ = |r — d(7,2))| W oszacowaniu dtugosci:

(a-b) §; € T1 = {0,1,2} it € T2 = {0,1.5,2} z

(c-d) £; € 71 (rownomierne) i £; € 72 (-rownomierne) z

Q

u |
2 -

FE,=0.18 < E, = 0.55.

nu |-
Q5" I

E.=0.27 > E; = 0.01.

Wybor {#;}™ , musi uwzgledni¢ geometrie rozrzutu zredukowanych danych Q,,. O

15



a) SPDC* dla v w R":

Rys. 8. Geometria rozrzutu Q. (Z dit1 = ||gi+1 — ail|]) = {ti}o = {ti}1,.

/\ /\
%=0;  Tin= Ti+din,

Np. z |93 = (¢, qi+1,2+2) | ( Q"* = (¢, qit1, Git2, it3)

b) 4P Q: przedziatowo-kwadratowa

i probkowanej w takt Vmoli:
Qi,4 =7 ,77 — {07 1,(1(2',,82'} i ? Qz : [O,BZ] — RQ

R'(1) =qiy1, Q()=git2,

Q'(Bi) = qi+3 ,

1 <oy < B

*Skumulowana parametryzacja dtugoscia cieciwy.
fymol _ prébkowanie mniej lub bardziej rownomierne.

) = sklejane funkcje
kawatkami kwadratowe (kubiczne) 7 (5 3y - CC2 (CC3)

30,, dla v w R? scisle wypukte]

(10)

(11)
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WYNIK 2:

Tw.

4.

vy E C4 na ptaszczyznie scisle wypukta oraz

{t;3m 4 € Vol = 31 1 rozwiazanie problemu (10,11) i

d(3g,,) — d(v) = 0(6*) JQ,, © Ym — v = O(6%) . (12)

e (12) ostre i asympytotyka w INAPQ jak wIPL zr =3 z Tw. 2*

e (12) = lepsza asymptotyke niz Tw. 3T (z §; = i/m)

e dobra aproksymacja na danych rzadkich + min. skoki pochodnych
w ‘ztgczach sklejania” 4PQ

e wady 4PQ: n = 2 4 ~ Scisle wypukta 4 specjalne probkowanie

Vmol

*Tw. 2: = O(6"t1) w oszacowaniu v i d(y) (r =3 = 0(6%)).
fTw. 3: = O(6MM3.1+2e}) w oszacowaniu ~ i O(§MM44<}) w oszacowaniu d(7).

17



WYNIK 3:||| Tw. 5.|INL z SPDC, {t;},€ V° (mé = O(1) w estymadcji d(v)):

d(AL,r) — d(y) = O(6™ 1) VLo (r) © Yrom —y = O 1) . r=23] (13)

Z* vy €C tiyr —2ti+tio1 = O(61¢) e > 0=

d(AL,(2)) — d(y) = O(§>tmnibel) |(14)

e (13,14) ostre i asymptotyka INL (CC2(3)) jak wIPL z r=2,3
w Tw. 2

e (13,14) = lepszg asymptotyke od Tw. 3 (O,(§MM31+2e}), g,y (§MNi4Ael))
e CC2(3) = dobrg aproksymacje na danych rzadkich
e dowolna krzywa w R"™ i dowolne probkowanie

e min. skoki pochodnych w ‘“ztgczach sklejania” CC2(3)

I WYNIK O: Tw. 0. {ti}zm=0 eVe, r=2I, tolIPL = ||d’#,) —d(v) = O(5r+1+min{1,s})
~(14) tak jak INL z 1 = 2.

18



Przyk. 7:

APQ

Spirala v, : [0,57] = R?, t € [0,57] (z d(7s) = 173.6) Zze =0 w (8):

vs(t) = ((6m — t)cos(t), (6w — t)sin(t)). (15)

(3<m<60) =

Vi,.(2) Zti =1

APQ

Rys. 10.

ad(’ys) =403 .

i [1d(7) — d(3q,,)|=0.065.

= |d(7vs) — d(YL,(2))|=7.655!

potokrag v, (3 <m < 100) i (8) = |ay,)=4.02|i btad w dtugosci ~ 107°.
Dane rzadkie m = 6:

a)

b)

Rys. 9. 4PQ a) dg,, dla vs b) 3o, dla v, z |d(vp) — d(7g,)|=0.0097.

4

© o o ©°
N A o @

© o o o

T

a)
FLo2) | 1d(p) — d(Are2))| dla v, @) 0.06 z £; =4 b) 0.0072 z SPDC*. [

“(8) z CC2 (6 < m < 150) dla v, =

T

b)

Qg = 4.07 | (rozbieznosC z t; =i i 7z, (2)).

19



Przyk. 8:| Spirala vsp : [0,1] = R? (d(ysp) =2.45) ze =0 w (8):
Ysp(t) = (t + 0.2)(cos(w(1 —t)),sin(w(1 —1t))) . (16)
1 1
0.8 0.8
4 6
.4 .4
.2 .2
—0.5—0\. 5 0.250.50.75 1 12515 -0.5-0.25 0.250.50.75 1 1.251.5
-0. 2} -0.2

a)

b)

Rys. 11. 7 pktéw z 4, interpolowanych przez a) CC2 b) CC3.

Btedy w dtugosciach (z m = 6) rzedu 10123} (CC2,3).

Oszacowania asymptotyk dla CC2(3) (z 2(i 3) < m < 200(i 198)):

Btedy w dtugosciach rzedu 101-7-9} (CC2,3).

d(ysp) = 3-03

d(ysp) = 3-96

= 0OSstrosC Tw. 5.

20



Przyk. 9:|a) ~.1(t) = (¢t,—t3) z t € [-0.5,0.5] (z pktem przegiecia

(0,0)). Probkowanie t; = s; — 0.5, z

1 1

so =0, Sl:%’ SQZE
2 1 3
34:—+ S5 — —
m

m m, 3 3 Sm:].. (17)

nie jest mniej lub bardziej rownomierne (4P Q - nie stosuje sie).

CC2 :yLlOO(Q) (2<m<100) = Ad(ve1) = 3.68 > 3.

b) Krzywa kubiczna ~. probkowana jak w (8) (e-rownomiernie) z
m = 40,42,...,200:

€0 €1/10 €1/4 f1/2 €3/4 €1 €3 €5
Q) 298 3.09 3.27 3.51 3.76 4.01 3.98 3.99
arws 3.00 3.10 3.25 3.50 3.75 4.00 4.00 4.00

Tab. 3. Asymptotyki w oszacowaniu d(v.) przez CC2.
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Przyk. 10:| Eliptyczna helikoida* (d(v.,) = 8.1) z t; = 27s; s; Z

(17)) ~ep, : [0, 27] — R3:

Yen(t) = (1.5cost,sint, t/4) (18)

Fd(yep) = 3-91

Fd(yep) = 401

Btedy w dtugosciach rzedu 101-7-9} (CC2,2).

*4PQ nie stosuje sie dla n = 3.

b)
Rys. 10. 8 (9) pktow z ~.;, interpolowanych przez a) CC2 b) CC3.

Btedy w dtugosciach (z m = 8(9)) rzedu 101-2.-3} (CC2,3).
Oszacowania asymptotyk dla CC2(3) (z 2(i 3) < m < 200(i 300)):

= ostrosC Tw. 5.
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r = 2,3 w INL (i podobnie jak Vr w IPL)7

YLm(4) =

d(q1,(a)) — d(y) = O(sminta+latie})

YL,.(4) © Yam — v = O(§MMSA+ely

~v € C° probkowana mniej lub bardziej rownomiernie =

d(Az,(4)) = d(v) + O(6%)

31,.(4) © Yam = v + O(6) .

(19) i (20) ostre (krzywa w R")

Czy |[CC(r)|zr>4wINL = ~ ~id(y) rzedu |O(6"t1) | - tak jak z

WY NIK 4;J Tw. 6.|y e C*l (1 =1,2) prébkowana e-ré6wnomiernie
(¢ >0), CC

(19)

(20)

prébkowania {t;}7., € V™ol C V9 CC4 # przyspieszenia zbieznosci

CC4 = przyspieszenie zbieznosci tylko dla pewnych podrodzin

Vo (np. ve>0 C Vo)

CC4 - podobne wtasnosci aproksymacyjne jak CC2(3)

23



Przyk. 11:| CC4 + potokrag vp, spirala vsp, i eliptyczna helikoida
Yo, (Y ECCP: I=2wW Tw. 6).

2 rodziny probkowan (dla 4 < m < 280): (8) i

271

t; = — 4+ (Random][ ] — 0. 5)
m

i (21)

€0 €1/10 €1/5 €1/4 €1/3 €1/2 €2/3 €3/4 €9/10 €1
v®  3.98 419 439 448 465 497 530 542 571 6.05
& 395 414 431 4.38 449 468 527 567 6.08 6.02
8402 419 439 448 466 502 535 7.09 5.84 5097
2D 411 430 4.46 454 485 533 572 575 578 5.95
arwe 4.00 4.20 4.40 4.50 4.66 5.00 5.33 5.50 5.80 6.00

Tab. 4. Oszacowania asymptotyk dla d(y) z CC4 i min. a-y z Tw. 6.

Tab. 4. ¢ > 0 (probkowan (8) i (21) e-rownomierne) = o0strosc
(19).

Tab. 4. i (8) (0- i mnigj lub bardziej rownomierne) = ostrosc (20).
[]
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Przyk. 12:| CC4 dobrze =~ ~ i d(vy) na zredukowanych danych rzad-

Kich - np. z prébkowaniem (8) i m =8(12) (a) e=0.5b) e =0.1):

-0.5-0.25 0.250.50.75 1 1.25 1.5

Rys. 11. CC4: a) 7p,4) dla vsp b) Yr,,04) dla Yen.

Btedy w dtugosciach:
d(Ary4)) = d(7sp) +2.37 x 1077, d(Yr,,4)) = d(ven) — 1.646 x 1072 .

Roznice miedzy krzywg «v a interpolantem %L{S 121(4) niewidoczne.

Skoki pochodnych w pktach sklejania niewidoczne.
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Gtadkos¢ w pktach sklejania: CC3 i Int. Hermite’a = C! 3 4y =~ ~v:

1. VO (0<i<m—3) CC3 7 :[f,1+3] - R* estymuje pochodne v dla v w ¢;:

v(g) =" (&).

dm—3

Rys. 12. CC3 = v(q;) tj. estymacje stycznych do v w pktch interpolacyjnych g;.

2. Dla v(gm-r) (z 0 <k < 2) stos. CC3 4% z odwrotna kolejnoscia pktéow Q7 =

(Qm—kaQm—k—lan—k—27Qm—k—3) ' U(Qm—k) — _ﬁg_kl(fm—k)-

26



vm)
va,) va,)
7 o

q2 L] [ ] [ ]
V(qO) ql qm_2 qm—l qm
V(Om-1
dm-
Yo V(m-2

Rys. 13. V4-ki {gi,qi+1} | {v(gi),v(gi+1)} stosujemy interpolacje Hermite'a % z SPDC.

3. Interpolacja Hermite’'a i SPDC = C! kawatkami kubiczna ~y
(CC3H): Y(q;,qi+1) 7y - [t tig1] = R?

N N Sy~ N
Ya(ti) =ai, Agiv1) =qir1, vy &) =v(g), vy (ti+1) = v(gi+1) -

WYNIK 5:|||Tw. 7. CC3H wR"” = vy € Cl z:

d(vg) — d(v) = O(6%) YH © ¢m — 7 = O(8%) . (22)

Asymptotyka w oszacowaniu dtugosci wymaga md = O(1).
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CC3H zachowuje wszystkie wtasnosci CCr + = gtadkosC interpolanta.

Przyk. 12:| CC3H daje gtadka krzywa.

Rys. 14. Potokrag ~, interpolowany przez a) qp,) z & =i b) CC3H v €) CC2 7, (y.
CC2(3H) dajg dobre estymacje pochodnych w pktach sklejania. []
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Przyk. 13:| Spirala v, (z (8); € = 0) eliptyczna helikoida ~,; (z
t; = 2mwi/m lub t; = n(2i — 1)/m, i parzyste lub nieparzyste) CC3H =

© © X ¢
N M OO\ 0

-0.5-0.25 0.250.50.75 1 1.251.5
-0.2

a) b)
Rys. 15. CC3H z m = 6 dla a) ~sp b) 7en-
Oszacowania dtugosci z m = 5 (dane rzadkie):

d(ym) = d(ysp) +6.122 x 1073 d(ym) = d(ven) — 4.5 x 1072,

Oszacowania asymptotyk (16 < m < 198):

asp =4.01| |a,, = 4.002| = Tw. 7 ostre.

Btad w oszacowaniu dtugosci (m = 198) rzedu 101-8:9} dla ~sp, Y. O
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Przyk. 13:| a) Niewypukia krzywa kubiczna v,. : [0,1] — R?

Tme(t) = (2t — 1, (2t — 1)3)

Z d(yne) =3.096 (i z (8); e=0) i z|CC3H| = danych rzadkich (m = 6):

d(vr) = d(vne) + 3.305 x 1072

oraz dla (m = 18,24,...,198):
Ad(y,) = 3.96 | = Tw. 7 ostre. Dla m = 198:

d(ve) = d(yne) — 1.276 x 1072 .

b) eliptyczna helikoida ., z {t;}2, € V™e!

: : 1 1
t; = Ly parzyste ,  t; = i + ——— @ nieparzyste . (23)
m m m m

CC3H|zm = 18,24,...,198 =
Ag(y,,) — 4.08| = Tw. 7 ostre.

c) krzywa 4-ego stopnia v,(t) = (t,(t + 1)*/8) (¢t € [0,1]) z (23) i z CC3H dla
m = 18,24,...,198 =

a4,y = 4.04| = Tw. 7 ostre.

Zatozenia Tw. 4 (4PQ: n =2, v wypukta i {t;}]>, € ymol) zbyteczne dla CC3H. O
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6. Whioski i Problemy Otwarte
Roznice - interpolacja parametryczna versus nieparametryczna.

Analiza problemu zbieznosSC-rozbieznosC w INL z na Slepo wybranymi
weztami interpolacyjnymi - np. t; = i/m.

Geometria rozrzutu danych zredukowanych Qn, = {t;}7%, ~ {t;}1%,
(np. SPDC, 4PQ).

Analiza asymptotyki zbieznosci dla 4PQ i CC(2,3,4,3H) oraz
weryfikacja ich ostrosci (gtowny wktad i trudnosc¢ rozprawy).

Wyniki dla CC(2,3,4,3H) maja charakter ogdiny (tzn. ~ regularna w
R™ i min. ograniczenia na prébkowanie).

Kompensacja starty informacji (ta sama asymptotyka dla IN co IP)
przy przejsciu z danych niezredukowanych do danych zredukowanych
jest mozliwa (np. z CC(2,3,43H)).

31



Podwyzszenie » w CCr (r > 4) w IN %A przyspieszenia zbieznosci do
~ i d(v) (w IP zbieznosci sa rzedu O(5"T1)).

Asymptotyka zbieznosci w CC2(3) jest na tyle szybka (3,4) = nie
ma potrzeby stosowac CCr (r > 4).

Omodwione interpolanty w IN = tez dobre aproksymacje ~ i d(v) na
zredukowanych danych rzadkich.

Usuniecie niewidocznych (na gestych i rzadkich danych) nieciggtosci
w pktach sklejania CCr i 4PQ jest mozliwe np. stosujagc CC3H.

Przyktady ilustrujace wyniki z rozprawy (+ zastosowania).
Wyniki rozprawy opublikowane w formie 13 prac (krajowe i zagraniczne

czasopisma, materiaty konferencyjne, rozdzaty w monografiach naukowych
oraz monografia habilitacyjna).



Rozszerzenia do innych parametryzacji np. wyktadniczej

to=0, tip1=¢t;+g+1—all°, 0<e<1. (24)

Jesli e = 0 rownomierne; e =1 SPDC; e = 1/2 centripetal.
Analiza asymptotyki dla SPDC i innych schamtdow interpolacyjnych.
Analiza i kryteria wyboru weztow dla danych rzadkich.

Dane zaszumione lub zdygitalizowane.



Def. 2.

7. Probkowania

Probkowanie {t;}7 jest e-rownomierne ({{;}/2q € V¢ C
V9), jeslidla e >0 3Ck> ¢ :[0,T] — [0,T] (¢ > 0)

ti= (L) + 01

0<i<m. (25)

{t;}~, jest mniej lub bardziej rownomierne ({t;}/™, € ymol - 19y,
gdy dla0< <1

A <tip1—t; <0,

0<i<m-—1. (26)

o {t;}m, € V€ to 2 typy perturbacji prébkowania réwnomiernego:
poprzez dyfeomorfizm ¢ i dodany wyraz rzedu O(1/m!T¢)

e im wiekszy e, tym bardziej {t;}2 4 przybliza probkowanie rownomierne
(por. (8)). e = 0 wymaga dodatkowej analizy

° {ti};-”zo c Vmol: r&znice pomiedzy kolejnymi weztami sg ani duze
ani mate w stosunku do T'/m

o VE ¢ Vmol (ChOCiaZ V€>O C Vmol) i Vmol ¢ V€>O
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{ti}it 5 e-rownomierne:

a) INL =

WYNIK 1./ Tw. 3.7 € C% {t;}!", e-rownomierne to dla 3y, (o) i
fzzz/m ze>0:

VL,(2) © $m —y = O(§MM31+2ehy | d(A1,(2)) — d() = O(gmnisaeh) | (27)

gdzie ¥m : [0,T] — [0,1], ¥ > 0. Jesli {;}q5 € VOn V™l wtedy (27)
prawdziwe z € = 0.

b) IPL =

WYNIK 0.| Tw. 0.]Jesliy € C™t2 , r parzyste, {t;}7>, € V¢ znane
to asymptotyka w oszacowaniu d(v) z Tw. 2 (tzn. 0(57“‘|‘1)) poprawia
sie do:

d(31,,(ry) — d(y) = O(smH1tminilely (28)
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8. Asymptotyka

39
VAN
>,

m—1
T=tm—tg= ) (tiy1—1t;) <md=
i=0

Tak wiec dla a > 0 jesli f = O(-1;) = f = 0(5%).

Przyk. 14.| Krzywa kubiczna (bez pktu przegiecia)

Ye(t) = (t, —t>) (29)

z t € [0.1,0.5] probkowana jak w (7). Dla em = [d(7L,,(2)) — ()],
linilowa regresja =

Rys. 16. —logen W funkcji od logm dla v, i 3 <m < 100 Z ay(,,) = 3.191.

By TW. b = a=3<K QA(~,) = 3.191. []
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9. CC4 - Dowad

CC4 nie podwyzsza asymptotyki w Tw. 5 do zbieznosci 5-ego rzedu.

Tw. 5 wykorzystuje ograniczonoscC roznic dzielonych k-tego rzedu
wielomianu Lagrange’a oilti, tiy,] = [fi, figr] (1 <k <7ir = 2,3) Yi(tiyy) = tig
(0<j<r).

Przyk. 15 Dla zaburzonego probkowania rownomiernego {317,
VO vmol i [t tiya) — [, Tial

 + k =+ 2 1
s (k20717374)7 tz’—l—2:z+ +
m

titr =
itk 2m

= Y4[ti, tit1, tito, tixs, tira] = O(m) - Nieograniczone!

Lemat 1. {¢;}72 , e-rownomierne (¢ > 0) =

Wi lti, tit 1, tito, tig 3, tira] = O(8MNM0e=11y (30)

{t;}™>, mniej lub bardziej rownomierne = (30) prawdziwe z O(5~1).

35



10. Szkic Dowodu Tw. 7 dla CC3H

CC3 = ”}71 : [fi,l?i_|_3] — R"

@) =a, FE+1) =div1, FEit2) =ait2, ' (Eir3) = Git3
i reparametryzacje kubiczna ¢ : [t;, t;13] — [, Ei43]

V() =%, YP'(tix1) =i+1, V'(tiv2) =Lita, V' (tirs) = Lits -

Z Tw. 5 wiemy, ze:

Lemat 2.| Dlay € C* = ' =14 0(8?), ¢' = 0(8) i L& = 0(1).

Lemat 3. | Dlaye C*ise [t,ti13] = f?i,‘;—z, ‘gg, ‘g’g sg O(1).

Lemat 4. | Dla~ye C*it¢€ [ttirs] =

v(t) — (F 0 ') (t) = O(6%) , A(t) — L) (1) = O(63) .
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Dla vg z [ti, tit1]:
Tu@) = a, Vfg(fzﬂ) = git1 ,
i, —~ ~i'r T
Vi (&) = A&, v Er) =7 TV )
przeparametryzowujemy ~% z kubiczna ¢ : [t;,t;41] — [Ei, Tit1]:
o' (t:) =&, ¢'(tix1) =Fiy1, ) =4"), ¢ (tiy1) =T (tit1) ,
$'(t) = ¢'lti] + &'t ] (¢ — ti) + ¢'[ti, ti, tiga] (¢ — 1)
+¢'[ti, i, tig1, tip1] (£ — )2 (¢ — tit1) -
Nastepnie wykazujemy:
¢'[ti, t:]] = 1 + O(52), ¢'[ti, ti, tix1] = O(6) ,

0(8%)
(tig1 — )2

¢i[tiati7ti+1,ti+1] = O(]_) +

Lemat 5. | Dla t € [t;, t;11]

$=14+00%, ¢F=00)+25, LL=001)+ 328
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I dalej
0(8?)

vulli, €] = O(1) = vyl &, tit1], il &, i1, Tia] = O(1) + = —-
(tit1 —t)

Lemat 6. | Dla t € [&;, fi41]

i i ) P i
vi=0(1), yh=01)+2%, Th=001)+ 325

[ti,ti+1], Lemat 4 =

V() = (5 0 ) (&) + (7 0 ) (1) — (v 0 ¢)(8)
O(3*) + (5 0 ) (1) — (i 0 $) (D) -

Dla oszacowania krzywej w

v(#) = (Y 0 4 (1)

(31)

Aby udowodniC€ 1szg asymptotyke z Tw. 7 wystarczy pokazac:
pr=7 ot —vgo¢ =0(") .
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Interpolacyjna Formuta Newtona, dla t € [¢;, t;4+1] =

Prt) = Pt + p'lts, ts](t — t) + p'lti, ti, tig1] (£ — )
+0'[ti, i tig1, tig1] (€ — )%t — tig1)
+(t — t:)?(t — tig1)?p'[ti, tiy L1, tiya, ]
Nastepnie pokazujemy:
0(83)
(tig1 — ti)2

pz[tZ] — pz[tutz] — pz[t27tzatz+1] =0 ) pi[tiatiati+17ti+1] —

i stad

p'(t) = O(8%) + (t — t:)°(t — tit1)°p'[ti, iy tit1, tit1, 8] -

Jesli 1 <j<n & ¥ € [t tit1]

4 4
= L0
41 dgr 7

z Tw. o rozniczkowaniu funkcji ztozonej i z Lematow 2,3,5,6 =

pi [t;, ti, tit1,tit1, t]j

(t — t:)2(t — tig1)?0 [ti, tis ti1, tiv1, t] = O(6%) .
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Oszacowanie krzywej na [0,T1]:

v(t) — (v 0 ¢) (1) = O(6%) .

Dla estymacji pochodnych, na [¢;,t,4+1], z Lematu 4:

d(%izf ') O = A(t) - d('?’dz P*) 0 + d(ﬁ’dz D) (©) - d(v}iZ: ')
= 0(8) +p'(t) .

Z symetrii, ciggtosci i definicji roznic dzielonych:

v(E) — (¢)

pr(t) = O(83) + p'[ti, tis tig1, i1, &, L] (8 — £3)2 (L — tig1)? .

Jesli 1 <j<n &ite [titiy1]

: dpt
Piltis tis tipr, i, 6, 1] = aﬁ(f}) ;

z Tw. o0 rozniczkowaniu funkcji ztozonej i z Lematow 2,3,5,6

(t — t:)%(t — tix1)2p [ti, tiy tiv1, tix1, t,t] = O(6%) .
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Dla f' =~% o0¢" —v (t € [ti, ti+1]) POkazaliSmy

fr=0(08%), ff=0(8°%). (32)

Niech v(t) bedzie projekcja f na 4(t)*+. Poniewaz [|¥(t)]| =1

HOEXIHORIONIIOR XIOR
i v(t) = O(8%) z (32). Stad dla 4% przeparametryzowanej jako 7% = ~%; o ¢

Fa () = (1 + (F@), (O (E) + v(t) ,

i skoro (¥(t),v(t)) =0, [[Fl =11 (1 4+ (f/ (&), ¥yON v (®)]]? > -1 +€:

5@ = D] = (Fi®), 7)) + O0(8°) . (33)
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Z fi(t;) = fi(tiy1) = O i catkowania przez czesci, (32) oraz (33):
tig1

GROIEON / T, A0 de+ 07

Li

= - / "), A ()t + 0T
= 0 .
Stad, na T; = [ti, ti+1] Jako, ze d(v4) = d(FY) (¢ > 0):

d(vg) — d(v:) = 0(8°) ,

gdzie d(vi) = [ |I¥(®)|ldt.

Stad majac na uwadze md = O(1), mamy

d(ver) — d(y) = S (d(Vy) — d(v)) = O(8%) .

Dowod Tw. 7 jest zakonczony.
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11. Szkic Dowodu Tw. 5 dla CC2(3)

Reparametryzujemy
:)\/é : [i-\ivi\i-l—Q] — R” ) (CC2)
s ¢ &, tigz] = R, (CC3)
z interpolacja kwadratowa/kubiczna Lagrange’a . : [t;, tiyr] — [6i, Livr], K = 2, 3:
Pha(t) =ti, ¢hstit1) = biyr, ¥h3(tipe) =tiqo,
Y3(tiyz) = tiys. (34)
Yo(t) = ¥h(t1) + Palti; tiga](t — i) + hlti, tigr, tig2l (¢ — ) (¢ — tig1)
Y3(t) = P5(t) + P3lti, tiga, tigo, tigs](t — ) (8 — tip1) (t — tig2) . (35)

Dla asymptotyki i, ¢, % analizujemy réznice dzielone i .

43



Lemat 7. |~ ¢ 3 = wg,S[ti-Fjati-l-j-l-l] =1 +O(52)r J=0,1, ¢3,3[ti7ti+17ti+2] — 0(5)

Dowdd: Dla SPDC (z0<j3<1):

V5 3[tipss titj+1] = | V[titss tipspalll -
Z Tw. Taylor'a
|y (titjit1) — (i) |
bitj+1 — bitj
: Y(tit;)
= |I¥(#it5) + Witjt1 — tz‘+j)# + O((tigjt1 — tix) DI -

(4,4) =0 jako, ze ||¥|]| = 1. Stad

Vo 3ltitss tivj+1] =

Yo 5ltig, tipirr] = \/1 + O((titj+1 = tit)?) = 1+ O((tij41 — tit)®) -

Wb 3ltivs tiva] — ¥4 slti, tia]

= 0(9) .
tivo — t; (9)

Wb 3lti tig1, tigo] =
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Lemat 8. | Dla ~ € C* mamy: ¢i[ti+j,ti+j+1,tz’+j+2] = O(51+€), 0<j3<k-—1. Jesli
k=3, to ¢Z[ti,ti+1,ti+2,ti+3] = O(l)

Dowo6d: Z Tw. Taylor'a ¢ 5ltit, titj+1] = [V[titj, titjalll

- Y (titj) Py (tigjt1 — tigj)?
17 (tits) + 2+J (tijr = tiv) + 3 It c T2 4 O((tigjr — i) DI
gdzie ‘f;TZ liczone w punkcie t;4; (0 < j < 2).

Jako, ze ||| =1
d3v .

gdzie k(t) jest krzywizng ~. Stad
K 2 3
Iy tiss tigalll = \J1 = 5 Wipin — tig)™ + O((ijr — i)
2

K
= 11— i1 = tits)? + O((tigjt1 — tit)°) -
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Stad dla0< ;<1
2o = tij11)? = (i — tig)°
24(tigj42 — tits)
+ O((ti+3 — t:)?)
2
K
=~ (G2 = 21 + i) + O((hivs —1)°)
O(5l+min{1,s}) ’

Y [tigs, tigjt1, tipjta] =

gdzie k jest liczona w punkcie t;. Dowod 1szej czesci jest zakonczony.

Dla k£ = 3:

_ K2 (ti_|_3 — 3tiqgo + 3ti41 — ti)
24 tivyz — t;
= 0(1),

gdzie k jest liczona w punkcie t;.

Vi ltistit1, tira, tiyal + O(tiyz — t;)
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Z Lematu 7,8 i (35):

Lemat 9.| Dia v € C3, 443 = 1+ 0(8%) i b5 = O(8). Dla~ € C*, L& = 0(1).

Rowniez jesli v € C* & tigo — 28,41 + i = O(51+€) wtedy ’(,012 = 0(51+min{1,s})_

Lemat 10.| Dla v € C3 s € [, iyl Py s sg O(1). Dla k = 3 i jesli v jest C*,

— ds 7 ds?
wtedy ‘;;'f Jjest O(1).

Dowod: Jesli k=2: wtedy dla f € [£, f;40]

(&) = 35(&) + [, G ](F = §) + 358, figer, L 2] (F = 8 (F = Ti1) -

Poniewaz ¢, = yo ¢g—1 pokrywa sie z 45 W (t;,tiy1,ti42):

A5 (E) = E5(E) + E5[E, i) (E — &) + E4[E, Eigr, Bira] (F— &) (F — Ei41) -

(36)
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Dla kazdego 1 <1 < n, istnieje 5;,3; € [&;, t;+2]

L -, L ¢i"(3)
Exlti, tiv1]i = €5, (51) ,  &5[Li, tiga, tiga]i = QZT :
Z Tw. o0 rdoz. fun. ztoz. i Lematu 9:

Elti, tiv1li = O) ,  &[E, i1, titai = O(1)

i stad z (36)

% =0(@1), 3 =0(Q1). (37)

Analogicznie dla k=3
&t i1l = O1) &58, L1, tig2li = O(1)

4%, Tig1, Liga, big3li = O(1)
Stad

75 =0(1), ¥ =0(1), ¥5 =0(1) . (38)
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Dla k = 2,3 wszystkie pochodne (z Lematu 9,10) funkcji
fi = o — v« [t tigs] = R
sg O(1). Poniewaz
fi(t) = filtitr) = filtipo) = fi(tigs) = O
dla 0 <y <k z Lematu Hadamard’'a

Filt)y =@ —t)...(t —tigr-1)g'(t) & g'(t) = (¢t — tigr) (1) ,
z g, ht: [ti,tigr] = R* C! & CO. Rowniez z Lematu Hadamard'a

. dk—l—lfi
tak wiec ¢* = O(9), i
y dk:—l—lfi
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fl=0("), fr=0(") . (39)

Niech v(t) bedzie projekcja f na 4(t)*. Poniewaz ||¥(t)]| =1

F1@) = (f1(#), )7 (8) +v(t) ,
& v(t) = O(8%) z (39). Tak wiec dla 5 przeparametryzowanej jako 7i = i o ¢t

Fe(®) = (1 + (F1(8), 707 () + v(t)

i skoro ((t),v(t)) =0, |4l =1 & (1 + (£ (), () 2lo(®)|I* > ~1 +¢:

171 = 15O = (Fi(®),7(t)) + O(82*) . (40)
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Z fi(t:) = fi(tixr) = O i catkowania przez czesci (39) & (40):
titr

(BN = IO = / T, () dt + 082

t;
i
= - [ U@+ 0@
t;
= 0(6"?) .
Dlatego, na T; = [t;, ti+x] jako ze d(5i) = d(5%) (¢i > 0):

d(F;) — d(vi) = O(6*+2) ,

gdzie d(vi) = [;** I7(t)]|dt.

Stad jako ze mé = O(1)

d(Fx) — d(y) = Y (d(RL) — d(v:)) = O(8++T) .
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DlayeC* k=2,

tiqo

— 2tip1 + 6t = O(6119) ¢

Tak wiec h' = O(1) i A" = O(1) (Jako, ze h' € C'). Z Tw. Taylor'a dla r'(t) =
(h'(t),~v(t)) w punkcie t = t;

(R'(),5(t)) = ai+ O(9) ,

gdzie a; = (hz(tz),'y(tz)) = O(1). Stad
(F'@),7®)) = ai(t —t;)(t — tig1)(t — tig2) + O(5*) .

Wiec
tigo 1
/ (t—ti)(t —tig1)(t —tigo)dt = E(ti —tigy2) (tigo — 2tig1 + t;)
t;
= O(§*19),
JEUF @I = 51 dt = 0(5%+) .

Jako, ze mé = O(1) dowdd Tw. 5 jest zakonczony.
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12. Lemat Pomocnhiczy

Lemat 11.| Niech f : [a,b] — R bedzie C!, gdzie I > 1i f(ty) = 0, dla
pewnego tg € (a,b). Wtedy istnieje funkcja klasy C'~1 g : [a,b] — R
taka, ze f(t) = (t —to)g(t) i g = O(f').

Dla f;-ej komponenty f = (f1,fo,...,fn) niech F; : [a,b] — R be
F;(u) = f;(tu+(1—u)tg). Z fundamentalnego tw. rachunku catkowego

i) = Fi(1) — F(0) = (t — t0) [ JiCtu+ (1 — w)to)du

wezmy g = (91,92, ---,9n), 9dzie

1
gi(t) =/O f(tu 4 (1 — w)tg)du .
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13. 4PQ - Konstrukcja i Asymptotyka

v € C* scisle wypukta (det(%,%) > 0 lub < 0) i prébkowana mniej lub
bardziej rownomiernie.

Dla Q'* = (qi,¢ixr1,%42,q43) Niech Q' : [0,5] — R? bedzie krzywa kwadra-
towa

Q'(s) = ao + a1s + azs?,

dla s € [0, B3;], taka, ze

RO0)=¢, QQ)=gqg+1, Q) =gi+2, QB)=qi+3, (41)

1< ai <Bi. (42)

Pytanie: jakie sa formuty na interpolanta Q! i parametry «; i ;7
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Pomijamy indeks i w notacji. (41) = ag =qo i ap = ¢q;4+1 — ag — a1.

Dla (p1,pa,pg) = (4i+1 — %> %42 — %> %43 — q;) (41) =

ara+ (p1 — a1)a® = pa , a18 + (p1 —a1)B? = pg, (43)

z 4 niewiadomymi (ai,a?,a,8) (uktad 4 réwnan kwadratowych).

Lemat 12:|Dla v € C3 w R? prébkowanej mniej lub bardziej réwnomiernie
rozwigzanie (43) i (42) jest nastepujace:

Pa — a’p1 _ pg— B°p1 ap1 —pa __ BP1 —Pg

aq — an» =

a—a?  B-p2 7 a—a2  B-—p82"
14,50 +d-e) 1441 +d—e)
“ = e—d ’ b= e—d ’

gdzie ¢ = —det(pa,pg), d = —det(pg,p1)/c i e = —det(pa,p1)/c.
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Rozwazmy wektory prostopadte do pg | Po:

pg = (—pp2,Pp1) 5 Py = (—Pa2:Pat) -
Biorac iloczyn skalarny (43) najpierw z pé‘ a potem z pé =

aB(a—B) <pilpg > = (B—B%) <palpg > ,
aB(a—B) <pilpy > = —(a—a®) <pglpy >

Poniewaz a # 0 i 8 # 0 i asymptotycznie < pa|pé‘ >E0i< pglpﬂ; >#* 0
(jako, ze ~ ScisSle wypukta) mamy

ala—pB) < pllpé >

1 — (1_ﬂ)7
<pa|p3 >
Ble—=B) <pilpg > _ .
< pglpg > = ~(1-a).

(44)
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Asymptotycznie ¢ # 0. Stad mamy rowniez:

c = — < pglpa >=< palpy > . (45)
Podobnie
I
— <pilpg > — < p1lpy >
d = | e = .
C C

Kombinujac 2 ostatnie formuty z (45) =

- < p1lpg > i 6_<p1|p$>
< palpf > < pglpd >’
ktore po podstawieniu do (44) =
ala—B)d=B-1 Bla—PBle=a—1. (46)

1sze réwnanie (46) daje:

d =

o’d+1=p8(1+da) . (47)

(1 4 da) # 0 bo inaczej skoro a # 0 mielibysmy d = —a~1 i z (47)
a?d 4+ 1 znikataby co z d = —a~1 dawatoby a = 1, sprzecznosc.
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Stad i z (47)

. a’d+1
b= 14+da (48)
Podstawiajac (48) do 2giego réwnania (46) =
2
(1+da)2(a—|—da —a‘d—1)e=a—-1.
Skoro a # 1 otrzymujemy:
(d? —de)a? +2da+1—e=0, (49)
rownanie kwadratowe. Udowodnimy, ze
A =4de(l1+d—¢€) >0 (50)
asymptotycznie. Przypomnijmy, iz
det(pg,p1) . det(pa, p1)
= | = . 5].
det(pa,pg) ’ det(pa, pg) (51)
Poniewaz det(v,w) = ||v]|[|w]|sin(o) (o zorientowany kat miedzy v i w)

dla scisSle wypuktej v obie wielkosci e < 0 i d < 0 (ujemne).

By pokazac (50) wystrczy udowodnic€ iz 14+d—e > 0 (de facto wszyst.
nierdwnosci sg oddzielone od zera).
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Z Tw. Taylor'a
38 =708 + A~ 1) + (/) ~ 1) + O(g)

i mamy dalej (korzystamy z faktu, iZz0<T < oo i€ C*/C3)
pro= A1 — ) + (/25 (i1 — )2+ O 3)
pa = A (tip2 — ) + (/51D (g2 — )2 + O 3) |

: . 1
pg = () (tirs — ) + (1/2)7(t:) (i3 — t)° + 0($) :
Stad i z (51) po skréceniu:

(tigo — ti41)(Eir3 — tit1)
T (tigs — t)(tigo — ti) - 2

Probkowanie mniej lub bardziej rownomierne = ﬁ <ti41— 1t < %
2 ot .
K; < (tigo — tig1)(tiys — z+1)_|_0( ) . (52)

0<
3K5 o (ti+3 — ti)(tH_Q t; )
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Formuty (50) i (52) = |A > 0.

Dla (49) pokazemy ze wsp6tczynnik z a2 tj. d? —ed = d(d — e) # O.

Skoro d — e = (det(pa — pg,p1)/c) i v sciSle wypukta, geometryczny
argument daje d #0 i (d —e) # 0, asymptotycznie. Tak wiec

1+,/9(1+d—e)
e—d
jest rozwigzaniem. Tak wiec z (48) mamy

14+ /%1 +d—
5, — Vel+d—e)
e —d

Dla krzywizny k(~v(t)) = det(4(t),~7(t)) < 0 (lub k(~(t)) > 0) para
(Oz_|_,ﬂ_|_) spetnia

a4+ —

l<a<p. (53)

By pokazac¢ (53) korzystamy z tego, ze probkowanie jest mniej lub
bardziej rownomierne i ze ~ jest Scisle wypukta:
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c = k(v(t;)) - (ti43 — tiq2)(ti41 — tz'-|—3)(ti+2 —t;43) + O(#) :
(i1 — )43 — tig1) O

‘ (tig2 — ti)(tig3 — ti42) + o0 )

—(tig1 — i) (g2 — tig1) +oct )

T (s t)(tia - z-|-2)
€ (tigo — tig1)(Biqo — 1)
d (i3 — tit1) (b3 — ti) ( ) (54)
Stad
il oy e —tig1)? 1
d(l +d—e) = (tirs = 1) +0(m) ,

(tido — tir1)(tig3 — tit1)
—d = 1— + O
¢ (tira—t) (birn — t0) G

Dalej po skrocemu
ap=14270H o) gy =14 BTl o)
tit1 — ¢ tit1 — ¢
Skoro probkowanie mniej lub bardziej rownomierne to 1 < ay < B4.
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Po wyliczeniu o i § mamy:

—a? — B2 _ _
alzpa a‘py _ Pp Bpl, a2=ozp1 pazﬁpl PB.

a—a? B—p2 a—a? B—2

Aby udowodniC asymptotyke z Tw. 4 trzeba zbadal rozwiniecie Tay-
lor'a v do rzedu 4. Dla

det(y(¢),7(¢))

I(t) =
B = G )
Lemat 13.
1(t;)(tigo—ti1)
(g —t)(1 + + ) 1
ay = P— + O(ﬁ) ;
1(t;)(ti3—tiq1)
(s —t)(1+ + ) 1

(55)
Z (55) (Lemat 13 takze = 1 < oy < B4) mamy:
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Lemat 14.

a1 = (g1~ 031 +0C)) +0(3) |

(i1 — )2 1 , 1 1
ap = () (L + 0C) +A(E)0(5) + O0(—3) -
m m m
(56)
Z Lematu 14, dla s € [0, 3;]:
T =0 1 =00 (57)
Dla wielomianu Lagrange’a ¢*: [t;,t;13] — [0,5] z
() = 0 P (tip1) = 1 ' (tig2) = a; ' (ti43) = B;
z Lematu 12 mamy
W = 0O(m) for k=1,2,3. (58)

Wiec ¢ jest dyfeomorfizmem. Niech
Y= Q' oy’ : [ty tixs] — R2.

~v; okresla wielomian stopnia nie wiekszego niz 6.
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(57), (58) i Tw. o rozniczkowaniu funkcji ztozonej =

dF5;
dtk
Z warunkow interpolacyjnych, funkcja f = 4; — v spetnia

f@) = ftir1) = ftig2) = f(ti43) -
Z Lematu Hadamard'a (jako ze f € C%) i z (59)

f@)={—t)({t —t;41)(E —t;40)(t —t;43)R(T) (60)
z h=0(1). Wiec

—0(1) dla k=1,2,3,4. (59)

f=00m T f=000- (61)

Estymacja krzywej v przez 4P Q jest wiec 4 rzedu.

Niech v(t) oznacza projekcje f na prosta prostopadta do ~(t). Wtedy
v(t) > v(t)
Y (O [[v (O]

Fo(t) = (5u(8)) + v(t) . (62)
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Poniewaz ||5(t)|| = 1 (jako, ze ~ regularna) i z 4. = f + 4, (62) mamy

v(t) = f() = (FOIH(O)F () - (63)
Stad z (61) jako, ze f = O(=5) mamy v = O(.5). To ostatnie z

Fo(t) = (1 4+ (FOONA(E) + v(®)
iz (y|[v) =01iz Tw. Taylor'a =

KOl = a4+ < FORE SIFOI + 0

Ostatnia formuta z f = O(#) i catkowanie przez czesci (jako, ze f(t;) = f(t;+3) = 0)
=

£i+3||%(t)ll — Iy@®)|dt = /t < fOR@®) > dt+0(%)
_ _/t < O > dt-l—O(%)

= 0(-3). (64)

Po zsumowaniu po wszystkich segmentach [t;,t;43] otrzymujemy iz dtugosc¢ d(v)
szacowana jest przez 4PQ z 4tym rzedem zbieznosci Dowdéd Tw. 4 jest
zakonczony.
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14. Parametryzacja Wyktadnicza

Uogdlnieniem SPDC jest parametryzacja wyktadnicza (SPWe):

to=20, tiy1 =t +|lgi+1 —all°,| 0<e<l, i=0,...,m—1.

Dlae=1 SPW1=SPDC, ¢=0,5 SPWO0.5 nazywa sie centripetal
i dla e=0 SPWO = |{;, = 3.

R ©
o\ ® ~

p
[ 0.4

0.2

A\
-0.5-0.25 0.250.50.75 1 1.25 1.5 -0.5-0.25 0.250.50.75 1 1.251.5
-0.2 -0.2

a) b)

\ \
-0.5-0.25 0.250.50.75 1 1.251.5 -0.5-0.25 0.250.50.75 1 1.251.5

c) d)

Rys. 17. IN z SPWe z |r = 2| ~,, prébkowanie (8) ze=0: a) e=1b) e=0.5¢) e =0.33 d) e = 0.
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Probkowanie (8) jest O-réownomierne.

1) Przypomnienie: dla prébkowan e-rownomiernych:

e=0|(zt=1) Tw. 3 =

d(7) — d(Ag,,(2)) = O(8MINt4A4}),

Dlae=0(a=0w Tw. 3):

d() — d(Ag,,(2)) = O(1).

(zbieznosSc¢-rozbieznosc)

ii) Dla dowolnych dopuszczalnych préb. VoO:

e=1| (czyli SPDC) Tw. 5 =

Dal0O<e<1

d(7) — d(Ag,,(2)) = O(63).

mozna oczekiwac:

d(7) — d(Ar,,(2)) = O(5*()).

O0<a(e) <3.| 77
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\
-0.5-0.25 0.250.50.75 1 1.251.5 -0.5-0.25 0.250.50.75 1 1.251.5

a) b)

\ \
-0.5-0.25 0.250.50.75 1 1.251.5 -0.5-0.25 0.250.50.75 1 1'251.5

c) d)
Rys. 18. IN z SPWe z |r = 3|, 75 pProbkowanie (8) ze=0: a) e=1b)e=05¢C) e=0.33d) e=0.

Vom(2)| Z 60 <m < 100 dla vsp (probkowanie (8) ie=0) w ~d(vy) =

a =303 (e=1) (Jak w Tw. 5), @ = 1.99 (e = 0.5) @ = 0.26 (e = 0.2) i
rozbieznos¢ (e = 0) (Jak w Tw. 3).

VLm(@3) | Z 75 <m < 165 dla vgp (probkowanie (8) ie =0) w = d(vy) =

a =396 (e = 1) (Jak w Tw. 5), a = 2.45 (e = 0.5) rozbieznos¢ (e = 0.2) i
rozbieznos¢ (e = 0).
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