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1. Ksztatt z Cieniowania: shape from Shading*
SfS: pow. SC R3 zobrazu E : Q ¢ R2 5 R?

Analiza obrazu (medycyna, zdj. satelit.), robotyka, przemyst.

Model SfS: réw. irradiancji (S = wykres Cl 54 : Q c R?2 = R):

Fri(z,y,u(z,y))) = E(z,y) . nlS (RI)

Fun. rozpraszania Fgr: opisuje odbijanie swiatta od S.

/ i ﬁ(va!l“l(x1y))

Y

"E(xy)

X

Rys. 1. Staty kierunek osSwietlenia p.
*SFS rzut M : 3D-obiekt — 2D-dane = SfS prob. odwrot. (N-1(E) = S)?



Fun. rozpraszania (S pokrywa jednorodny materiat):

e estymacja Fr (potsfera kalibracyjna)

e modelowanie Fr (prawa fizyki: optyka)

(RI) = S modulo translacja || osi Z (ident. ksztatty Sy i Sy zv = u+C).

Zh S

"E(xy)

Rys. 2. Normalne n, =1, = Fr(i,) = Fr(ny) = E(x,y).



Pow. Lamberta = |Fr(i(z,y,u(z,y)) x cos(a) = E(z,y):

Rys. 3. 1, i i, na stozku o osi p i kacie |cos(a) = ”%""T"ﬁ’%”.

Ciagte 1, (s) = (uz, uy, —1) (= Vu € C9) dla s € S.

(RI) dla pow. Lamberta S:

pruz(x,y)+pouy(x,y)—p3 _
= > = E(x,y) . (RIL)
\/p1+p2+p3\/ux(w,y)+uy(w,y)+1




Rys. 4. s, = (x;,y;,u;) € S = 1n; na stozku o osi p i cos(a;) = E(xi,y;).
Vs € S ustal. 3 oo wiele normal.* ng L S.
nsg L. S na Q= i) ciggte i “catkowalne” .

“Czesanie” pola ng w takt i) redukuje ilos€ rozw. (RIL).

*P || is = stozek = osi P - w tym s € S max. inten. =1 (E(z3,y3) = 1).



Pow. Lamberta (idealnie matowa): np. siarczek baru, weglan
magnezu, papier, piasek lub matowa farba.

(RIL): nielin. réw. r6z. czast. 1-ego rzedu (u € C1(Q)) na
Q= {(z,y) € R?: 0 < E(z,y)} .

(2 - obraz oswiet. czesci S (-5 < a < 5= 0 < cos(a)).

E(x,y) €[0,1]
E(x,y)=0
RIL nie zdefiniowany

Brzeg oSwietlenia

Brzeg zastaniania

Rys. 5. Q2 - obraz oswietlonej czesci S.



SfS: dla (RI(L)) 4 istotne zgadanienia:

e istnienie rozwigzan

e jednoznacznoscC

e rekonstrukjca S (algorytm)

e rzeczywiste/zaszumione/dyskretne dane



SfS| = |generyczna niejednozn.| (np. p = (0,0,—-1)):

Przyk. 1.: potsfera - jednozn.

e ucC?- TAK (v=4u+0C)

e uc Cl-NIE (30 S siodet ¢ C2(2)) O

n 1 *
Przyk. 2.: 1 = Ea(z,y) =
\/1-|—u%+u5 P V1+z244y2
ut(z,y) = =£0.5(z"+y?),
ua(z,y) = (zcos(a)+ ysin(a))(ycos(a) —zsin(a)), a € [0,2n] .
Ly
i/+g - Obraz E 5(x.y) 2 paraboloidy Siodlo (a=0) Siodto (a=v2)

Rys. 6. Na Q = [-3,3]? |Jdoo wiele S € C?|z obrazem E. [

*Ekstra lustrzana niejednozn.: +u (oprécz u = v + C).



JednoznacznosC (poprawiajq):
1. wiezy na S (u € C?; S wyp./wkl./Morse'a)
2. ekstra dane (war. brzegowe S 5q,jjq; 0sobliwosci E)

1,2 - dobrane do SfS - a nie do matemat. (RI).
Wiasciwe ekstra dane (dla 1,2)7

WielozrodHowe oswietlanie S - Fotometria Stereo.




2. Fotometria Stereo

Fotometria Stereo (FS(N))- oswietlanie S z N Kier.

Rys. 7. N =3; Q = ﬂf’zl Q2; - wspolnie oswietlona czesc S.

Oswietlanie: sekwencyjne (jednoczesne: np. swiatto spolaryzowane)
dla pomiaru E;, 1 < < N.

IloSC zrodet swiatta a jednozn. i rekonstrukcja S7?
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Fotometria 3-zrodtowa FS3*:

st = Eu(z,y) e = E2(ev) i = Bs(z,y) .|| (3RIL)

[5][[B]] ltlist] [I5][[7]

(83RIL): det(p,q,T) # 0 = 3 1 pole i(z,y) L S na Q =N3_; ;.

N2

Rys. 8. (3RIL) : geometria jednozn. n (= i S).
Obrazy pow. Lamberta S = n gradientowe.

N = (Ug, Uy, —1).



FS3 - algorytm rekonstrukcji S:

(i) Gradient (ug,uy) (algebra) (= 1 L S):

Tw. 1. (3RIL) i kierunki oSwietlenia ¢ ptaszczyznie =

Uy — fl(E1>E2aE37ﬁ7 (—ia F) ’ Uy — f2(E17E27E37ﬁ7 q’af . (1)

Rys. 9. (3RIL) = jednozn. gradient.

(U:vauya_l) .
(um,Uy,—l)H -

(BRIL) = 3 réw. lin. z 3 niewiad. v = (v1,vp,v3) = ”

(Bl?) =Er, (L0 =B, (5l9) =Bs.|= | (ug,uy) = "2

V3

12



(ii) Catkowanie Vu (analiza) (= u = S = wykres(u)):

w(z,y) = ulzo,y0) + / wada + uydy (2)

v

T
= u(zo,yo) + /O [uz (1 (), v2(#))y1(£) + uy(y1(t), v2(2))y2(¥)]dt
dla v:[0,T] = R? i vy € Vayu

Vey = {7y € C': v C Q jednospadjny, taczy (x,y) z ustal. (zo,yo) z Q2}.

Rys. 10. (2) dla Vy € V,, niezmienniczy (uy = uy, = u,).

13



Szum/dyskretyzacja: (vq,vs) nie catk. = —3u € CL(Q):

Q2 jednospojny = v = (v1,vp) catk.:

a) dla ve C° (= u e ) jesli:
ffyc ’U]_(x, y)da: + ’1)2(.’13, y)dy =0 ) (3)

V petli v. C 2, 7. € CL.

Rys. 11. Catka (3) zeruje sie V gtadkiej petli 4. C Q.

b) dla v € C1 (= u € C?) jesli:

G (z,y) = 52(z,y) -

14
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a)

Rys. 12. Ciagte* pole w Q: a) — catk. b) catk. ¢) — ciggte i — catk.

Przyk. 3.

a) Pole C%1 5 ¢l = (2y,1) |- catk.

= —Ju € C?(N) z Vu = (zy, 1).

0=l

ly

b) Pole C%1 5 ¥2 = (1,1) | catk.

= JueC?(Q)zVu=(1,1)tj. u(z,y) =z+y+C.

c) Pole €0 ¥ ¥3 = v2 4 N(0,0.15) |- catk.| (zaszumione v2).

*Pikselizacja - dysk. war. catk.
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3. Fotometria Stereo FS2

Jednozn.: czy jak dla N =1 czy N = 37

(ip) _ (Hd) _
mgn = E1@ ) g = Bale ) - (2RIL)

(2RIL): det($,§) # 0 = V(z,y) € Q = Q1N 32 (lub 1) Aix(z,y) LS.

=

n+T’L M=

$<( |
S=(X,Y,up(X,9)) =(X,y,ufx,y))

a) b)
Rys. 13. (2RIL) : geometria a) 2 1L € MNzg* b) 1 6 =1 € MNy4.

*Symetria niy i n_ wzgledem ptaszcz. Mj4.
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Pole i(z,y) L S w Q: ciagte (u € C1) gtadkie (u € C?).

2 obr. pow. Lamberta S = 3 conajmn. 1 pole n gradientowe.

1 I - _A
iyt
!
=+
oy
r n+

O o _ O
% (%) Qo _
(Xm/ (X,y) y ()_( ,y)

0
Q %) o Qb
Rys. 14. Bifiurkacje w pktach o (gdzien =14 =n1_).

Kazde sklejanie*: liczba pdl n L S wzrasta dwukrotnie.
*Generycznie: bifiurkacje na gtadkiej g C €2.



FS2 - algorytm rekonstrukcji S:

(i) Gradient (algebra):

Tw. 2. (2RIL) p,q & ptaszczyznie =

u::(i:: — fl(ElaE%i/\aﬁ) q’) ) ’U,z:}: — f2(E13E27iA7ﬁa q’) ) (4)

N = g(E17E27ﬁ7 q’)

Mo = {(z,y) € Q: Az,y) = 0[ymozliwe “zeslizgi” @iy na iz = i € COL.

_ o o ) »
(2RIL) = 3 réw. nielin. z 3 niewiad. 7 = (v1,vo,v3) = (g, —1) .
2 2
\/1+u:,;-|-uy
<ﬁ|17> = F1, <ﬁ|17> =F>x, ||7]|=1.=|(uguy) = —(VV;;’&) _

18



Tw. 2./ Dla p = (p1,p2,p3) I 4 = (q1,92,93) lin. niezal. i Ey, Eo

pochodne (ug,uy) spetniajgce (2RIL) sg zadane V(z,y) € 2 = Q21N Q5!

IBIl(q1(Bla@) — p1l|G12) E1 + |G| (p1(B|G) — a1]|BII*) E= + (p3g2 — p2g3)eVA
18| (p3|d12 — ¢3(B|@)) E1 + 1G]/ (g3l|BlI2 — p3(Bl@)) B2 + (p1g2 — p2q1)eVA

T ju—

S 1Bl (g2(Pld) — p2/|G]I?) E1 + ||| (p2(BlG) — g2|IBII?) E2 + (p1g3 — p3g1)eVA
Yy - — — —| = — — —| = ?
1Bl (p3l|q]I2 — ¢3(B|d)) E1 + ||4]|(g3]|PI|? — p3(B|d)) E> + (p1g2 — p2g1)eV A
gdzie

A(z,y) = [IBII*ld]I*[1 — Bf(z,y) — E3(z,y)] — (Bla)[(Bld) — 2I1Blll|d]| E1 (=, y) B2(z, y)]

e =¢e(x,y) = £1,
tak by funkcja

flz,y) = e(z,y) VA (z,y)
byta ciggta.

19



Szkic dowodu Tw. 2.|V(z,y) € Q:

Krok 1: ¢ bijekcja

u,u,—l ﬁ
¢ ¢ (ug,uy) — (v1,v0,v3) = (ug,uy,—1) _ 0

Jituita

Krok 2: (2RIL) z (ug,uy) = 2 row. lin. 4 1 nielin.

(2 =Ev, (o) =E2, [#l=1, (5)

z 3 niewiad. v = (1/1,1/2,1/3).

Geometria (5): przeciecie prostej Ly _ (Lg) z jedn. sferg S(2) C R3.
A

.

Li—

Rys. 15. Uktad (5) ma 1 lub 2 rozw.
20



Krok 3: lin. niezal. B, g i ortogonal. Szmidta = baze B = {¢, f, §}:

Rys. 16.

Krok 4: Wyznaczamy («, 8,0):

S o R plllldl|E2 — (P|q) E1
o=@ =5, p=@f=ENAR_BOR _  _ /2 g
VBRIl — (Bld)

gdzie
1 —a?— 32 = IBI1%114]1% (1 — EF — E3) — (B]4) ((Bl4) — 2||B||l|ql| E1 E2)
1B1?11d]12 — (Plq4)>
. = o — g — I %4 . R %4
Krok 5: v=ae+ 8f + 05 = ua;—y—sl I uy—y—32 = Tw. 2..

21



Ciggtos¢ n = (vq,vo,—1) # catkowalnosci (1 jest catk.).
(ii) Catkowanie (analiza):

Tw. 2 = v = (v1,v2) (jesli catk.) = “catkujemy” vV do ug.

N(XY)=0

A(X,y)>0 A(X.y)>0
Rys. 17. Generyczniedla S: |Q = Q}F U Qi Ulg.

® N3 Q}l_’Q Tw. 2 = |32 pola v = (uf,uét)

enalp Tw. 2 = |31 pole V0= (ul,u))

e Nna Q = |34 pola| vtHt, v——, vt~ vt




PRZYPADEK: A(z,y) >0 na Q4

Rys. 18. Dla Q4 Cc Q: 312 pola (uf,u}) spet. (2RIL).

7?7y

S Lamberta = min. 1 pole catk.: (2) = u € C?.

312: pola (uF,uy) i (uz,u;) catk. (z p=(0,0,-1)) &

(6) - silne ograniczenie!* =

Generyczna jednozn. rekonstr. S € C2 na Qf.

*Generycznie row. falowe nie spetnione na otwartym Q2 C €24.

23
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Jesli vt i v~ catk. = zwiazki vt z v~ 7

a) analit: [uT =¢4+v, u =¢—1.

= dla uT (v~) = sprzezone u~ (u™).

b) geometr.: sy = (z,y,ut) € S+ = | K, +(s4) =—-K,—(s-).["

= -3 2 pow. (wyp. S+ i wkl. S ) - (1RIL) nie.
= sy wyp. (wkl.) to s_ siodtowy' (i odwrot.).

paraboliczny _____ -
[ | |
S+ ;
o 5- ; -
SU+ j paraboliczny i
b)

Rys. 19. Krzyw. Gaussa a) (elipt.,hiperb.) b) (parab.,parab.)

2
U Uyy— U,

fLust. niejednoz. u; = —u_ tylko gdy Kg(s1) = Kg(s-) = 0.

*Krzyw. Gaussa w pkcie s = (z,y,u(z,y)) € S: Ky(z,y) =

24



Wykluczenie siodet ujednoznacznia rzadka niejednozn. dla €2

?Z
x=y

|

|

|

|

|

|

|
| 3 HENENNIN I s
e e P ANANENRN [ ~
Y ) Qi A>0 - AN Il s
R . NN e .
\ a &0 % L -
NY; % Ql ' e
ol lo.” As0 + . e
« . e -]
N . 2 ': ~<
¢ . oswietlenia Q+ o Q2 0
JL + NN\
p 7/.\7 0 1 3

Przyk. 4.: Kamera [-3,3]%:

(V3ugtuy+1) __ . . — (V3z+y+1)
\/3(1+u§_|_u5) - (Ep(xa y)a Eq(xa y)) - \/3(1—|—x2+y2) :

(i) Tw. 2. = |A=0« x=y.| Na Q}l_z{(a:,y):y>x,y2—x—1}
(Q3{(z,y) 1y <w,y > —x—1}) 3 !2 pola:

(vi,03) = (y,2) , (v1,v3) = (z,y) -

Oba catk. (spetniajg war. catk.
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(ii) Catk. V= w Q}l_’Q: = S+ (siodto) S, (paraboloida):

wt(o, ) =2y +C,  u(zy) =23 40 (7)

Rys. 21. 2 rozw. C? w Qf: siodto i paraboloida*.

Lub: dla ut rozktad |[ut =¢+ o

uwt(a,y) = ay = @407 4 —20)® _ [— — 4 _ 3| (sprzezone),

2 (32 2.2
u_(:c,y)=($_zy) _ —(y—=) =$gy .

4

Vsy € Su+ K+ (2,y) = ey NIPEr. 1 Vs € S,— K. (z,9) = g2 €liPt.
*vq, ut z (7) spetnia qi1go(uze — Uyy) + (q% — q%)uxy = 0 = niejednozn.
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Rys. 22. Powierzchnie: goérzysta i wulkaniczna.

Generycznie dla (S, p,q): np. sfera, elipsoida, pow. gorzysta (wulkan.)*

Jednozn. rekonst. w 2 = globalnie w 2.

/\(X ’y) =() (jednozn.)

generyczna jednoz.

:> generycznajednoz.
na Q

2
T

N(X,y)>0 A(X,y)>0
Rys. 23. (2RIL): generyczna jednozn. S (globalnie).
*Row. falowe (6) jest spetnione na “cienkim” zbiorze (24 D Ny - krzywa).

27



PRZYPADEK: A(z,y) =0 na Qp*

Rys. 24. 311 pole v na g.

S Lamb. = Vv catk. (2g otwarty) = jednozn. = (FS3).

OVSESﬁ(S)LS:>ﬁEHp*,q*

e Cylindryczna S(t,s) = a(t) + sw (= krzyw. Gaussa 0)

sty /1

Rys. 25. S pokryta prostymi || (wodzone wzdtuz a(t)).
*Generycznie g redukuje sie do krzywej g C €2.

28



z A

A(x,y)=0 ciioIniioz 0.7

brak oswietlenia

J . O A ___ | fiiiiiiiis
Rys. 26. p = (0,0, 1) | q—(l/\/_ 0,—1/V?2).

Przyk. 5.: Kamera [—1,1]?;

(owatl) — (By(z,y), Bg(z,y) = (V1—a?, 2 tT)

\/2(1+u2+u2)
(i) Tw. 2: IAN=0| Qo ={(z,y) : —(1/\/5) <z <1} (obszar) = 311
catk. pole:
x
(v(lj,vg):( ,0), = 'v(ljyzvgx:O.
1 — 2

(ii) Catk. V9w Qq: = S0 (cylinder* - w = (0,1,0), a&(t) = (¢,0,—v/1 —t)):

C?(0) 2 ul(z,y) = =1 —-2*+C, Sw(t,s) = ad(t) + sw. ]

0 —
uyy—O.

*Krzyw. Gaussa K,(z,y) = 0 jako, ze Ugy —
29



Przyk. 6.: Ptaszczyzna Lamberta:

m TﬁOT n
1 T
P,
4.7
/1
A(x,y)=0 A(X,y)>0
0 Q
a) b)

Rys. 27. Ptaszcz. (2RIL) = a) jednozn. Mgy b) niejednozn. IN..

Jednozn. zalezy od S i od kierunkéw osSwietlen (np. ptaszczyzna). [
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PRZYPADEK: A(z,y) >0 na Q

Bifiurkacje?

A(X,y)=0
o

AGY)>0/. A(x,y)>0

LG

Rys. 28. Generyczniedla S: |Q = Q}F U Qi Uo.

Globalna rekonstr. S: sklejanie u w Q1 z v w Q3 wzdtuz Ip.

IloSC sklejen Sy i regularnosc (tzn. ciagtosc/gtadkosc)?

31



i) generycznie 3! 1 u,v € 02(9 2y

e 1 mozliwe sklejenie Sy, na Q (Tw. 3.| 3 const = Sy, € C1)

e Sy € Cl (obrazy S Lamb.)

e Sy € C? dla S € C? (sfera, elipsoida, pow. goérzysta/wulkan.)

i) rzadki przyp. 3 2 u™= € C%(QL) i 2 v* € C%(Q7):

e Tw. 4.| (u,v) bifiurkuje w C? = 2ga para bifiurkuje w C2 (= 3
0 lub 2 lub 4 rozw. C2(2))

e conajm. 1 Sy, € C! (obrazy S Lamb.)

e Suy €C? (dla S € C?) = conajm. 2 rozw. C? (z Tw. 4.)

*Row. falowe (6) spetnione tylko na *“‘cienkim” zbiorze (krzywej) My C Qf.
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3 d 3 3 ] e ACAr Iy a=arasra=rs B e IR SE e ae

) ! 2 ) A(x,y)=0 A DEDER MO | A B

1 ! 1 1 fITIIIIINIIIIITE e I

0 1 0 0 A(X,y)>0 A(X,y)>0 Of+—= = = \7‘+< :::vj'::: 0:::::\7:_ :v‘_:::

-t | ! = WD IIIIIIIIIIIE S eSS Saal B

. | B 2 E DI IS et aaal B
ot § (o1 E] DSOS N EOOUORE IS

-3 . -3 -3 B PPN ICIEI S 3

3z T o 1z 3 32 -1 0 i1 2 3 3 = IR E—T

Rys. 29. p=(0,0,—1) i ¢ = (0,1/V2,-1/V?2).

Przyk. 7.: Kamera [—3,3]?:

(V2uy+1) __ o ) (1)
\/2(1-|—u§—|—u§) T (Ep(xa y)7 Eq(x7 y)) - \/m .

(i) Tw. 2. [A>0|% z# 0 = 32 pola v+ (catk.) w QL = {(z,y) :
x < 0} (Qﬁ_={(w,y):x>0}):

(vit,vé':) = (+23,0) = ’Uil: = vé’zm =0.

Y

- Lt 1,2. 1,2 . ol1,2 2.
(ii) Catk. v* w 277 = 2 pow. Su+ IS, = klasy C<:

CQ(Q}I_Q) S uF(z,y) = :|:$4—4 +C .
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Rys. 30. 2 powierzchnie w czesci obrazu 2 a) Qi b) QEL.

4 bifiurkacje w klasie C2| wzdtuz g = {(z,y) € R? : z = 0}.

Rys. 31. 4 powierzchnie klasy C? w catej Q.

Lustrzane roz. (S 4+ ,+,S,- ,~) (S;+ ,-,S,- ,+) krzyw. Gaussa = 0.
]
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x=y
Ql A0 NN Z
= S
0. A0 oY -
:2 oswietlenia Q_zi_ . QZ SS
Przyk. 8.: Przyk. 4 = siodto i paraboloida w 02(912):
+ — - _ z°+y?

2 (i 4) bifiurkacje w klasie C2 (C1)|na My = {(z,y) € R? : z = y}.

a) b) c) d)
Rys. 33. 2 pow. na catej Q: klasy a)-b) C? c)-d) C'.
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Klasa rozw. i topologia zb. (A=0i A >0) = jednozn.

Nie generyczne przyp.:

N=0

Rys. 34. a) max. 2 pow. S € C1? b) 2" mozliwych pow. S € C12 |

3 obrazy syntetyczne Eq i E9 (nie Lambertowskie):
e bifurkacje tylko C©
e 1 tylko rozw. nieograniczone

e rozw. z oo iloscig fatdow

36



Dyskretyzacja/Szumy: (bardziej ztozona niz N = 3).

e wyznacz. Q1% i Mg (np. dla pikseli)
S o 1,2y
e Oba vy i v_ (na 27 ) niecatk.
o rektyfik. (lin. opt.) ¥4 i v_ = v i ¥%" (catk.)
o jesli dy ~d_ (dy #d-) = 2 (1) rozw.

Q ( Vo

o

\/I - calk. pola V- calk. pol

a) b)
Rys. 35. a) dy ~d_: 2 rozw. b) dy d_: 1 rozw.
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e pojecie bifiurkacji C12 (na ) traci sens dla pikselizacji

e ckstra wiezy w eliminacji niejedzn. dysk. rozw. (lin./nielin. opt.):
— row. falowe
2 2 _
Q1QQ(uyy — Ugg) + (ql - CIQ)Uwy =0.
— krzywizny Gaussa
Ko((m,y,u (2,9) = —Ka((z,y,u” (z,))) -
— postac sprzezona

ut(z,9) = ¢(z,9) +¥(z,1) v (2,9) = ¢(z,9) —¥(z,y) .
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4. Podsumowanie
FS2 generycz. ujednozn. SfS w Q2 =21 N2 - przyp. ciqgty
FS3 jednozn. i FS1=SfS silna niejednoz. = FS2 "x" FS3
analiza generycznej niejednozn. w FS2 (relacje miedzy rozw.)

FS2 (dyskret.) - generycz. eliminacja 1 pola poprzez lin. lub/i
nielin. optymal. + wiezy (odlegtos¢ do pdl catk., row. falowe,
postac sprzezona, krzyw. Gaussa)

FS2 = dane brzegowe dla SFfS=FS1 (z N =1) na ,;\

Rys. 36. FS2 = (u,ny,) na M1 (I"'2) dla SfS na 1\ Q2 (Q22\ Q).
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5. Dodatkowy Material N=3

Tw. 1.| Dla E;, E>, E3 pochodne (ugz,uy) spetniajace (3RIL) s3
zadane V(z,y) € Q2 = Q21 N Q25 N N3:

(qor3 — q3r2) E1||B|| + (p3r2 — por3) Eo||q|| + (p2g3 — p3g2) E3||T|
(gor1 — qir2) E1||B|| 4+ (p1r2 — por1) E2||d|| + (p2g1 — p1g2) Es||F||

(gar1 — q1r3) E1||P|| + (p1ir3 — par1) E2||d|| + (p3q1 — p1g3) E3||T]|
(g2r1 — qar2) E1||Pl| + (p1ir2 — por1) E2||d]| + (p2q1 — p1g2) Es||F]|

gdzie p = (p1,p2,p3), d = (q1,92,93) i T = (r1,r2,73) lin. niezalezne.
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Szkic dowodu Tw. 1.|V(z,y) € Q:

Krok 1: (uz,uy) — (v1,v2,v3) bijekcja, gdzie

\/1+u§+u§ \/1—|—u§-|—u§ \/1+u§+u5.

V]-: Y Y

Krok 2: Nielin. (3RIL) z 2 niewiad. (X,Y) = (ug,uy) = 3 row. lin.

—

L=, (Y=, (L|)=5, 9)
151 I I

z 3 niewiad. 7 = (v1,vo,v3).

Krok 3: lin. niezal. p, i ¥ = (9) ma !'1 rozw. 7.

Kr0k4:ug;—_—'/1iuy—%:>Tw. 1. []

V3
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brak odwietlenia

3 .

3 .
2 ]

2 ]
! I 1 Q:leszQg
0 : o i
o1 I 1 i
2 2

brak oswietlenia

Rys. 37. = (0,0,—1), §=(1,0,—1), ¥ = (0,1, —1).
Przyk. 9.: Kamera [-3,3]%:

(\/§’U$+17uy+1) —_— - - - J— (‘/§7$+17y+1)
V2(a+uitad) (B ’Eq’Er)(x’y) V204 4y)

(i) Tw. 1 = jvy =2, wvy=y,|vy =1vy, = V catk.

2 2
(i) Catk. Vv = jedyne up(z,y) = ©F¥ + C (Sp - paraboloida).

S=wykres(u p

Rys. 38. Rekonstrukcja paraboloidy Sp w Q =[-1,3]2. O



6. Dodatkowy Material N=2

RoOownanie Falowe (szkic dowodu):

Krok 1: Tw. 2 =

u; — fl(E1>E2’_A,ﬁ7 (_]’) ) u; — f2(E1,E2, _A,ﬁ, (_]’) R (10)
| z (2RIL)
El:hl(“ja“jvﬁaﬁ)a E2:h2(u2_7u3—)—7f”7q) ) (11)

gdzie hi, ho lewe strony (2RIL).

Krok 2: A(Eq1,Ep,5,§) i (11) = A(ud,uy,5,d) i (10), (11) =
u;:fl(ujaujvﬁaq’)a u;: _Q(U;}_aujaﬁaq') . (12)
Krok 3: Warunek catk.* (uz)y = (u; )z =
0192 (uyy — ugy) + (¢ — a3)ug, = 0. [ (13)

*Analogiczny argument dla vt = ut spetnia (13).

43



Postac sprzezona (szkic dowodu):

Krok 1: vt i u— spetniaja:

Q1CI2(Uyy — Ugg) + (Q% — qg)uxy =0. (14)

Reprezentacja rozw. (14)7

Krok 2: Zmiana wspdt. p @ (z,y) — (£,0), gdzie &(x,y) = g1z + g0y
oraz 8(x,y) = q1y — gox zamienia (14) na

Ugg =0, u(g,0) = (uop~1)(¢,0) . (15)

Krok 3: Catk. (15) i u(z,y) = u(£,0) = Vo, v € C?
u(§,0) = (&) +¢(0) ,

= rozw. (14):

uw(z,y) = ¢(q12 + q2y) + ¥v(q1y — q2) . (16)
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Krok 4: Z (16) =

ut(z,y) = ¢+ (q1z + q2y) + ¥+ (q1y — qoz) | u (z,y) = ¢ (12 + q2y) + Y- (q1y — q2z) .

Krok 5: Jesli u zafiksowane i spetnia (16) =

() = u(——t, =ty —c, P(t) = u(——Lst, ——t) + ¢ — u(0,0) .

Z+aq3 ¢+ 43 3 +q5 i+ a5

Krok 6: (ui,uyf) dla ut = ¢ + ¢ podstawiamy do

’U, _fl(ux7 yvp q)7 u_:fQ(ujvu;7ﬁ7Q)'
= u; = q¢ + @ iu;, =qpd -qy’. =

u” (x,y) = ¢4 (q17 + q2y) — ¥4 (q1y — qo) .
|

postacC sprzezona*

(¢—|—7¢+) — (¢—7 _w—) . L

(17)

U Uy — U2,

*Krzy. Gaussa K,(z,y) =

(1_|_u2—_|_u2)2 W (z,y,u(z,y)) € Sy = | Ku+(z,y) = —Ku-(2,y) |
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Def. 1. Pow. prostokresina S ¢ R3 = 3 parametryzacja

S(t,s) = a(t) + suw(t) , (t,s) € (a,b) X (c,d) .
S pokryta prostymi: V tg prosta kierunkowa:
Liy(s) = a(to) + sw(to) C S, s € (c,d) .

t—a(t) CS (dlas=0, te(a,b)): kKrzywa prowadzaca.

Def. 2. Pow. prostokresSina S jest rozwijalna:
(@(t) x &' (£)|@(t)) = 0.

C (@(t) # O).

Pow. rozwijalna: cylind. (stozk.) = 4(t)

S(t.s)

A
a(ty)tsw

Rys. 39. Pow. a) prostokreSina b) cylind. c¢) stozk.
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Tw. 3.|Niech Q = QL UQ3 U, gdzie obszary Q1 NQ3 =0 (A > 0)

i Fo (A = 0) gtadka krzywa. Niech u € C%(2}) i v € C?(27) spetniaja
(2RIL). Jesli E1 i E» ciagte na Q2 i jesli

lim u(z'. v = u(x lim o(z". v = o(x
(2'y) €L, —(2,y) €M ( 7y) ( 7y)7 (", y") €2 - (2,y) €T ( 7y) ( ,y)

| obie granice

lim (', y), ‘"), lim "y, "o
(xlayl)EQ}’_—)(-’E,y)ero(u ('/'E y) uy(w y)) (w”,y”)EQi%(a:,y)El"o(U ('/'E Yy ) 'Uy(CC Yy ))
istnieja = 4 Const., taka ze funkcja
u(z,y) if (z,y) € QL,
z(z,y) u(z,y) if (z,y) € o,
v(z,y) + Const. if (z,y) € Q3

z € C1(Q) (sklejanie klasy C1).

Rys. 40. Bifiurkacje (u,v) w klasie C1 wzdtuz krzywej Ig.
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Tw. 4.]Niech Q = QL UQ3 Ul, gdzie obszary Q}FHQ =0 (A > 0)

i To (A = 0) gtadka krzywa. Niech u,@ € C3(21) i v, € C?(Q23)
spetniaja (2RIL). Jesli E1 i E> ciagte na 2 i jesli

lim (u(z',y),u(2’,y)) = (alz,y),ulz,y)),
(w’,y')EQ}}_—)(.’I;,y)Ero
lim (v(",y"),0(z",y")) = (v(z,y),0(z,y))
(z",y") €2 —(z,y)€lo
| granice
lim Vu(z',y'),Via(z',y')) , lim Vu(z",y"), Vo(z",y"
(:v’,y’)EQi_—)(iv,y)Ero( (@) () (x",y")eﬂiﬁ(w,y)ero( (@97 (+97)
istniejg, i jesli
u(z,y) if (z,y) € 1,
z(z,y) = u(z,y) if (z,y) € Mo,
’U(CB,y) +c1. if (way) € Qﬁ_
z € C2(2) (dla pewnej ¢1) = Jep taka, ze funkcja
—~ . 1
A u(z, y) if (z,y) € €23,
Z(CB y) u(w,y) if (.CC,y) S I_07
o(z,y) +co. if (z,y) € Qﬁ_

Z€CQ).*
*Sklejanie pary (u,v) w klasie C? = sklejanie pozostatej pary (4,v) w klasie C?.
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7. Optymalizacja liniowa

%)

L]

Q (0]
O)X/

(X0
| © ©
Y
Y=Y,V

Rys. 41. Catk. wzdtuz krzywej kawatkami lin.

e dane ciggte - 4 = const (kawatkami)

1
u(z,y) = C+ /0 [uz (71 (£), v2(£)) 31 (£) + uy (71 (2), v2(2) )71 (£)]dt .

e dane dyskretne na pikselach (jesli Vv = (ug,uy) - catk.)
49



Dyskretna catk. wzdtuz atomowej petli v2*:

ACB’U;E[Z,]] + Ayvy[z + 1?]] T vaw['&,] + 1] T Ayvy[ivj] =0 )
J ] i+1 41
u- u- J |
Coq . P41 i - _ Y17
’Ug;[’l,,]] - ALE ’ Uﬂ?[%] + 1] - Azx ’
J+1 J jH+1_ 5
U= — u- u” —u”
T 7} ) . q _ Y41 i+1
vyli, 7] = vyli + 1,75] = :
y[ 7]] Ay ) Yy 7]] Ay
(i,j+1) — % (.i+D) (i+1,j+2)
| H
A
=\ (i)
+y (i+1))
\
n »H
() (i+1,)
+ v (i.0)

Rys. 42. (18) - dyskretyzacja cigg. war. catk. (3).
*Oszacowanie Vu met. r6z. “do przodu”.
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Rys. 43. 6 atom. petli v¢ na Qp (9 pikseli).

Przyk. 10.: War. catk. (18) na 6 atom. petlach ~Z:

(D) vi+wr—v4g—w1 =0, (2) vo4+w3zs —vs —we2 =0,
(3) v3+wg —vg—w3 =0, (4) va +wg —v7 —ws =0, (19)
(5) vs + wyr —vg —we =0, (6) v6 +wg —vg —w7 =0.

(19) - ukt. 6 row. lin. jednorod. z 17 niewiad.:*
v; (1<i<9) ~ug (“do przodu”).
w; (1 <1<8) ~uy (““do przodu”). ]

*Piksele “prawe/gdrne” brzegu 02p - nie zawsze przyporzadkowane majg niewiad.
(met. réz. “do przodu™).
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D
Yc
? oe——6——6——6->9 _
7 7/ 7/ 7
! ! Y y ! 1! 417 y/
1 my \ \ bl 7 7t
AN // . //[ . //; ! S J
0 - = T er -1 Ror
7
A T B S B B B B | IS
7 7 /AN 7 U 1
~ ~ | ~ ~ ~ S .
=9 -] e o——0 |-
/ 7 d d
! pl /g A ! 4! 1! 4
1N /}\\_ / /AN AN
(0] B B -
- - f0) ,
. Al At Al 4o 41
7 AN ] 7] 7} 7}
Ve _/ = \__/ I
0——o 9 )
A /A 4
1
AN /J I A AN
/ A/ "/ AI ‘/ 4 !/
T i //; N /AN A //; T |
Q

Rys. 44. VA2 V spetnia (18) = V~2 dyskret. catka na v = 0.

Tw. 1 dla (3RIL) (dla pikseli) = 1 dyskr. pole v (tj. w DFS3).

Tw. 2 dla (2RIL) (dla pikseli) = V piksela* 2 lub 1 V.

Szum/Dyskret.: v nie spetnia (18) (dysk. catk.).

Rektyfikacja v: najblizsze catk. pole v,p.

*IIos€ pol w DFS2 zalezy od mozliwych “dyskret. bifiurkacji” .
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Rys. 45. Vv, - rzut ortogon. v na V; (przestrz. lin.*).

Dyskretna catkowalnoscC pola X € V7

Vi={X eR":

L(X)=0

, L:R™—-R" liniowy jednorod.} .

o m ~ 2XIil0SC pikseli - duze!

e n duze! - ilosC row. = ilosci atom. petli v¢ (m > n)

Szum/Dyskretyz.: Tw. 1 (Tw. 2) dla (3RIL) ((2RIL)) = v ¢ V7:

L(¥) #0 .

*Vr zalezy od met. r6z. (np. “do przodu”, “do tytu”, “centralnej”) uzytej do =~ Vu.
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Dyskret./Szumy ciagtego modelu (3(2)RIL) = lin. optymal.:

To(Fopt) = Mingey, ¥ 11 (i, 51 — vali, 41)% + (@2[i, 5] — vali, 11)2) -

Jo: kwadrat. (wypukta): 3 1 v, € V7 (pseudo-inwersja):

Vopt =¥ — LY (LL") N (L(¥)) .

Num. odwracanie macierzy (LLY)~1:R?” » R” (n duze!).

Met. iter. (Gauss-Seidel, Leap-Frog) lub odwracanie M rzadkich.*

*Alternatywa: Z(u) = Min,cox(q) [o((v1 —uz)?+ (v2 —uy)?)dzdy i réw. Eulera = row.
Poissona Au = f.
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0 0 0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

a)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

b)
Rys. 46. Obr. dyskr. M = 16: a) bez szumu b) z szumem N (0,0.1).

Przyk. 11.: Dane z Przyk. 9.: na Q = [0,1]2 z $ = (0,0,-1), § =

(1,0,-1), r=(0,1,—-1) i u(z,y) = 0.5(z2 + y?) rozw.:

V2wtluwtl) _ (p B [ _ (VZatlgtD)
\/2(1+u§+u§) ( P’ Q> r)(may) \/2(1-|-:D2—|—y2) .
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Rys. 48. S (szum N (0,0.35)) z: a) lin. rektyf. b) bez lin. rektyf. H

*Met. numer.: Leap-Frog (k = 16, 20 iter.).
IV nie catk.= (2) zalezy od drogi catk. . Piksel (1,1) = (xo,y0) i sciezKi 78,% do
pisela (7,7) ‘“horyzontalno-pionowe' .
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Liniowa rektyf. catk. v - pewne wady.
Tw. 1 “Nieliniowy filtr’ dla E; (1 <:<3)
Uy +N(07>\) # V1 — fl(El +N(070)7E2 +N(070)7E3 +N(070)757Q7F) )
Uy +N(07>‘) 7’J: V2 — f2(E1 +N(O7U)7E2 +N(O70)7E3 +N(0,0’),]3,(_i,?) 3
nie zachowuje szumu Gaussa.

Jg (zas. naj. wiarygod.): szum Gaussa na poziomie v.
Przyk. 12.:

:’}2@

W
“{\

() (d)

Rys. 49. Rekonst. a) Lin. b) Ciggta. ¢) Nielin. d) War. poczatk.

(a)

Dla N =3 pow. tang.” ¢ = 0.25 (Leap-Frog; k = 4 20 iter.).

*wgann(7,y) = 3(1—tanh(32(4 -6+ 322 -6y +3y?))), p = (0,0,—1), § = (1-v3,0,-1-v3)/(2v?2),

i = (%sin TR ?sin 54> — COS 57); war. poCz. iip = itanh + N(O, 1/8)).
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Rys. 50. Obrazy uimn Z P, G,
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8. Optymalizacja nieliniowa

RoOznice central.~ (ugz,uy) V wew. piksela(s,j) 2 <ié,3< M -1, M
liczba pikseli) w 2 = [0, 1]2;

& o = B (DRIL)
. u] u3+1 ]1
ionypud) oy (Mgl i) )

||n(3327y37 z)H \/1_|_(M(U+1 —1))2_|_(M(u —uJ ))2 .

1 | u:+1l
e e T e PR Lo \
| | v
| | .
Ty T T 1 I . i
| | 4 1
A (R B J S I uJi_ N ul+1
1 Ui 1
| ' | .
L e e rooC - 1
1 1 )
IR [ U SR (S N GE— Lo ui
| |
| |

Rys. 51. Dyskretyzacja (RIL) = (DRIL) dla wew. pikseli 2.
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Wartosci @ € V = RM°—4 w M x M tablicy:

M M
( M-1 qu/_le u%_% Ml\
ul u2 " o o o o uM_l uM
u = : : :
2 2 2 2
ul u% e o ® o o o u‘:zl-w_l ’LLM
\ S S

Ilos¢ (DRIL) = ilosci wew. pikseli tj. (M — 2)2.

Réwnowaznie: fP:V = RM?—4 _, R(M-2)

fP(u) =F, = V(i,j) € [2,M —1] | ff (@) = B

Ly = @)@,

3 oswietlenia pl, p?, p3 (dyskretyzacja* Vu):

P (@) = By f7°(@) = B> (@) = E3 . (20)

*Faktycznie znaki " =" w (20) i w (DRIL) powinno zastepowac " =".
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E; (E; + szum Gaussa) = (20) generycz. nie spet.:

(@) # By P°() # By P (i) # Es .

Zasada najw. wiarygod. = @°P! =~ 4

T (@°PY) = mingey Z3_ || fP°(@) — Es||? . (21)

J - nielin. opt. (= @°P! wprost).
Met. numer.* dla (21):

e Newton:" |[V7 =0| (A= D?7)"! (a;; = (600 x 800)?)
e Spadek G.:t i@, 1 = iln — MVI(@n) = A =7 (D?JV)

*War. pocz. g a) opt. lin. b) rézne ¢) SFS J(u%) =7 = ile iter.?
fDla VJ =0 Newton = |@,11 = @ — (D27 (@) "1 (VT (@n)).
W= VT (in) kiedy J(in + t0) ~ J(dn) + VI (@n)tv + 2(t0)' D2J (i) (¢7) min.?
tmin = — (VI (@)T0) /(0T D? T (@n) 7).
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us us o
U% | u% | U% Uﬁ
ug "5 "u3 uz
u3 u3

Rys. 52. Dla 3 obrazéw z 16 pikseli: fun. kosztu 7 : R1?2 —» R.

Przyk. 13.: Dla 1 < s<3i 16 pikseli @ € R1? (21):

T(@) = Y2 (53, ) — B22)? + (93, ) — B2®)2 + (93, (20) — B2%)? + (93, 1) — B2?)2)

u’ ) uﬂ+1 ! o
i (M( o i1) Mt —u ) 1) N (ug, uy, —1) _ i
\/1+(M<“+1 W)y 4 (et u )y \/1_|_u +u2 il

Zz Vu ~ met. roz. centralna. []
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Niejdnozn. w opt. J*:

e standardowa (przyp. ciagty):
ffli+e)= ) = |J+e)=J), (22)

¢ e RM*-4 _ stata tablica.

e Nniestandardowa: dla 1 <k <4, up € RM?—4 cr € R:

fPa+ ) i) = fP(a) .

1<k<4

U

J (U + X1<k<acpiy) = J (1) . (23)

Niejednoznacznosci = V : 4 wym. przest. lin. (6= Y7_, d).

*NiejdnoznacznosSC w opt. J wynika z zast. central. met. r6z. do =~ Vu.
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— o~ N
00 000 00O 000
000 ~-O000 000 0000
O—=0O m0101 — O m1010
000 ~-O000 000 0000
000 ~-O000 000 0000
—HO -OHO O O
— _ — _
| |
1S 13
— o~ —
000 —-O000 000 0000
OO0 0000 OO0 0000
000 —-O000 000 0000
—HOH - HOHO OHO - O-HO™
000 ~-O000 000 0000
—HOH - HOHO OHO —-O-HOH
00O 000 00O 000
— S _

1

#0
(7

Vu) zastosow. do

vl(@+ ) i),

Yy
~Y

-— -

“Roz. centralne” (dla

1<k<4

(@) =

~7
vi

T (U + X 1<p<acpiy) = J(4) .
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ujl u

N NN

us3

w2l

Rys. 53. Eliminacja niejednozn.: u

=N

- 3,1 __ ., 2 __
—ul—uz—uz—o.

Jo : Uy — [0, 00) obciecie J do Uy = RM?-8 taplic

TW.

5.

uzysk. z war. poczatk.

u%=u%=u%=u%=0. (24)

3 obr. z szumem E* dost. = obr. fP (ig?) (z 1 <s<3)
P c Uy = 311 global. min. g € Uy dla Jp.

RA

Rys. 54. Jo nie jest glob. wypukta. Wypukta dla i@g? ~ wo.
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RELAKSACJA*:

Krok 1: nonlin. opt. Jp = @F" € Up.

Krok 2: lin. opt. = ﬁgﬁ c U z relaksacji:

Tr() = S (ulyy —ud)?2 + X! T —ul)?. (25)

Dyskret. ciagt. “do przodu” dla |@ € {@P! + S¢_; cpiix}-

Jr Kwadrat. z 4 zmien. ¢ = optymal. (25) standard.

Met. numer.[l: 7, (opt. lin.) lub Jp (opt. nielin.)?

J
2D Leap-Frog.

*Uwolnienie wiezu uf = u3 = u3 = u3 = 0.
fOpt. na macierzach o olbrzymich wymiarach!
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9. 2D Leap-Frog - Met. Numeryczna

2D Leap-Frog (2D-LF) numer. (i) lin. ((ii) nielin.) opt.*:

(1) Vo1 = LF(Vn) ,| lub | (4) @pq1 = LF(tn) -

| S S |
S

@) (b) ©
< |
5 =7
(d) (e) ®
o
\ /
S S
@ (h) 0)

Rys. 55. 1 iter. 2D-LF: optymal. na 9 typach matych podobszardw.

*Fun. kosztu (np. Jg i Jo dla obr. z szumami) zalezy od wielkiej ilosci zm.
fPrzypadek (e) generyczny.
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e war. poczatk.* g

e minima z naktadekf ij aktual.} lok. zm. @, (¥):

Jo(@h) = gl @f=) +

To(VF) = THF5) +

jé) (‘—;;LI-Opt.)

< Jg (@) +

< T +

] PikS(\eIe: funkcja kosztu stata

] Piksele: funkcja kosztu — zm. wolne i stale

T5(@*)

Th(FH)

= Jo(u,) ,

= Jo(V,

Rys. 56. Generyczna optymal. na wew. nakfadce ij (k=4).

*Istotne dla nielin. opt. Lin. opt. na ij — Sstos. met. pseudo-inwersji.

TNielin. lok. opt. na ij: war. pocz. - aktualne war. odpowiadajacych zm. “odmrozonym’ .

IMin. z nakt. zamieniaja odpowiadajace wartosci w 4, (V).
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e 1 iter. 2D-LF aktualizuje V zm. @n (i ¥»n)

e rozmiar foij i kolejnosE opt. - moze sie zmieniac*
e 2D-LF = paralelizacja

e lin. opt. (rektyf. - catk. pola) 2D-LF = ¥, — Vot |

e nielin. opt. (rekonstr. @ w PS3 z szumami) 2D-LF = @, — up*

*1 iter. 2D-LF = kazda zm. w @ (V) musi byC “odmroz.” zm. chociaz w 1 Qf’j.
Vopt. - Jed. glob. min. Jgo (opt. lin.).
tio - jed. glob. min. Jo (opt. nielin.).
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10. Wstegi Charakterystyczne - SfS

Nielin. row. czastk. lego rzedu (np. (RIL)) Tw. Cauchy-ego.:

F(z,y,u(z,y), uz(z,y), uy(z,y)) = 0.| uly =uls), grad(u)l, = (p(s),q(s)) . (26)

S(t.s)

R3>T(0,s) = (y(0,5),u(0,5))

Krzywa poczatkowa Wstega charakterystyczna

(x(t:s9),y(ts9),u(t,s9).p(ts1).q(tS )R

Pole normalnena I

n(0,5)=(p(0.5).0(0.5),-1)

Charakterystyka
bazowa Bazowa krzywa poczatkowa

(X(t,59).y(t.59))< Q ¥(0.8) =(v1(0:5) y2(0,5)) < Q

Rys. 57. S pokrywaja ‘‘wstegi charakterystyczne” *.

*S pokrywajg rzuty wsteg na (xz(t,s),y(t,s),u(t,s)).
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(26) = ukt. réz. zwycz.:

ri(t,s) = Fp(x,y,u,p,q) ,

yt(tas) — FQ(wayauapaQ) 3

ut(tas) — pr(wayauapa q) +qu(waya u,p, q) ’ (27)
pe(t,s) = —Fu(z,y,u,p,q) —pFu(z,y,u,p,q9) ,

qt(t,s) = —Fy(z,y,u,p,q) — qFu(z,y,u,p,q)

z (na krzyw. pocz. ') war. Dirichleta:

z(0,s) = z(s),
y(0,5) = wy(s), (28)
u(0,s) = wu(s)
I z war. Neumanna
p(0,s) = z(s),
q(0,s) = y(s). (29)

Tw. Cauchy-ego: (27), (28), (29) = 3! 1 rozw.* (z,y,u,p,q)(t,s)
= dla prob. Cauchy-ego’ (26) 3! 1 rozw. u(z,y) € C2.

*Jesli (Fp(0,s), Fy(0,s)) #= (z(s),y(s)) (baz. krzywa pocz. « nie styczna do char.
baz.), u(s) = p(s)i(s) +q(s)y(s) i F € C>.
fWar. pocz. (26) zred. do 1 pktu (zg,yo, u0, po,q0) = char. lok. Tw. Cauchy-ego.

71



Przyk. 14.: Lin. Fy (zdjecia Ksiezyca; kier. osw. (a1,ap,—1)) (RI):

a1uz(z,y) + azuy(z,y) + 1
(a1, a2, —1)|
Z g(:cay) — ||(CL]_,CI,2, —1)||E(33,y) —1 (RILIH)

= E(xz,y) . (RILin)

a’l’“fm(ma y) —I_ aQUy(xay) — S(x,y) .
= F(z,y,u,p,q) = aip+arq—E(xz,y) i Met. Char. =

(a) z:(t,s)
(b) ye(t, s)
(c) wi(t,s)
(d) pe(t,s)
(e) a(t,s)

aj ,

as ,

a1p + axq = g(m(ta 8)7 y(t7 8)) )
Sx(a:(t,s),y(t,s),u(t,s),p(t,s),q(t, S)) ’
gy(w(ta8)7y(t7S)au(tas)ap(t73)7Q(tas)) :

Charakter. bazowe

(x(t.),y(t.9)) (x(t3),y(t9))
bl e

T TN Q Bazowe charakter. graniczne
(aa) YO, 9=(v{9).V49)
Rys. 58. Char. baz.* (x(t,s),y(t,s)) || (a1,a2).

*~(0,s) i baz. char. graniczne okreSlajg podobszar Q2; C 2 rekonstr. S.
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(30)(a-c) i war. Dirichleta ' (0,s) = (v1(s),v2(s),u(s)) wystarczaja*.

(a) i (b) 4+ baz. krzywa poczatk. v(0,s) = (v1(s),71(s)):

z(t,s) = a1t + 71(s) , y(t,s) = azat + 72(s) .
(31) + (30)(c) + u(s)|y = analityczne rozw.

u(t,s) = fgg(alt’ + v1(s), axt + vy2(s))dt’ 4+ u(s) .

(x(t,9),y(t.9),u(t.9))

ros (x(t,9).y(t,9),u(t,9))

Charakter. bazowe

(x(t,9),y(t,9)) x(t,3),y(t,9)
[T e

(aa) ¥(0, 9=(v{S),v49)

Rys. 59. Rekonstr. S wzdtuz || char. baz.

(31)

*W przyp. lin. (baz. char. ||). W przyp. nielin. 5 row. char. niezbednych 4 petne

war. pocz. Dirichleta i Neumanna.
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Dla row. eikonatu (p = (0,0,-1)) =

1
U§(.’I;,y) +’U,§($,y) — g(way) s g(way) — EQ(IIZ,y) —1
row. char.* dla F(z,y,u,p,q) = p? + ¢%2 — E(z, y):

CEt(t,S) — 2p(t78) )

yt(t78) — QQ(t,S) )

ur(t,s) = 2p%(t,s) +2¢°(t,s) = 2E(a(t, 9),y(t, 5)) (32)
pt(t,S) — Sx(:c(t,s),y(t,3),u(t,s),p(t,s),q(t,s)),

qt(t,S) — gy(w(ta3)7y(t7S)au(tvs)ap(t73)7Q(t73)) .

Analit. rozw. ? ((32) nielin.) = numeryczne

.’L‘(ti_|_1, Sk)
y(tit+1, sk)
u(tit1, k)
p(tit1, sk)
q(tit1, k)

x(t;, sk) + 2Atp(L;, si) ,

y(ti, sk) + 2Atq(ts, si) ,

u(ti, sy) + 2AOtE(x(ti, sx),y(ti, sx)) (33)
p(ti, si) + AtE(x(ts, si),y(ts, sk), ults, sx), p(ti, sx), q(ts, sk)) ,

q(ti, si) + AtE(x(Ls, s), y(ti, sx), ults, sk), p(ti, sk), q(ti, sx)) -

Problemy z met. char. w SfS:

e war. poczatk. Dirichleta i Neumanna generycznie nieznane

*Dla row. eikonatu char. baz. styczne do Vu.

74



e stabilnos€ ukt. (33) (propag. btedu wzdtuz char. baz.)

e row. siatka (t;,sg) % row. siatki (z;, yg)

At {

(ti ’Sl) (tl ’84)

AN
Charakterystyki bazowe (dyskretne) \ e Charakterystyki bazowe brzegowe
w parametryzacji (t,9) Charakterystyki bazowe (dyskretne)
w uk. kartezjariskim (X,y)
a) b)

60. Rekonst. u na a) siatce (z;,yr) nierow. b) Q; C Q.

e Obszar wyz. baz. char. 27 (dyskr. lub ciggte) = pokrywa 2.
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11. Pkty Osobliwe w Rekonstrukcji

Przyk. 15.: 1 = E(z,y) = 1 p=(0,0,—1
\/1—|—u%—|—u§ ( y) \/1-|—w2-|-y2 ( )
ug(z,y) +0.5(z° + y°) ,

ua(z,y) (z cos(a) + ysin(a))(ycos(a) — zsin(a)) , a € [0,2n] .

Max. E(0,0) =1 ((zg,yp) Pkt osob. = E(xg,yg) = 1).

Punkty krytyczne u., u-, ug

- .
Punkt ° 9 .
osobliwy (0,0) s / 4
-2 - 0.5
-3 i 0 -2

Obraz E (x.Y) 2 paraboloidy Siodlo (a=0) Siodlo (a=1v2)

Rys. 9. W Q 3 !1 pkt osob. (0,0) (tez pkt kryt. u+,u,).

Pkt OSOb. E (max.) - min. g = E_2—1: S(mo,yo) =0<& Vu(a:o,yo) — (0,0).

Pkt osob. F i £ & pkt kryt. u.
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VUo)

vu-)

vu-+)

77

i wyptyw.) z Q.

-3

rozw. C€) siod.

. taczy (nie taczy) dow. pkt

b)

-2

baz. a-b) wkl./wyp.

-3

/D. M Y
f/(/ AT NI N Sy
////l AAAAA Vs \

N Y
/////44A&\\
Yy " rer /

(//4_\\\\*\\
B - AR NN
»+*>>>>,®<<<4,

, by
‘*$‘;\A\V)A4‘f«f
‘\\\\&\\Vr) \
\\\\\\\ )Al,/t{ '

, (NN "
VA SV AP //‘/q/

pdcs AR
\\ A A S /I//)/ '
a NN
™ N - o - N [s2]
NNNNNN VNS
NNNNNN Y v F A
NNNNNANN N NS A S S
NNNNN NNV F OSSN
NNV N U U D N A AR A Y Y
U N R TR T A S
/V/V*VV')D<I$\\&§L\A\A\
“*VVVVO,AAA44**
\V\Viﬁ‘\\»/%llﬂ*l/l/
B A 2V NSNS S S
\1\\\\\\\;»7////(/1/4/1/
\\\\\\\\‘»,/ﬁ//hww/l/
PSSR EEEEEEY BN
AR RN RR NN
222 R RERRRNNN
™ N — o L N [s2]
N N
NANNNN N g e
SN N N kA A A
AN N NI N L T T R B A A A A g
AN N S T T I U T B A AR P A A
A/A/fdltrﬂxxxi\i\¥
A/**‘Al(D.O\\ii**\‘
A\**AAAA\®VVVV‘V*\V
D I YN Gy
L\\\\\\\\<A)IV/V/V/V
v \\‘~<‘,;////_
Vv ave V2R 2 2 R R L W N N NI N
PV v Ay A T T SN NN NG i
v v Ay Sy S B B B T U NN
o S A NN
™ N - o (32)

1
-2

baz. styczne* do Vu.

-C):

Rys. 62. Char.
= (xtvyt) — 2(pa q) — QVU’

-3

oznice w a

p € £2 baz. char.

-

e a-b) (c)) Vu albo wptyw. albo wyptyw. (wptyw.

e a-b) (c)) pkt osob. & (kryt. u) p,

Eikonat: char.
*Met. char.
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Chojnacki Tw. 6.|p, q € Q taczy char. baz. u € C? spet. eikonat =

lu(q) — u(p)| = miny [, VEdL, (34)

Z min.* po wszystkich v € C! taczacych p z q.

Rys. 63. Min. (34) osiggane na char. baz.= vyun.

Uwaga: char. baz. sa nieznane (zaleza od u!).

“fVEA = [[/En®), 2O)IIF(®)ldt dla C* 55 : [a,8] = R? i y(a) = p,7(b) = q.
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Tw. Bruss.| £(z,y) z '1 niezdegen. dod.* pkt osob. (zg,yg) = W
klasie u € C2 wyp./wkl. 3 12 rozw. eikonatu.

Tw. 6 = rozw. wkl.

’U,_|_(£C, y) — ’U,(ZCO, yO) + min’}/ ffy \/Edl ) (35)

| FOZW. WYyp.

u_(z,y) = u(x07 yO) - min’)/ ffy \/gdl . (36)

Przyk. 16.: |E(z,y) = 22+ y2| z osob. (0,0). Dla us char. baz.t
tacz. (0,0) z (z,y) € Q sa radialnet:

1
ut(z,y) = u+(0,0) = / \/t2w2 + t2y2\/x2 + y2dt = +£0.5(z% + v?) . O]
0

*D2E(z0,y0) (¥, V) > 0 dla v # 0.
fMin. osiggane na char. baz.
In(t) = (tz,ty) z t € [0,1].
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Char. baz. nieznane! = minimalizacja?

“Piksele” = alg. min. Sciezek w grafie Gi/ z ustal. zrédt. (zo,y0):

(Xi.Y;)
.\_\_ T -/l.\_\_ i _/’l\_ T _/*\_ T

17,
T 7 T 7T~ | — d
v N4 NN N !
. N s N |
o -0 g g T
N SN /l\ , N 7 - -
1 N N , ~ 7
\ N7 | NASGE NP NS .
. d ! ! N |
. N s N HER 1
"7 AL N N ’ N
7 N N 4 NG
- -7 4\_____/
¢ P g
|\\ RN ’4| N A -
N 7
T S ! - T \/ T T
N N\ e 71N
7z 1 7z N
. N . [Rs NS S E
N, N . 7 N _ .I:
69 - el e gra
[ PATEEN R 2N .
AN N 7z N 7z I

-
1 N 1 A/ i 1 N ! AN +
(AN N [ N AN 1
(2 NI S N N
6 ~-‘o é .- p

irédlo (XO ,yo)
Rys. 64. Min. Sciezka miedzy Zréd. (zo,yo)* i wierzch. (=zi,y;) grafu Gi.

Wagi' krawedzi grafu GZ.

h :
. ) 5+ Erp) kraw. poz.-pion.,
w((i, ), (k,1)) —{ ol B kraw, diag. (37)

*Zrodto (zo,yo) (Pkt osob. &) grafu GE ustalone. Wierzch. (z;,y;) zmienne.
b a
TP f(t)dt = LTI O (5 ).
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Obrazy z n-pktmi osob. (n > 1)7?

Wyp./wkl. rozszerz. na fun. Morse’a 4+ “convex-skirt” .

Y

Ekstra wiezy na v = Vu.

v € C1(R?) i zorient. petla v C R? (v ¥ (zg,y0) Pkt kryt. pola* ¥) =
indeks ~ dla v (ozn. indy(V)): |licz. zorient. obrot. Vv na petli ~.

Punkt krytyczny polav
Rys. 65. Obroty v na v a) ind,,(v) =0 b) ind,,(V) =1 C) ind, (V) = 2.

*(z0,yo) Pkt kryt. pola Vv < ¥(zo,y0) = 0.
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Indeks pkt. kryt. s pola v: |indgr(v)|- Cf okr.i r = 0 i Srod. w s.

<i

Ind(y)=1 Ind(y)=-1 Ind(y)=0 Ind(7)=2
b) C) d) €)

Rys. 66. v = Vu dla v @) wyp. b) wkl. ¢) siod.

F. Morse’a: M

={u ¢ C?:Vs z Vu(s) = 0= ind(}g(vu) = +1}.

siodtac M - indcr(V) = —1 (dla n=1)*.

u ‘‘convex skKirt” na 022: indeks brzegu Q (02 petla) dla v = Vu

indgo(Vu) =1

(Vv przept. przez 902 w 1lym Kier.).

*Siodta istotne dla n > 1 = w M indc.(Vu) = 1 za silny wiez na wu.
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NRNRNNUOOVERNY
A S S

0.5

-0.5

™ o~

/

A U N N N R AR A G g A e

—

~ N~ NN VN LA 4 € v v -

d)

ie: C) indaQ(\_f) = -1 d) indaQ(\_;) = 0.

a)
Rys. 67. “Convex-skirt” tak: a-b) indygo(V

=1n

)

MES klasa ‘“convex-skirt” u € M.

, pola v “wewnatrz” v (petla):

m
1=

Tw. Eulera.| Pkty kryt. {s;}!

i1 tndgr (V) .

indy(¥) = 3!

Vv = sumie ind. wew. pkt. kryt. v.

. Indeks ~ dla

. 68

Rys
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u € M (z s pkt kryt. v =Vu) i vy =022 (petla):

indc, (V) = 1, (min./max.)
indc, (V) = -1, (siod.) (38)
ind,(V) = 1.
Tw. Eulera 4+ (38) dla u € M® =
Nmax + Nmin — Ns =1 ) (39)

II. pkt. kryt. Vu: N, = Npae+Nnin+N:(i (39))= | N, = 2N, + 1| (nieparz.!).

Przyp. n=1:|z (39) 3 2 mozliwe u € M?°5*;

Rys. 69. Char. baz. u wyp. (u-) i wkl. (u4).

*Eikonat: uy = —u_ 4+ C (= char. baz. (stycz. do Vu) ident.). Eliminacja siodta!
Wzory na ut,u— (35),(36) (opt.). Tw. Bruss = 3 12 rozw. wyp./wKlI.
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z (39) 3 4 mozliwe u € ME*;

-\ - <

Yy o~~~

-« « < << «

- 4| a a

4 4 4 4 i Y

<

-

P

3

Przyp. n

LI R R O U T T N
LENE L D T T T N

~ v v/ - - -

]

7

P
_3[s A A

.
~
P2 ar Ay A S T O VAR
) ~ - ) - ~

b)

(4 sym.) b) u_44+ (4 sym.)

gt

4 mozliwe pow. a) u

Rys. 70

= —u_3_-+Ciuy_y =—-u_44+ C (= char. baz. parami ident.
zwrot przeciwny; stycz. do Vu).

*Eikonat: U444
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Tw. 7.| 3 pkty osob. £ z u € M (02 petla) = ! 1 para rozw. dla
eikonatu: albo (uyiy,u 4+ ) albo (uy_4,u_4).

Jak wykluczyC 1 pare i znalezC drugq?

Pkt siodt. s+ - nieistotny.*

Metryka:

d(X,Y) = miny [, VEdl, (40)
dlayCQtacz. X zY w 2. Dla X;, X; 1 X z €2

D(X;) = d(X;, X;) + d(X;, Xg) - (41)

X

2
X1 M Q
WIXB

Rys. 71. D(X31) suma odleg. d(X1,X>2) i d(X1,X3) w metryce (40).
*Baz. char. tfacza s+ z (z,y) € 2 na “cienkim” podzb. Q.
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Krok 1:| elimin.

Pkt osob. §; € 2

S+

Albo krok 2: U_ 44 (I ’u,_|__:|:)?

b)

z \/min. D(S;)| = siod. u.

Rys. 72. u_44 @) char. baz. b) kszt. S c-d) char. baz. z S_, S;, S+.

1) rozw. ze zréd. S; € Q:

Us(X) =4d(S;, X) ,

VX eQ. (42)

i) char. baz. Sy na Q4 # Q (numer. Ug, odrzucic!).

iii) numer. rozw.*

—Us =u_44++C

tak gdy —Us typu u_41 (Stop).

iv) Us — typu u_44 (odrzuci€ Ug!) = Krok 3.

*Us_ zdef. w Q_ (char. baz. tacza (z,y) € Q- z S_). I “cienki” zb. (przedt. C°).
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Albo krok 3:

charakter. baz. dzielaca (nieznana!)

o

Rys. 73. uy_y a) char. baz. b) kszt. S c) char. baz. z S i S2.

i) 2 numer. rozw. —Ug: i —Ug: ha Q2.

i) | —Usg =u|na QL i|-Ug =u|na Q2*

iiil) 21?7 (bo I'?) Sklejanie —Ug z —Ug na 7

iv) Sklejanie —Ug: z —Ug? u12 Z (43) spetnia |u2 + u2 = E(z,y) | na Q:

u12(x) = max{Ug (S+) — Us:(x),Us2(S+) — Us2 ()} + u12(S+) , (43)

i jest typu u_1_ (Stop).

*3 baz. char. miedzy (z,y) € Q% a §12.
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- 5

2 3

-3 -2

-1 au) 1

3 pkty osobliwe

©

3 pkty osobliwe

Rys. 74. Obraz powierzchni @) tu_4+— b) *u_4,.

d

i)

ii)

Rys. 75. i) au_s_ b —Ug* ¢ —Us, d —Ug; i) alboa u_y_ b uipalbocu_y; d —-Us.

*Eksperymenty pokazuja takze poprawnosc rekonstr. dla n = 1.
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12. Szkic Dowodu Tw. 6

u:R? = R i 1-formy du = ugzdzr + uydy:
(du)? + (uydz — uzdy)? = (uzdz + uydy)? + (uyde — udy)?
= (uf +uy)(da® + dy?) .
Stad
du? < (uf + up)(dz? + dy?) ,

|du| < \/u? —|—u§\/d:c2 + dy? .

(46) i E(z,y) = ul 4+ u2 i dI* =da? 4+ dy? =

|du| < VEdl .
Dla V~ € C! taczacej pkty X,Y € Q* z (47) =

u(Y) — u(X)| = '/fi“' < [y|du| < //Edz |

[u(Y) —u(X)| <infy [0 VEdL,

z infimum V~ € C1! taczacych pkty X,Y € Q.
WX, Y €eQu(Y) =u(X)+ f,ydu.
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Char. baz. y* w (48):
u(Y) —u(X)| < [ VEdl,

Z Jo(t, %) = (@, 5°), ye(t, 50)) = 2(ua(t, s°), uy(t, s°)).

1-formy
dz((1,0)) =1, dz((0,1)) =0, dy((1,0))=0, dy((0,1))=1,
= 1-forma |w = uydz — u,dy | NA ’YOT

w(2uyg, 2uy) = 2uydx((ugz, uy)) — 2uzde((ug, uy)) = 2(uyuy — uguy) = 0 .
= (z (44)) na g |du| = VEdI.

Eikonat (m. char.): uy =2& > 0 (V char. baz. ) = v monot. na ~,.

= dla ~g |dul,, = V&dl| albo | du|,, = —V&dI.

u(¥) —u(X)| = [ VEdL . O

*Zat. Tw. 6: d char. baz. tgczaca pkty X,Y € Q.
fNa przestrz. stycznej do v9. Pomijamy w notacji (t,s%).
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d) e f)

Rys. 76. Ilustracja dziatania alg. Dijkstry (najkrotsze sciezki w grafie).
a) inic. atryb. d[-] = o0; d[s] =0; S=0 i kol. prioryt. Q =G = {s,z,y,v,u}.

b) relak.
c) relak.
d) relak.
e) relak.
e) relak.

kKraw. z s do wierz. z |. sasiedz. Adj[s] = {z,u}, S={s} i Q = {z,u,y,v}.
kraw. z x do wierz. z Adj[z] = {y,u,v}, S ={s,z} i Q = {y,u,v}.
kraw. z y do wierz. z Adjly] = {s,v}, S ={s,z,y} i Q = {u,v}.
kraw. z uw do wierz. z Adjlu] = {z,v}, S ={s,z,y,u} i Q = {v}.
kKraw. z v do wierz. z Adj[v] = {y}, S = {s,z,y,u,v} i Q = 0.
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14. Met. Charakterystyk - Tw. Cauchy-ego
FeC?’R>*, C'2~4:[0,T] 2 R?, C?2¢:v—=Ri (P’ = (wl,yQ)IDO (9%, ¢°)):

F(P°u°,D°) =0, u =+, P°=~(s"), (¢o7)(s?) =p"1(s°)+ ¢°v5(s?)
+ war. niecharakter.T:

72(50) (Pou D) — vl(so) (Pou D°) #0.

= w otocz. (z°,¢y°) e U C Q 31 u e C?:

F(m,y,u,ux,uy) — O I u(wovyo) — uO I (Vu)(xovyo) — (pO’qO) ’ u|’yﬂU — ¢ . (49)

u(x,y) =9
A%YO uo)

char. baz. Y
Rys. 77. Krzywa pocz. ~ transwersalna do char. baz = 311 u € C? dla (49).

*Tw. Cauchy-ego prawdziwe z F : R?"t1 5 R,
fWar. niecharakter. = +/(s%)—= || (Fp(P°,u°, D°), F,(P°,u®, D®)) (kier. baz. char.).
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