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Plan:

1. Wstep
- formalizm standardowy i jego ograniczenia
- matematyczny opis danych samoskorelowanych

2. Teoria analityczna, gdy funkcja autokorelacji
Jest znana a priori

3. Przypadek funkcji autokorelacji estymowanej
z analizowanej proby losowej - teoria & MC

4. Konkluzje i podziekowania



ad la: najczesciej stosowane wzory statystyki
matematycznej:

n
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= S$rednia arytmetyczna n

n

¢ odchylenie st. (% - X)?
pojedynczego pomiaru s = || 1= -

n —
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= odchylenie stsredniej u(x) = s(x) Jn
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Ww. estymatory sa zgodne, nieobcigzone i
najefektywniejsze jezeli obserwacje sq

(i) rowhowazne,

(i) wzajemnie nieskorelowane,

(iii) obarczone bt¢dem przypadkowym
o rozktadzie normalnym.

Co robi¢, jezeli {x;} sa skorelowane?

(Pozostate dwa zatozenia obowiazuja.)



1b. MATEMATYCZNY OPIS
DANYCH

SAMOSKORELOWANYCH



Ciag n skorelowanych obserwacji {x;} mozna opisywaé przy

uzyciu trzech formalizméw teorii prawdopodobienstwa

(i) - realizacja wielowymiarowej zmiennej losowe

{X.%.....X} o rownowaznych sktadowych.

1 Py P2 ... Pra

Parametry: 1 N
- warto$¢ oczekiwana |, P1 P1 - Pn-2
- odchylenie st. o, P, Py 1 - P

- macierz wsp. korelacji p;

_pn—l Pnh-2 Pn-3 """ Pn

Struktura macierzy autokorelacji, wynikajaca z zatozenia
réwnowaznosci, umozliwia zastapienie jej przez
jednowymiarowa dyskretna

funkcje autokorelacji: oo, o1, 2o -+ Org




(ii) n-elementowa préba ze
stacjonarnego szeregu czasowego

— stacjonarnos¢ = réwnowaznosé

— modele szeregow czasowych, np.:

autoregresyjny AR(1) x,=ax,,+ (1-a)u,

Srednia ruchoma SMA  x. =(u,+u,_,+ ... +u,_)/m

(iii) {x;} wynikiem prébkowania (w réwnych
przedziatach czasu A7) ciagtego

stacjonarnego procesu stochastycznego x(7)



Przyktad: prosta Srednia ruchoma (SMA)
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Funkcje autokorelacji dla
SMA, m=b:

P=1,p~=08 p,=06 p;,=04 p,=0,2 pozostate =0
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2. FORMALIZM DLA PRZYPADKU,
GDY FUNKCJA AUTOKORELACJT
JEST ZNANA a priori



Srednia arytmetyczna

ni=

pozostaje najlepszym estymatorem wartosci oczekiwanej bo:

- jako zmienna losowa jest liniowg kombinacja zmiennych X
(ze wspétczynnikami ¢, = 1/n)

- fwierdzenie o wartosci oczekiwanej kombinacji liniowej
zmiennych losowych jest takie samo

dla zmiennych nieskorelowanych i skorelowanych



Ad v

ZWIAZEK MIEDZY WARIANCJA I
WARIANCTA SREDNIEJ.

EFEKTYWNA LICZBA OBSERWACJI



Intuicyjnie: na przyktadzie danych skorelowanych
wygenerowanych jako $rednia ruchoma z m elementéw tatwo
pojac, ze wzor

2
X

0.2
o _
n

nie moze obowigzywaé dla danych skorelowanych.

Gdyby byt stuszny, obliczenie $redniej ruchomej z m elementéw,
a hastepnie sredniej z tejze, dostarczato by ,cudownego triku”
na zmniejszenie niepewnosci pomiaru do wartosci circa

(m n)1/2 razy mniejszej!

Teoria prawdopodobienstwa: wzdr na wariancje sumy - oraz

kombinacji liniowej - jest dla zmiennych skorelowanych inny.



Wzér prawidtowy:
2

s, . O n—k
9) (x)——z{n+22(n—k)pk}
n k=1

Box G. E. P., Jenkins G. M, Reinsel G. TUme Series Analysis. Forecasting
and Control, 3rd Ed. Prentice Hall 1994

Wyprowadzenie: srednia to . 1
liniowa kombinacja zm. losowych: X = leckxk’ Ck n
jeJ wariancja: N on
2,
= C.C.0.0.0: = - _
2 n n Pp1l PP
_0 _ Pij =
=52 2P = ey 1 opy
N =1 j=1
Ps P2 P 1)

= (0%/n?)xsuma elementdéw macierzy kowariancji



Wzdr ten

zapisa¢ mozna wprowadzajac pojedynczy parametr

efektywna liczba obserwacji n ;.

G ’ n

N =

a(X) = n—k
Nest 1+2) (1-k/n)p,
k=1



W‘{' GsnO§Ci neff

- liczba rzeczywista z przedziatu [1, )

1 korelacje dodatnie n kor. ujemne 00

0O0000000000|00000000O00o0ooag -

- probkowanie procesu stochastycznego: n - o
(w ustalonym przedziale, At - 0) N — const
Przyktad:

model SMA(5), nh = 60 - n, = 12,33



Wyniki poszukiwan literaturowych, 2009:

- reduced number of coordinatgézartels 1935)
- effective number of independent observations
(Bayley & Hammersley 1946)
- equivalent number of independent daétagrov 1969)
- equivalent number of uncorrelated samplesoman 1969)
- effective independent sample sizexith 1973)
- effective sample sizel aubenheinl974)
- equivalent number of independent observat(énisestley 1981)
- equivalent independent process effective nuniben 1998)
- effective number of uncorrelated observations
(Dorozhovets & Warsza 2007)




Ade 1 v

NIEOBCIAZONE
ESTYMATORY WARIANCJI



Wyprowadzenie dla
danych nieskorelowanych:

2
. =X
(i) definiujemy estymator wariancji: 53 _ izzll(x' )
n
(ii) obliczamy wart. oczekiwang 5 > o
(7 linijek algebry): Els?) =07 -0%(%)
(iii) dla danych nieskorelowanych 02(x) = 02/n
(iv) obcigzenie estymatora s2 > E(s? = (1-1/n) 0?
(iv) czynnik korekcyjny (1-1/n)1=n/(n-1)
(v) estymator s2 mnozymy przez i (x —%)2
czynnik korekcyjny uzyskujac 2 _ia i

nieobcigzony estymator wariancji: n-1



Wyprowadzenie dla

danych skorelowanych: n
e o 2. (% =%)°
(i) definiujemy estymator wariancji: 2 _ =
n
(ii) obliczamy wart. oczekiwang o\ o o
(7 linijek algebry): E[Z)=0%-0*(%)
(iii) dla danych skorelowanych 02(X) = 0?/n
(iv) obcigzenie estymatora 52 - E(s?) = (1-Ung) o2
(iv) czynnik korekcyjny (1-1Ung) T =ng/(ng —1)
(v) estymator s2 mnozymy przez i (X - X)Z
czynnik korekcyjny uzyskujac 5 Nt =

nieobciazony estymator warianc ji:



Wzor ten: 2 = Nt (N—1) .
" n(ng -1

podany byt bez wyprowadzenia w pracy:

Bayley and Hammersley, The “Effective” Number of Indegent
Observations in an Autocorrelated Time-Serdefoy. Sat. Soc. Suppl. 8,
184-197 (1946)
zapomniany (?) przez 60 laft.

It follows that

X = B e s i L B BT B s S o o e

i=1

- S
-,
I M2 1M
-

g — B .. L0 g )

W — D[ 1 :
{:”={Z(nf:—1;}{n—l % (xj—-—)ji ... Q0)

2. If = is the time interval between successive observations, so that o%p(jt) = E(XaXa+;) then

2g2 1 — -1

var()——-l— _E (m=—peljr)  + &« « « « ».5 = « + @D
.7
n—1
var(mz)—21+4° EE—PRUY . < v a s oo . G2
_ 20*{n*(n — 1) — 4nZ; 4 2nX,; — 8%, — 4nXy — 8nZk,}
var (%) = e 1y — dntn — D)=, + 25, — 25, + 85, F 8%, - - ¢ {3



Ponadto:

- wzory na obcigzenie estymatoréw macierzy kowariancji podat
T.W. AndersonThe Satistical Analysis of Time Series. Wiley, New
York, 1971 ale nie wykorzystat do wyprowadzenia nieobcigzonego
estymatora warianci,

- Sen (1998): wyprowadzenie dla modelu ARMA(1)

82 Zn:(xi _X)z

a i=1

Wariancja $redniej $2(%) =
(AZ, PPM 2008): 2 ng nN(ng —1)




Konwencja GUM: niepewn®¢ pomiaru typu A jest
pierwiastkiem kwadratowym z nieolzonego
estymatora wariancji

zatem niepewrig pomiaru
dlan obserwacji skorelowanych:




Ad v

DOK+LADNOSC OCENY
NIEPEWNOSCI



Proba los. nieskorelowana:  u(s)/s= (2v)™*2 gdzie v=n-1

Proba samoskorelowana:  u(s)/s, = (2vg) 2
gdzie

V.¢s - efektywna liczba stopni swobody

(rozna od ng =1, whasnosc: 0 <vg <n)

Bayley & Hammersley 1946vzor doktadny:
_n*(n-1)-4n°3, +25,+85,-4n%-8n%,

= 1
n“(n-1)-4n>,+2¥,-83,-4n3,-8n3,

eff

wzory dla okreslonych modeli: Priestley 1981, Taubenheim 1974,
Fortus 1999

Wzor przyblizony, o n _1
poprawny efekt uproszczenia eff -l
wzoru doktadnego (AZ 2009) 1+2> py

k=1



Publikacja:

A. Zieba

EFFECTIVE NUMBER OF OBSERVATIONS
AND UNBIASED ESTIMATORS OF VARIANCE
FOR AUTOCORRELATED DATA - AN OVERVIEW

Metrology and Measurement Systems,
Vol. 17, nr 1 (2010), str. 3-16

obejmuje podane do tego miejsca wyniki,

Formalizm mozna stosowaé bezposrednio do analizy danych, jezeli znamy funkcje
autokorelacji (z metod fypu B)

Jest punktem wyjscia do obliczen wykorzystujacych tylko zbidr obserwacji {x} tj. petnej
metody typu A

przedstawionych w dalszej czesci referatu.



3. ESTYMOWANIE n,

I
ESTYMATOROW WARIANCJII
WYLACZNIE
Z PROBY LOSOWEJT



Zasada tworzenia estymatora n,:

parametr: estymator:

2 2

n n

Nt = — = Ny =
n+2 > (n—K)pyg
k=1

Nc
n+2> (n=k)r,
k=1

(a) ograniczenie sumowania do wskaznika n,<n-1
(b) zastapienie funkcji {pg przez jej estymator, tu: {r}

obliczony z tejze préby losowej { x}



Standardowy estymator
funkcji autokorelacji

n—k
D (% =X) (X —X)
r = i=1

1,0 5

0,8 1

: 2
> (%=X
i=1
Estimates {r,} of ACF

AR(1), a = 0.659
n =60

0,6 —
1.96 s(r})
0,4 - k— )
4 b o
= 02- \ ATA o c)
Ny \ o) \ u
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Metoda ostatniej statystycznie niezerowej r, (LSN)

N. F. Zhang, ,Calculation of the uncertainty of thean of autocorrelated
measurementsMetrologia (2006) S276-S281

parametr: estymator:
n’ . n°
Nerr = n—k |:> Nest = N
n+2k2(n—k)pk n+2) (n-k)r,
=1 k=1

Sumowanie ograniczone na wartosci odstepu /1. odpowiadajacemu
ostatniej niezerowej wartosci r;
dla prawdopodobienstwa objecia 95%"

n. = max{k‘ Il >1.96s(rk)}

\/ 1+ ZZTirkz

n

gdzie S(rk) =



Metoda pierszego przejscia przez zero (FTZ):
nieformalnie: Dorozhovets i Warsza, 2007

sformutowanie metody& badanie wtasnosci metoda MC
Zicha & Ramza, PPN9:

graniczny odstep /1. wyznacza pierwsze przejscie funkcji
autokorelacji przez zero, formalnie

n, = min{k\ (r, >0 O 1,y <0)}
Konieczne zatozenie: wszystkie p, hieujemne

Whtasnosci: - O < ny < n dla kazdych danych
- mniejsze obcigzenie i rozrzut



Badanie estymatorow 7, metodq Monte Carlo, n = 60:
Sumowanie:

a) wszystkich wyrazéw: n.=n-1

b) obciete na: n,=n/4

c) do ostatniego r, statystycznie niezerowego (LSN)
d) do pierszego przejécia {r.} przez zero (FTZ)

60

1/n h E 1/neff

''theor.

50 - !

|
|
|
|
|
|
a) !
40 :
I AR(1), a =0.659
I n =60

30

9(1/ngg)

20 -

10 |

0,00 0,05 0,10 0,15



Inne opcje dla estymatora ACF:

1T, _
B estymator standardowy n Z (% =X)(%+x = X)
—

o 13 (x - %)?
Nz

2 przyczyny obciazenia:

- hierdwna liczebno$¢ sum
- uzycie $redniej zamiast wartosci oczekiwanej

W .z gwiazdka": z usunigtym obcigzeniem od nieréwne;

liczebnosci sum -

1 _ -
s ﬂZ(Xi_X)(XHk_X)

1< _
o =2 (% —-%)°
N5




~Aplot of R(r) (or R*(r)) againstr, r =0, £1,...£(N—1))is usually called

Lo the “sample autocovariance function”. To dxstmguxsh between R*(r) and

Op Nia Z R(r) we will stretch the usual terminology and refer to the former as the
“unbiased estimate’’, and to the latter as the “biased estimate”.

podrecznika:
Priest| ey Choice of estimates
’ . It would be fair to say that nowadays most time series analysts prefer to
a)eCt_ral anal ySIS use the biased estimate R (r) rather than the unbiased estimate R*(r) and
and time seri €S, this is reflected in the fact that the majority of computer time series packages
: also use the biased estimate. To statisticians this may seem surprising since,
Elsevier 1981 in general, there is a natural tendency to use unbiased rather than biased

estimates, particularly when, as in this case, an unbiased estimate can be
constructed so easily. To understand the reason for this apparent departure

SMA, m=5
n=15
. - . .
W istocie:
........ ‘.................
E[c)*] ©B---8---0---
0 i é é "1 é é ; ;3



T.W. AndersonThe Satistical Analysis of Time Series. Wiley, 1971.

Straightforward, but laborious, calculation yields

(51) &CE = o(0) — {0-(0) 42 Z ( E —) a(r)]

h

(52) ECF = olh) — {a<o>+22[ i h)] o(r)

T—h—1 o A (T ) }
+2,,=ZLI[1_T(T—}1) ——h}()_l_r T(T—h)()
1gh<T—h—L
o uporzadkowaniu: . 2
o E(Ck) =y, ———+0(1/n?)
Nest

Obciazenie polega na przesunieciu funkcji {c,*}
o staty sktadnik



Obliczenie obcigzenia umozliwia jego kompensacje.

wyniki:
+ \,.* +
r_n-2ng-l+n(ne+h/n o i | @ Ung)n +UUng  ksn
Nest = e e = 0 K>,
1+2> 1,
k=1 : :
204 | n ) ' 1nggt
! "\ b) ! theor.
B AR(1), a = 0.659
! ! n =60
E: : :
c 1 !
SAECE I '
= :
54
0 . T T T T T T B T T
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30




ESTYMATORY ODCHYLENIA
STANDARDOWEGO

BADANE METODA MC



n=15

bias of u(x):
SMA -36%
AR(1) -25%

2,5

Odchylenie standardowe:
pojedynczego pomiaru s,
i Sredniej czyli «(x)

(v obliczane metoda FTZ)

g(s/a)

3,0 1
”t n =60
bias of u(x):
2,01 SMA -1%
AR(1) -11%
1,5+
1,0
0,5 1
0,0 7
0,0 2,0 2,5
6
5 n = 240
4- bias of u(x):
— SMA  +3%
LU’) 3l AR(1) 0%
S
24
0 M-S
0,0 2,0 2,5




Whioski z symulacji MC:

- potwierdzenie przydatnosé formalizmu dla 0séb nieufnych
w stosunku do nowych wzoréw

- algorytm pracuje réwniez dla zupetie matej liczebnosci préby
wbrew .wyssanej z palca” regule (ang. rule of thumb)
ze minimalna warto$é n = 50 (podrecznik Box et al.)

- rozrzuty estymatoréw odchylenia standardowego

1

w przyblizeniu réwne
Ve

- rozrzut dla odchylenia standardowego sredniej wiekszy, ale
hie bardziej niz dwa razy

- obcigzenie estymatoréw pomijalne w poréwnaniu z rozrzutem



4. PODSUMOWANIE



Konkluzja catoSciowa

Opracowano algorytmy
bedace $cistym odpowiednikiem wzoréw dla
hieskorelowanej zmiennej gaussowskiej

umozliwiajg obliczenie niepewnosci typu A
dla danych samoskorelowanych

Uporzadkowanie tematu & nowe wyniki
w tym dziale statystyki matematycznej



Zagadnienia otwarte:

- przydatnosé formalizmu do réznych danych rzeczywistych
- obliczanie niepewnosci rozszerzonej
- obserwacje nieréwnowazne
- niegaussowskie funkcje rozktadu
- procesy stochastyczne nie posiadajace ustalonej wariancji
- dopasowanie prostej i innych funkcji do danych skorelowanych

- itd., itp.



Podziekowania:

Zygmunt Warsza - za inspiracje i info

Polskim metrologom poznanym na konferencjach,
Podstawowe Problemy Metrologii 2004 -2009
i Sympozjach Niepewnosci Pomiaru 2008 i 2010

Anonimowi recenzenci Metrologii - za uporczywq krytyke,
ktora umozliwita lepsze zrozumienie tematu przez
autora i zapobiegta przedwczesnym publikacjom

Piotr Ramza - obliczenia MC & wspédtpraca
2008 - 2010



Dziekuj e za uwag



