II.
PROMIENIOWANIE CIALA
DOSKONALE CZARNEGO



1 Promieniowanie powierzchni materialnych

Powierzchnia badanego ciala o dowolnej temperaturze wysyla promieniowanie
o wszystkich dtugosdciach fali.

Jezeli zmierzymy energie promieniowania u(\) wysylanego w jednostkowym
przedziale dtugosci fali w funkcji dtugosci fali A, to — dla réznych temperatur 7'
— otrzymamy nastepujace krzywe:

Wilasno$ci promieniowania

e Dla kazdej temperatury krzywa u(\) dazy do zera dla bardzo matych i
bardzo duzych dtugosci fali.

e Kazda krzywa u(A) ma jedno maksimum dla pewnej dlugosci fali A =
Amazs PTZy czym warto$é A,,q. maleje wraz ze wzrostem temperatury.

e Polozenie maksimum A, nie zalezy (w przyblizeniu) od rodzaju po-
wierzchni ciala promieniujacego.

Uniwersalne wtasnosci promieniowania réznych obiektéw mozna otrzymad
badajac pewne wzorcowe zZrodlo promieniowania, zwane cialem dosko-
nale czarnym.

Cialo doskonale czarne definiujemy jako ciato, ktére catkowicie pochtania
padajace nan promieniowanie.

Ponadto ciato doskonale czarne posiada nastepujaca wazng wtasnosé, zwana,
prawem Kirchhoffa:

Dla dowolnej dtugosci fali stosunek mocy promieniowania wysytanego przez
badang powierzchnie materialng do mocy promieniowania wysytanego przez po-
wierzchnie doskonale czarna jest rowny wspoétezynnikowi absorpcji a()) dla
rozwazanej dtugosci fali A.

Jezeli bedziemy znali wartosci «a()), to teoria promieniowania powierzchni
doskonale czarnej pozwoli nam na opis promieniowania dowolnej powierzchni.

W oparciu o te wlasnoé¢ wyznaczana jest temperatura powierzchni badanego
ciala.

Zamiast bada¢ promieniowanie calej powierzchni ciala mozna obserwowaé
promieniowanie wydobywajace sie z niewielkiego otworu zrobionego we wnece o
powierzchni utrzymywanej w statej temperaturze.

Obserwator, znajdujacy sie na zewnatrz wneki, mierzy promieniowanie wy-
dobywajace sie z matego otworka. Z wneki wydobywa sie przez otwor nieznaczna
cze$¢ promieniowania. Wiekszo§¢ promieni wchodzacych do wneki ulega pochto-
nieciu przez $cianki. Réwniez wiekszo$¢ promieniowania wyemitowanego przez
Scianki ulega absorpcji.

We wnece panuje r6wnowaga pomiedzy emisja i absorpcja promie-
niowania.

A zatem dla obserwatora na zewnatrz wneki zachowuje sie ona jak cialo
doskonale czarne.
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Rysunek 1: Energia promieniowania u(\) wysylanego przez powierzchnie w
temperaturze T przypadajaca na jednostkowy przedzial dtugosci fali zmierzona
w funkcji dlugosci fali .

Rysunek 2: Wneka z otworkiem jest realizacja ciata doskonale czarnego.



Rysunek 3: Model ciata doskonale czarnego w postaci wneki szesciennej.
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Rysunek 4: Fala stojaca w kierunku jednej z krawedzi wneki szescienne;j.

2 Teoria promieniowania ciala doskonale czarnego

Rozwazamy promieniowanie elektromagnetyczne, znajdujace sie w stanie réw-
nowagi termodynamicznej w temperaturze T' i zawarte we wnece sze$ciennej o
objetosci Q = L3.

W stanie rownowagi we wnece znajduje sie wylacznie promieniowanie. Uktad
taki jest cialem doskonale czarnym.

3 Gestos$é promieniowania

Ze wzgledu na réwnowage proceséw emisji i absorpcji promieniowanie elektro-
magnetyczne wypelnia wneke w ten sposob, ze w kazdym kierunku tworzy sie
fala stojaca.

Oznacza to, ze w kazdym kierunku w przestrzeni (w kierunku kazdej krawe-
dzi wneki szesciennej) tworzy sie catkowita liczba dtugosci fali.

Dla kierunku x otrzymujemy

L=n.\;, (1)



gdzie n, = 0,£1,£2,....
Uwaga: znaki + odpowiadaja falom biegnacym w prawo (lewo).
Odpowiednie warunki dla kierunkéw y oraz z

L =mnyA, (2)
oraz
L=mn.\,, (3)

gdzie ny,n, = 0,%£1,%2,.. ..

Ze zwiazkow (1), (2) i (3) otrzymujemy dozwolone wartosci wektora falowego
k dla fal stojacych we wnece.

Przypomnienie: wektor falowy

k = (kg by, k) (4)
gdzie
2
kz = 5
. (5)
2
2
k,=—. 7
. (7)

Zgodnie z (1) dozwolonym warto$ciami z-owej sktadowej wektora falowego
53

2mn,
gdzie n, = 0,£1,+2,....
Natomiast 5
™
by ==+ y 9)
oraz 5
ke, = % . (10)
Zrozniczkowanie (8) prowadzi do
2
dley = %dnx . (11)
W trzech wymiarach otrzymujemy
(27)° (2m)°
d*k = dk,dk,dk, = “rgdnadnydn. =~ d*n , (12)

gdzie d*n = dngzdnydn..

Fala elektromagnetyczna jest falg poprzeczng.

Fala elektromagnetyczna posiada dwie mozliwe polaryzacje poprzeczne drgan
pola elektrycznego dla kazdego wektora falowego k.
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Rysunek 5: Jezeli fala elektromagnetyczna rozchodzi sie¢ w kierunku z, to drga-
nia wektora elektrycznego odbywaja sie w kierunkach prostopadtych = i y.

Zatem w celu obliczenia liczby fal wynik otrzymany ze wzoru (12) musimy
pomnozy¢ przez 2.

Liczba fal o wektorach falowych z przedziatu k i k+dk na jednostke objetosci
wyrazona jest wiec wzorem

2 2
ANy = =d°n = A3k
EEQC T ot

(13)

gdzie Q = L? jest objetoscig wneki, natomiast d®k = sin §dfdok?dk jest elemen-
tem objetosci w przestrzeni wektora falowego wyrazonym we wspotrzednych
sferycznych (k, 6, ¢).

Obliczymy teraz liczbe fal o wektorach falowym, ktérych korice znajduja sie
w warstwie kulistej o promieniu (wewnetrznym) k i grubosci dk. W tym celu
catkujemy wyrazenie (13) po katach 6 i ¢.

W wyniku catkowania funkcji niezaleznej od katow otrzymujemy staty rowna
4.

Uwaga: 4w jest warto$cia pelnego kata brylowego.

Calkowanie po katach wyrazenia (13) prowadzi do liczby fal niezaleznej od

katow
T

27
2
N = i 2
d /sm&d@/d(b(%r)gk‘ dk
0 0

drkdk k2
= —dk . 14
(2m)3 2 dk (14)

= 2

Uwaga: 4mk? x dk jest objetoscia powtloki kulistej o promieniu (wewnetrz-
nym) k i grubosci dk.



Korzystamy ze zwiazku
2 2
_r_r (15)

k
A cT

gdzie ¢ jest predkoscig rozchodzenia sie fali, a 7 jest okresem drgan.
Wprowadzamy czestotliwo$é drgan v = 1/7 i otrzymujemy

2my
k= ——. 16
- (16)

Wyrazamy liczbe fal dN (14) jako funkcje czestotliwosci

2
AN — Ke%

E dv . (17)
Gestosé promieniowania definiujemy jako liczbe fal (17) przypadajaca na
jednostkowy przedzial czestotliwosci, czyli

def dN
g(v) = o (18)

Ze wzorow (17) i (18) otrzymujemy wzér na gesto§é promieniowania w
funkcji czestotliwosci v
Smv?
g(v) = : (19)

o3

4 Fotony

Wprowadzamy kwantowy opis promieniowania.

Promieniowanie zamkniete we wnece traktujemy jako uklad nieodzialy-
wujacych fotonéw, czyli gaz doskonaty zlozony z czastek, z ktérych kazda
scharakteryzowana jest wektorem falowym k i czestoscia w.

Przypomnienie:

Zwiazek pomiedzy czestoscia w i czestotliwoscig v drgan
w =27V .

Stala Plancka

h =6.626 x 10734Js (20)

Wymiar stalej Plancka

[h] = energia x czas = dzialanie = moment pedu
Energia fotonu
E=hv. (21)
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Rysunek 6: Kwantowy obraz réwnowagi proceséw emisji i absorpcji.

Inaczej
E=hw, (22)
gdzie i = h/(2m).
Ped fotonu
p = hk (23)

Obliczymy teraz §rednia liczbe fotonéw we wnece.
W gazie fotonowym jest n = ny fotonéow o wektorze falowym k i czestosci
W = Wk-

Zgodnie z podstawowa zasada mechaniki statystycznej prawdopodobienistwo
P(E,) tego, ze promieniowanie we wnece o temperaturze T posiada energie
FE,, = nhw = nhv dane jest wzorem

P(E,) = Ce PPn | (24)

gdzie 8 = 1/(kgT), a C jest stala normujaca prawdopodobieristwo zdarzenia
pewnego do 1.

Stata Boltzmana kg = 1.38 x 10723JK 1.

Dygresja

Rozklad prawdopodobiernistwa (24) mozna przepisaé jako

P(E) = Ce B/(kaT) (25)

Rozklad ten oznacza, ze prawdopodobienstwo znalezienia czastki o energii F
maleje eksponencjalnie wraz ze wzrostem energii, natomiast ro$nie wraz ze wzro-
stem temperatury 7.
Podobny rozktad czastek otrzymujemy ze wzoru barometrycznego.
Przypomnienie:
n = nge ™9M/ (kBT) (26)

gdzie n i ng sa liczbami czasteczek powietrza na jednostke objetosci: n jest liczba
czasteczek o masie m na wysokosci h nad powierzchnig Ziemi, natomiast ng jest
liczba tych czasteczek na wysokosci h = 0, g jest przyspieszeniem ziemskim.



We wzorze barometrycznym (26)
mgh = Epot

jest energia potencjalnag czasteczki w polu grawitacyjnym Ziemi. Wzdér ten
mozna zapisaé¢ jako
n = nge~ Brot/(keT) (27)

= Podobienstwo rozktadow (25) i (27).

Koniec dygres;ji.
Stata C znajdujemy z warunku unormowania prawdopodobienstwa (24) w
spos6b nastepujacy:

oo (oo}
Y P(E)=C) e Pr=1. (28)
n=0 n=0
A zatem 1
C=——7-—. (29)
S eBEn
n=0
Koricowy wzor na prawdopodobieristwo ma postaé
e BEn
PE,)=———. (30)
S eBEn
n=0

Wzor (30) podaje prawdopodobienstwo wystepowania we wnece n fotonow
o calkowitej energii F,, = nhw w temperaturze T

Srednig liczbe fotonéw o energii hv we wnece w temperaturze T obliczamy
wg. wzoru

00
oo Z nefnﬁhl/
() => " nP(B,)="2—. (31)
n=0 Z e*”ﬁhl’
n=0

Obliczamy $rednia (31).

Wprowadzamy oznaczenie x = e~ ?". Poniewaz = < 1, obliczamy mianow-
nik jako sume szeregu geometrycznego

> 1
M = M . 2
;x — (32)

Natomiast licznik obliczamy nastepujaco:

= . d [ dM T



A zatem
€T e~ Bhv

l—z 1—e P’

(n) =

(34)

Ostatecznie )

(n)y = B (35)
Otrzymalismy w ten sposéb funkcje rozkladu Bosego-Einsteina, ktora

okresla $rednig liczbe fotondéw o energii hy w gazie fotonowym w réwnowadze
termodynamicznej w temperaturze 7.

5 Gestos$¢ energii promieniowania

Srednia energie promieniowania o czestotliwoéci v obliczamy jako

hv

(E) = hv{n) = B 1

(36)
Gestos¢ energii promieniowania (gesto$¢ fotonéw) o czestotliwosci v jest rowna
energii promieniowania ciala doskonale czarnego na jednostke objetosci i jed-
nostkowy przedzial czestotliwosci, czyli

o(v) = (E)g(v) . (37)
Otrzymujemy stagd wzér Plancka
2 hv
o(v) = 3 ehv/keT _ 1 °

(38)

Nalezy zauwazy¢, ze o posiada wymiar Jsm™3,

6 Konsekwencje wzoru Plancka

(1) Wzor Plancka (38) podaje dokladny opis wynikéw eksperymentalnych
dla promieniowania ciala doskonale czarnego (Rubens & Kurlbaum, 1901).

(2) Rozklad Plancka w funkcji dlugosci fali otrzymujemy na podsta-
wiajac do wzoru (38) v = c¢/A

o(v)dv = g(A\)dA . (39)
Otrzymujemy stad

~ 8mhe 1
o) = —3 ohe/NepT 1

(40)

Gestosé energii promieniowania g(\), wystepujaca we wzorze (40), posiada
wymiar Jm~*. Rozktad Plancka (38) mozna przepisaé¢ jako

o) = % <602/>‘T _ 1)71 : (41)

10



°
o
o+
H

S

7

i
7
/

s/

Rysunek 7: Wyniki oryginalnej pracy Rubensa i Kurlbauma (1901).

gdzie C7 = 8mhc = 1.2645 x 1072° Jm, a Cy = he/kp = 1.4388 x 1072 K x m.

(3) Ze wzoru Plancka (40) obliczamy calkowita energie emitowana przez
cialo doskonale czarne

U= 7§(y)dy :
0

W wyniku catkowania otrzymujemy

(42)

U=oT*. (43)
Jest to prawo Stefana-Boltzmanna.
We wzorze (43) wystepuje stala Stefana-Boltzmanna
B 87r5k4B

=—_B 44
7T 15383 (44)
(4) Prawo Rayleigha-Jeansa
Dla wysokich temperatur, czyli dla kgT > hv, wzér Plancka prowadzi do
rozkltadu

812
o(v) = = kT .

(45)
Jest to prawo promieniowania, ktére opisuje rozkltad promieniowania ciala o
wysokiej temperaturze.

(5) Prawo Wiena

11



Dla wysokich czestotliwosci, czyli dla hv > kpT, otrzymujemy z rozktadu
Plancka (38) prawo Wiena

8thy?
o(v) = Te_hy/kBT . (46)
(6) Polozenie maksimum wypromieniowanej energii
Dtugosé fali odpowiadajaca maksimum wypromieniowanej energii

he
kT~

Amaz = 0.2014 (47)

Podanie przez Maxa Plancka (1900) wzoru na rozklad promieniowania
ciala doskonale czarnego dalo poczatek fizyce kwantowej.

7 Podstawy fizyczne pirometrii: promieniowanie
termiczne dowolnej powierzchni

Promieniowanie moze by¢ opisywane za pomoca réznych (proporcjonalnych do
siebie) wielko§ci. Na tym wykladzie charakteryzuje promieniowanie uzywajac
mocy promieniowania.

Moc promieniowania P zdefiniowana jest jako energia AF promieniowa-
nia (padajacego, pochlonietego, wysylanego) przez rozwazana powierzch-
nie w jednostce czasu, czyli

AFE
P=—.
At
Innymi wielko$ciami opisujacymi promieniowanie sa:

(48)

e strumien energii promieniowania ¢, ktory jest innym okresleniem
mocy promieniowania, czyli

p=P. (49)
e natezenie promieniowania [
A¢
I1=— 50
o~ (50)
gdzie AS jest powierzchnig prostopadla do kierunku rozchodzenia sie pro-

mieniowania.

Uwaga: Wymiarem strumienia (mocy) promieniowania jest J/s = W, a
wymiarem natezenia promieniowania jest J s~'m~2 = Wm™2.
Wspoélczynnik absorpcji a()\) definiujemy jako

Pabs()\)
Ppad(/\) ’

a()) = (51)

12



gdzie Pups(A) jest moca promieniowania o dlugosci fali A pochlonietego przez
badang powierzchnie, a P,aq(A) jest moca promieniowania o tej dlugosci fali
padajacego na te powierzchnie.

Dowolne badane cialo na og6l nie jest cialem doskonale czarnym. Czesto
nazywane jest cialem rzeczywistym.

Cialo rzeczywiste pochtania jedynie czes$é padajacego nan promieniowania.
Reszta promieniowania zostaje odbita, przepuszczona lub rozproszona.

Wilasnosé te opisujemy za pomoca wspoiczynnika absorpcji (51), ktory dla
ciata rzeczywistego spelnia nieréwnosci

0<a(h)<l1. (52)

Cialo doskonale czarne pochlania catkowicie padajgce promieniowanie, a za-
tem dla ciala doskonale czarnego

a(N)=1.

Ponadto cialo doskonale czarne catkowicie emituje pochloniete promieniowanie,
co wyrazamy w postaci warunku réwnowagi emisji i absorpcji

Pem,cz = Pabs,cz = L'pad » (53)

ktory zachodzi dla kazdej dtugosci fali A.

Cialo rzeczywiste rowniez emituje cate pochloniete promieniowanie jednak
pod warunkiem, ze promieniowanie jest jedynym sposobem wymiany energii
ciala z otoczeniem, a temperatura 7' badanego ciala i jego otoczenia jest jedna-
kowa.

Jezeli w ciele rzeczywistym nie zachodzi luminescencja pod wplywem po-
chlonietego promieniowania, to dla kazdej dtugosci fali

Pem,rz()\y T) = Pabs,rz()\7 T) = Ot()\7 T)Ppad()‘) . (54)

Cialo rzeczywiste absorbuje i emituje jedynie cze$é mocy padaja-
cego promieniowania.

Na podstawie wlasnosci (53) i (54) otrzymujemy zwiazek pomiedzy moca
promieniowania P, ,, emitowanego przez ciato rzeczywiste a mocg promienio-
wania emitowanego przez cialo doskonale czarne

Pem,rz()‘v T) = 0&()\, T)Pem,cz()‘v T) . (55)

Zwiazek ten nazywamy prawem Kirchhoffa.

Jezeli cialo rzeczywiste o temperaturze T emituje w zakresie dlugosci fal
A, A 4+ A) promieniowanie o tej samej mocy, co cialo doskonale czarne o tem-
peraturze T.., to méwimy, ze cialo rzeczywiste posiada temperature czarna
Te,.

Pomiedzy tymi temperaturami zachodzi zwiazek

T..<T.
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Temperature czarna okre§lamy za pomoca réwnosci
Pem,rz(MT) = Pemez (A, Tez) - (56)
Z roéwnosci lewych stron w rownaniach (55) i (56) wynika zwigzek
Pemez(A Tez) = a(A T) Pem e (A, T) - (57)
Ze wzgledu na staba zaleznosé wspotczynnika absorpcji od temperatury
a\T) = a(XTez)

a zatem we wzorze (57) mozemy przyjac, ze a(\,T) = a(\,T..), co prowadzi
do zwiazku
Pem,cz()\a Tcz) = O[(A, Tcz)Pem,cz()\a T) . (58)
Po przeksztalceniu otrzymujemy z (58)

Pem,cz (/\a Tcz)

Pon a0 T) =a(\,Te:) - (59)

We wzorze tym mamy do czynienia z moca promieniowania ciata doskonale
czarnego P, ., co pozwala nam na zastosowanie prawa Plancka (40).
W prawie Plancka (40) wystepuje gestos¢ energii promieniowania przypada-
jaca na jednostke dlugosci fali, czyli
AEem,cz ()‘7 T)
AQAN ’
gdzie AFEcn c»(N) jest energia emitowana przez cialo doskonale czarne o tem-
peraturze T na jednostke objetosci ciala i na jednostkowy przedziat dtugosci
fali. Wzér (60) mozna zapisa¢ za pomocg mocy Pep, c.(A,T) promieniowania
emitowanego przez ciato doskonale czarne jako

Pen (N, T)AL

o\ T) = (60)

Otrzymujemy stad
Peppcz( A T) = 0(N\, T)AQAN/ At . (62)
Podstawiajac (40) i (62) do (59) otrzymujemy
eCz/)\T _ 1
T ] a(A\Te,) . (63)

Wzor (63) jest podstawowym wzorem stuzacym do wyznaczania nieznanej tem-
peratury T ciala rzeczywistego z wykorzystaniem znanej temperatury ciata do-
skonale czarnego T, i wspolczynnika absorpcji a(A, Tp.).

Jezeli a ~ 1, to wzoér (63) mozna przepisa¢ w przyblizonej postaci jako

1 1 A
T = Tcz + @1H@(A,ﬂ:z) . (64)
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Rysunek 8: Pomiar temperatury lawy wulkanicznej.

8 Zastosowanie prawa promieniowania Plancka

Pirometria

Pirometria jest metoda bezdotykowego mierzenia temperatury badanego
obiektu.

Przyrzad do bezdotykowego mierzenia temperatury to pirometr.

Pirometr mierzy temperature ciala bez jego dotykania za pomoca analizy
promieniowania tego ciata.

Przyklady zastosowania pirometrow

Komentarz

Mikrofalowe promieniowanie tla (promieniowanie reliktowe) jest pozostato-
Scig po wczesnej fazie ewolucji Wszech§wiata. Wypelnia ono caly Wszechswiat
w sposob (prawie) jednorodny i prawie nie oddzialywuje z czastkami. Rozklad
energii tego promieniowania bardzo dobrze zgadza si¢ z widmem promieniowania
ciala doskonale czarnego o temperaturze 2.725 K.

Maksimum gestosci energii wystepuje dla promieniowania o dtugosci fali 1.1
mm, czyli dla promieniowania mikrofalowego.

—> Uniwersalno$é prawa promieniowania Plancka.
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Rysunek 9: Pomiar temperatury pieca hutniczego.
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Rysunek 10: Rozktad gestosci energii promieniowania tta w kosmosie.
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