IV.
INTERFERENCJA I DYFRAKCJA
CZASTEK



1 Wstep

Przypomnienie

Interferencja fal jest superpozycja (dodawaniem wektorowym) fal emito-
wanych przez niewielka liczbe Zrodet. Zwykle sa to dwa zrédla fal.

Dyfrakcja fal jest superpozycja (dodawaniem wektorowym) fal emitowa-
nych przez duza liczbe Zrodel.

Przez duza liczbe rozumiemy liczbe > 10.

2 Interferencja elektronéw

Pod koniec XX wieku Akiro Tonomura (laboratorium Hitachi, Japonia) prze-
prowadzit eksperyment polegajacy na przepuszczaniu pojedynczych elektronow
przez przestone z dwiema szczelinami. Do niedawna byt to tzw. “eksperyment
myslowy” (patrz podrecznik "Wyktady z fizyki” Richarda Feynmana).

W przeprowadzonym eksperymencie elektrony byly emitowane przez zrodto
w sposob sekwencyjny (jeden po drugim), a zatem nie oddziatywaly z soba, czyli
byly od siebie niezalezne.

Po przejsciu przez szczeliny elektrony padaty na ekran, na ktorym podlegaly
detekcji.

Eksperyment ten jest analogiem eksperymentu Younga z falami swietlnymi,
znanym z klasycznej optyki falowe;j.

Wyniki eksperymentu

Fotografie zarejestrowane przez detektor, umieszczony za przestona z dwiema
szczelinami, odpowiadajace przelotowi przez szczeliny N niezaleznych elektro-
noéw.

W eksperymencie obserwowano przelot N = 10, 100, 3000, 20000, 70000
elektronow.
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Rysunek 1: Schematyczne przedstawienie wynikéw interferencji wiazki elektro-
nowej na dwoch szczelinach.

Rysunek 2: Obraz obserwowany na odleglym ekranie po przejsciu wiazki elektro-
nowej przez (a) pojedyncza szczeline, (b) podwojna szczeline. Wyniki symulacji
komputerowych.

Wstepna interpretacja eksperymentu z interferencja elektronéw na
dwoch szczelinach

I (z) = natezenie mierzone przy otwartej szczelinie Sy (S2 zamknigta)
I>(z) = natezenie mierzone przy otwartej szczelinie Sy (S7 zamknigta)

I (x) = natezenie przy otwartych obu szczelinach (wynik przewidywany w
przypadku, gdyby elektrony byly czastkami klasycznymi)

I (z) = wynik rzeczywistego eksperymentu (pojawiaja sie prazki interfe-
rencyjne)
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Rysunek 3: Lewy rysunek: Schemat eksperymentu Younga polegajacego na
przepuszczeniu wiazki atomoéw neonu przez dwie szczeliny. Wcezesniej] atomy
zostaly poddane chlodzeniu laserowemu do temperatury ~1mK. Prawy rysu-
nek: Obraz interferencyjny obserwowany na ekranie. Kazdy punkt pochodzi z
detekcji uderzenia pojedynczego atomu w ekran. Wyniki eksperymentu rzeczy-
wistego.

Rysunek 4: Dyfrakcja elektronow o energii 170 eV na powierzchni weglika
krzemu (SiC).

3 Dyfrakcja elektronéw na krysztalach

‘Whiosek

Obserwacja interferencji i dyfrakcji czastek wykazuje, ze czastki
kwantowe (elektrony, atomy, ...) posiadaja wlasnosci falowe.

Natomiast inne eksperymenty wykazuja wlasnosci korpuskularne elek-
tronéw (np. pomiar tadunku i masy spoczynkowej).
Sprzecznosé 777

NIE !!!

Odpowiedz:



Rysunek 5: Obserwacja quasi-krysztatow. (a) Struktura stopu AlMnSi w du-
zej skali obserwowana pod mikroskopem elektronowym. (b) Powiekszony obraz
ciemnych obszarow na rysunku (a). Widoczna jest symetria pieciokatna (pie-
ciokaty foremne). (c¢) Obraz dyfrakcyjny otrzymany przy uzyciu elektronéow o
energii 200 keV.

—> dualizm falowo-korpuskularny

Wszystkie czastki kwantowe (fotony, elektrony, atomy) wykazuja
wlasnosci badz falowe badZz korpuskularne w zaleznosci od rodzaju
wykonywanego eksperymentu.

W eksperymentach interferencyjnych i dyfrakcyjnych obserwujemy wtasno-
$ci falowe.

Natomiast w innych eksperymentach, np. efekt fotoelektryczny, pomiar ta-
dunku lub masy spoczynkowej, obserwujemy wtasnosci korpuskularne.

e Istotna rola przyrzadu pomiarowego (i obserwatora) w procesie
pomiaru.

4 Relacje de Broglie’a

Falowo-korpuskularne wlasnosci czastek i promieniowania opisujemy za pomoca
relacji de Broglie’a, ktére obowiazuja zaré6wno dla czastek o niezerowej masie
spoczynkowej (elektrony, atomy) jak i dla promieniowania (fotonow).
Kazdej czastce kwantowej przypisujemy ped p oraz energie E za pomoca
relacji
p = hk (1)

oraz

E=hw, 2)

gdzie h = h/2m = 1.056 x 10734 Js,
h = stala Plancka jest uniwersalng stata przyrody,
k = wektor falowy o dtugosci k = |k| = 27/,
A = dlugosé fali de Broglie’a,
w = czestosé fali.



Rysunek 6: Plaszczyzna liczb zespolonych z.

Dygresja

Matematyka: Liczby zespolone

Zapis kartezjanski
z=x+1y,

gdzie i = v/—1, czyli 2 = —1.
Inaczej

z=TR(z)+iZ(z)

Sprzezenie zespolone liczby z
=z —1y

Modut liczby zespolone;j
r=|z| = Vaz*

2

= |22 =72 = 22*

Postaé¢ wyktadnicza liczby zespolonej
z = ret?
Postaé¢ trygonometryczna liczby zespolonej
z=r(cosp +isingp)

Kwadrat modutu e*¥
|ez<,a|2 = Pl =1

Fizyka: Fale



Fala biegnaca wzdtuz osi x
P(x,t) = Af(x £ v,t) (10)

Znak + odpowiada fali biegnacej w lewo, a znak — odpowiada fali biegnacej w
prawo.
Predkosé rozchodzenia sie fali (w kierunku x)

A A
Um—f—)\y—%w (11)
z-owa sktadowa wektora falowego
s
—— )\
xE oyt = %(k‘gﬂx + wt) (13)
Rownowazna postaé fali rozchodzacej sie w kierunku x
A
V(x,t) = Af Q—(k:zm + wt) (14)
T
Fala cosinusoidalna
P(xz,t) = Acos(kyx + wit) (15)
Zapis zespolony
Bla,t) =R (Aciherten) (16)

Uwaga
W fizyce klasycznej rozwazamy wytacznie fale opisane funkcjami rzeczywi-
stymi.
W fizyce kwantowej zajmujemy sie falami opisanymi funkcjami zespolo-
nymi o postaci
’(/J(x,t) _ Aei(kwwiwt) ; (17)

przy czym amplituda A jest na ogét liczba zespolona.
Fala w przestrzeni 3D

\I/(x? Y, z, t) = Aei(k’x"'kyy‘f‘kzZ—wt) (18)

W zapisie wektorowym '
W(r,t) = Aetler—wt) (19)

gdzie k = kye,+kye,+k e, jest wektorem falowym, a e;, e,, e, s wersorami
odpowiednio w kierunkach x, y, z.

Uwaga



Rysunek 7: Wektorowe réwnanie ptaszczyzny.

We wzorach (18) i (19) uzyty zostal znak —, poniewaz fala rozchodzi si¢ w
kierunku wektora k, czyli kierunki "lewy” i "prawy” traca sens.
Faza fali

p=k-r—wt (20)

Czolto fali jest zbiorem punktéw w przestrzeni, w ktorych faza fali jest
jednakowa (dla kazdej chwili czasu t), czyli

o=k -r—wt=const
Rodzaje fal w 3D
e fala kulista: czolo fali jest powierzchnia kuli
e fala ptaska: czolo fali jest plaszczyzna
o ...
Rownanie plaszezyzny (prostopadlej do wektora k)
k-r = const (21)

— Fala o postaci A
U(r,t) = Aeilkr—wt)
jest falg plaska.
Koniec dygresji.
Wracamy do gtéwnego toku wyktadu.



5 Roéwnania mechaniki kwantowej dla czastki o
niezerowej masie spoczynkowej

7 eksperymentéw interferencyjnych i dyfrakcyjnych wynika, ze czastka o masie
spoczynkowej my wykazuje wlasnosci falowe. Czastka kwantowa nie porusza sie
po okreslonej trajektorii, lecz jej ruch jest ruchem falowym.

Ruch falowy czastki w przestrzeni mozna opisaé¢ za pomoca monochroma-
tycznej fali ptaskiej o postaci

U(r,t) = Aetlkr—wt) (22)

gdzie A jest amplituda fali, a r jest wektorem polozenia czastki.

Zwiazek (22) jest postulowanym rozwigzaniem réwnan kwantowych opi-
sujacych ruch czastki swobodnej w przestrzeni.

Znajdziemy teraz te réwnania.

Szukamy rownan, ktore sa spetnione przez fale ¥(r,t), a ponadto sa zgodne
z relacjami de Broglie’a.

Uwaga: Postepowanie to jest odwrotne do zwykle realizowanego szukania
nieznanych rozwigzan znanych réwnai.
Rozwazmy najpierw relacje de Broglie’a dla wektora pedu czastki

p=rhk. (23)
W zapisie skalarnym

Definiujemy operator pedu

gdzie V jest wektorowym operatorem nabla
0 0 0
V=e,— o — =, 26
eax+ey8y+e 0z (26)
a ey, €y, €, Sg wersorami osi z,y, 2.
Operatory sktadowych pedu
0
Am = —ih— )
b e
R . 0
py = _Zh67y )
R L0
Dy = —zﬁa .
Dziatamy operatorami pedu na funkcje ¥ (22)
0
—ith—V = hk, ¥
e
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D
il W = by ¥

0
—th—V = hk, ¥
! 0z

Wynik dzialania operatora pedu na funkcje ¥ (22) w zapisie wektorowym
—ihVWU = hkV . (27)

Zgodnos$¢ rownania (27) z relacjami de Broglie’a dla pedu dostaniemy, gdy
dokonamy identyfikacji
hk=p.

Rownanie (27) jest rownaniem wlasnym operatora pedu.

Po lewej stronie réwnania (27) dzialamy operatorem pedu p = —ihV na
funkcje wlasng operatora pedu VU i otrzymujemy w wyniku wartosé¢ wla-
sna pedu réwna

p = fk

[prawa strona roéwnania (27)].

Rozwazmy teraz pochodna funkcji ¥ (27) po czasie. Rozniczkujemy ¥ po
czasie i mnozymy wynik przez ifi. W rezultacie otrzymujemy

;.
ihg V= hl (28)

Rownanie (28) jest zgodne z relacja de Broglie’a dla energii, gdy potozymy
hw=1FL.

Ogolna postaé rownania wlasnego

AU = a¥ | (29)

gdzie A jest operatorem wielkosci fizycznej A, np. pedu, energii,

¥ jest funkcja wlasna operatora A (funkcja ta jest na ogodl funkcja ze-
spolona),

a jest warto$é wlasng operatora A (jest to liczba rzeczywista).

Warto$é wlasna jest wynikiem pomiaru wielkosci A.

W mechanice klasycznej energia catkowita czastki jest okreslona za pomoca
funkcji Hamiltona, ktora wyraza energie jako funkcje wektorow potozenia i
pedu czastki

E=H(r,p). (30)

W celu otrzymania kwantowego operatora energii zastepujemy we wzorze
(30) ped operatorem pedu

p — p=—thV. (31)

11



W wyniku tego zastapienia otrzymujemy operator Hamiltona (hamilto-
nian)

H — H(r,—ihV) , (32)

ktory jest operatorem energii calkowitej czastki.
Jawna postaé¢ operatora energii catkowitej czastki

H=T+U, (33)

gdzie T jest operatorem energii kinetycznej czastki

2 2
- p h 2
T=—"——=——— 34
2’/77,0 2m0 ’ ( )
przy czym
0? 0? 0?
Vi= ——+

al jest operatorem energii potencjalnej czastki
U=U(r) (35)

Operator U jest operatorem mnozenia przez funkeje U (r).
W rezultacie powyzszych operacji mamy do dyspozycji dwa operatory ener-
gii: operator
0
ot’
wystepujacy w réwnaniu (28), oraz hamiltonian (33)

ih

H=T+U.
Pojawia sie zatem niejednoznaczno$é okreslenia operatora energii.
Niejednoznacznosé te usuwamy zadajac, aby oba te operatory byly sobie
rowne. Rownosé operatorow oznacza, ze wyniki ich dziatania na dowolng funkcje

sg sobie réwne, a zatem
ot
W rezultacie otrzymujemy zalezne od czasu réwnanie Schrddingera,
ktore jest kwantowym réwnaniem ruchu.
W celu rozwiazania zaleznego od czasu roéwnania Schrodingera (36) po-

trzebne sa:

HU . (36)

(1) warunki brzegowe ¥(rp,zeq),
(2) warunki poczatkowe ¥ (t = tg).

Zalezne od czasu rownanie Schrodingera (36) pelni w mechanice kwantowej
role analogiczna jak 2. zasada dynamiki Newtona w mechanice klasycznej.

d?r F
e (37)

12



Rownanie (37) jest klasycznym réwnaniem ruchu.

Zalezne od czasu réwnanie Schrodingera jest kwantowym réwnaniem ru-
chu.

Jezeli hamiltonian H nie zalezy od czasu, to rozwiazaniami zaleznego od
czasu rownania Schrédingera sa tzw. stany stacjonarne

(r,t) = p(r)e F/0 (38)
Dla stanéw stacjonarnych réwnanie wlasne operatora Hamiltona ma postaé
Hy = Ey, (39)

gdzie E jest wartoscia wlasng energii.
Rownanie (39) jest tzw. niezaleznym od czasu réwnaniem Schrédin-
gera.

6 Funkcja falowa

Rozwiazaniem zaleznego od czasu réwnania Schrédingera (36) jest funkcja fa-
lowa ¥(r,t), ktora takze zalezy od czasu.

Rozwiazaniem niezaleznego od czasu rownania Schrédingera (39) jest nie-
zalezna od czasu funkcja falowa (r).

Interpretacja fizyczna funkcji falowej

Funkcja falowa nie jest bezposrednio mierzalna.
Posiada ona tzw interpretacje probabilistyczna.
Oznacza ona, ze

o(r,t) < 1w (r, 1)) (40)

jest gestoscia prawdopodobienstwa znalezienia czastki w stanie kwantowym
U w potozeniu r w czasie t.

Znajac gestos¢ prawdopodobienstwa (40) obliczamy prawdopodobieristwo
P znalezienia czastki w stanie kwantowym ¥ w czesSci przestrzeni o objetosci 2
w chwili ¢ jako

P(t)= [ d&ro(r,t) . (41)
/

Prawdopodobieristwo P(t) moze by¢ zmierzone, np. za pomoca wielokrot-
nego pomiaru wykonanego na tej samej czastce w tym samym stanie kwantowym
lub mierzac rozktad wielu identycznych czastek w tym samym stanie kwanto-
wym.

Natomiast — w odréznieniu od czastki klasycznej — nie mozemy ani zmierzy¢
polozenia czastki kwantowej z dowolng doktadnoscia ani wyznaczy¢ jej trajek-
torii.
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Jezeli calkowanie we wzorze (41) wykonamy po calej przestrzeni (2 = Q),
to otrzymamy prawdopodobieristwo zdarzenia pewnego, czyli

/d3r|\11(r,t)|2 =1 Vt. (42)
Qoo

Wzor (42) jest warunkiem unormowania funkcji falowej.

Pytanie: Jaka czastke opisuje funkcja falowa o postaci fali ptaskej
(22)?

Przypomnienie postaci fali ptaskiej

U(r,t) = Ae'kr=e1)

Odpowiedz: Jest to funkcja falowa czastki swobodnej.

Uzasadnienie: .
Dla czastki swobodnej U = 0, czyli hamiltonian czastki swobodnej ma postaé
-~ h? h? 0? 0? 0?
H=- = —+—+ =] . 43
2m0V 2myg (823: * 0%y * 8%) (43)

Wstawiamy (22) i (43) do zaleznego od czasu réwnania Schrédingera (36). Po
wykonaniu rézniczkowan otrzymujemy

h2
By = 5 (K2 + iy + k)W (44)

co oznacza, ze energia calkowita czastki jest rowna jej energii kinetycznej, czyli

h2 h2k2 2
R+ +k) = — =2

E = Ekin = B (45)

mo 2m0 o 2m0 '

Te wlasnosé posiada wylgcznie energia czastki swobodne;j.

7 Zasada nieoznaczonosci Heisenberga

Falowo-korpuskularne wlasnosci czastek prowadza do istotnych ograniczen po-
miarowych. Ograniczenia te nie wynikaja z niedoskonalosci przyrzadéw pomia-
rowych, lecz z kwantowej, czyli falowo-korpuskularnej, natury czastek.

W sposoéb ilosciowy ograniczenia te wyraza zasada nieoznaczonosci wpro-
wadzona przez Wernera Heisenberga.

Nieoznaczono$é¢ polozenie-ped

Jezeli w tej samej chwili czasu mierzymy z-owe skltadowe potozenia i pedu
czastki, to zachodzi nastepujaca nieréwnosé:

ArAp, > g (46)
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polozenie #le okredlone
ped dobrze okreslony

polozenie lepiej okreslone
ped gorzej okreslony

z AN
VUVUT
polozenie dobrze okreélone
ped bardzo Zle okreslony
C) Av

polozenie bardzo dobrze okreslone
ped bardzo Zle okreslony

D)

Rysunek 8: Tlustracja nieoznaczonosci potozenie-ped.

Ax = nieoznaczono$¢ (niepewnosé, blad) pomiaru sktadowej z-owej potoze-
nia czastki

Ap, = nieoznaczonos$¢ (niepewnosé, blad) pomiaru sktadowej xz-owej pedu
czastki

Nieoznaczonosé czas-energia

Jezeli pomiar energii F stanu kwantowego trwa przez czas At, to zachodzi
nastepujaca nier6wnos¢:
n
AEAt > 5 (47)

AFE = nieoznaczonos$é (niepewnosé, btad) pomiaru energii stanu kwantowego
At = czas pomiaru (czas zycia stanu kwantowego)

Nieoznaczonos$é¢ czas-czestosé

AwAt

Vv
DO | =

8 Zastosowanie dyfrakcji czastek

Dtlugosé fali de Broglie’a

15



czas e okreslony
czgstosé dobrze okreslona

czas lepiej okreslony
czestodé gorzej okreslona

czas dobrze okreslony
c2¢s104¢ bardzo ile okreslona

o A
‘ T

«zas bardzo dobrze okreslony
czestosé bardzo #He okreslona

. i

Rysunek 9: Tlustracja nieoznaczonosci czas-czestosé.

A== — (49)

p mov’

gdzie mg jest masa spoczynkowa czastki. Energia kinetyczna czastki

2
mov 2Egin
E in — =
b 2 v mo (50)
A= __h (51)

V2moEin

Jezeli czastka posiada tadunek q i zostaje przyspieszona do predkosci v przez
napiecie V', to
FEiin =qV . (52)

Wtedy .
A= —— 93
\V 2m0qV ( )

Natomiast dla neutronéw termicznych zachodzi

3
(Ekin) = ikBT , (54)

gdzie T' jest temperatura wiazki neutronowej. Dtugosé fali de Broglie’a neutro-
néw
N (55)
V3mokpT
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Rysunek 10: Schemat aparatury LEED.

Do badan struktury krysztatow uzywamy czastek o dhugosci fali de Broglie’a

A~0.1+1A,
czyli

A~a,

gdzie a jest stalg sieci krysztahu.

Wartosci te odpowiadaja energiom czastek

10 eV — 1 keV dla elektrondéw,
10 meV — 1 €V dla neutronéw i lekkich atomow,

1 keV — 100 keV dla fotondéw.

Dyfrakcja elektronéow

badanie powierzchni cial stalych: dyfrakcja niskoenergetycznych elektro-
néw (LEED)

kontrola procesow wzrostu warstw w technologii epitaksji z wiazek mole-
kularnych (MBE)

litografia elektronowa

mikroskopia elektronowa
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Rysunek 11: Obrazy dyfrakcyjne LEED zaobserwowane na powierzchni krysz-
tatu Ni.

Dyfrakcja neutronéow

e badanie struktury krysztalow i uktadéw biologicznch

Dyfrakcja atoméw i molekut

e badanie powierzchni cial statych
Najczesciej stosowane sa wiazki atomow He i Hs.

Mikroskopia elektronowa

e elektronowy mikroskop transmisyjny

Zdolnosé rozdzielcza kazdego mikroskopu jest ograniczona przez zjawisko
dyfrakcji, czyli ilosciowo przez dtugosé fali. Dla elektronéw przyspieszo-
nych napieciem rzedu 100 kV dtugosé fali de Broglie’a jest mniejsza od 0.01
nm. A zatem elektrony te moga by¢ uzywane do obserwacji pojedynczych
atomow.

e skaningowy mikroskop elektronowy

Wiazka elektronowa przemiata (skanuje) powierzchnie punkt po punkcie.

e skaningowy mikroskop tunelowy

Mierzony jest prad tunelowy pomiedzy ostrzem a badana powierzchnia.
Prad ten maleje eksponencjalnie w funkcji odlegtosci ostrze-powierzchnia.
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Rysunek 12: Schemat i wyniki dyfrakcji neutronéw.
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Rysunek 13: Dyfrakcja atoméw He na powierzchni.
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