V.
ROWNANIA MECHANIKI
KWANTOWEJ



1 Postulaty mechaniki kwantowej

Istota teorii kwantowej moze by¢ sformutowana za pomoca postulatow, kto-
rych spelnienie postulujemy i ktoérych nie mozna wyprowadzié¢ z zadnych
innych bardziej podstawowych zasad.

Stusznosé tych postulatéw opiera sie na zgodnosci z doswiadczeniem wyni-
kajacych z nich wnioskow.

W podejsciu tym odnajdujemy analogie z wprowadzeniem réwnan ruchu
mechaniki klasycznej, ktorych takze nie da sie wyprowadzié¢ z bardziej
fundamentalnych zasad.

Np. klasyczne réwnanie ruchu (IT zasada dynamiki Newtona)
F =ma (1)

jest postulatem mechaniki klasycznej.
Przedstawie tutaj wybrane postulaty mechaniki kwantowe;.

1.1 Postulat I: Informacja zawarta w funkcji falowej

Kazdy uklad fizyczny ztozony z N czastek w stanie kwantowym |¢(t)) jest cal-
kowicie opisany przez funkcje falowa ¢ (r,t), gdzie r = (r1,ra,...,ry) 0znacza
zbior wektorow polozen czastek.

Opis caltkowity oznacza, ze kazda dostepna informacje dotyczaca ukladu
fizycznego mozna otrzymaé znajac funkcje falowa v(r,t) za pomoca regul po-
danych w kolejnych postulatach.

Interpretacja fizyczna funkcji falowej

Znajac funkcje falowa v(r,t) mozemy obliczy¢ nastepujaca wielkosé:
dPy(t) = " (r, )y (r, t)dr = [ (r,0)[*d*r (2)

gdzie dr = d*Nr = d®r1d®ry x d3ry jest 3N-wymiarowym elementem objetosci
w przestrzeni potozen czastek, przy czym wektory polozen we wspolrzednych
kartezjaniskich maja postaé

ri = (z1,y1,21) ,T2 = (T2,¥2,22), ..., TN = (TN, YN, 2N) -
Wielkos¢ dPy(t) zawiera nastepujacg informacje fizyczna:

dPy(t) jest prawdopodobienstwem znalezienia ukladu N czastek w
polozeniach

x1 € [x1, 21 +dzi],y1 € [y, y1 +din], 21 € [21, 21 + dz],

To € [T2, T2 + dxa), Y2 € [Y2,Y2 + dy2), 22 € [22, 22 + d22],

w stanie kwantowym [¢)) w chwili ¢.



Gestos$é prawdopodobienistwa
def dP, -
ou(r,t) = = = i(r 1) (3)

Wielkogé A taka, ze |A|? = o jest gestoicia prawdopodobienstwa nazywamy
amplituda gestosci prawdopodobienstwa.

— Funkcja falowa ¢ (r,t) jest amplituda gestosci prawdopodobieri-
stwa takiego zdarzenia, ze w chwili ¢ uktad N czastek znajduje sie w stanie
kwantowym |¢), przy czym czastki znajduja sie w potozeniach r = (ry,ra,...,ry).

Uwaga Gesto$¢ prawdopodobienistwa jest funkcja polozen r uktadu N cza-
stek. Natomiast prawdopodobienistwo znalezienia czastek w 3N-wymiarowym
punkcie r jest rowne zero. Niezerowe prawdopodobieristwo otrzymamy wytacz-
nie dla pewnej niezerowej objetosci przestrzeni zmiennych 7.

‘Whnioski

(1) Prawdopodobienistwo znalezienia uktadu fizycznego w stanie kwantowym
[t)) w chwili ¢ w skoriczonej objetosci 2

fumwzmemozﬂwSL (4)
Q

2) Prawdopodobienistwo znalezienia uktadu fizycznego w stanie kwantowym
g
|y w chwili t w calej (dostepnej) przestrzeni o objetosci Qo

Py(Q) = droy(r,t) =1 Vit. (5)
J

Wazne spostrzezenie: Py () nie zalezy od czasu, pomimo iz Py (,t)
od czasu zalezy.

Wzor (5) jest warunkiem unormowania funkcji falowej, ktory mozna
przepisaé jako

/ drl(r,t)]? =1 Vit. (6)

Qoo

Warunek unormowania posiada nastepujaca interpretacje fizyczna:

Suma prawdopodobienistw zdarzeii takich, ze czastki przyjmuja wszystkie
mozliwe polozenia r w przestrzeni polozen, a rozwazany uktad czastek znajduje
sie w stanie kwantowym [¢(t)), jest rowna 1.

Jest to prawdopodobienistwo zdarzenia pewnego.



Wymiar funkcji falowej jednej czastki

Wymiar gestoséci prawdopodobienistwa dla jednej czastki:
[dtugose] ~*

w ukladzie SI:
-3

m
— wymiar funkcji falowej pojedynczej czastki:

[dlugoéé]_3/2 =m3/2

Faza funkcji falowej

Jezeli dokonamy nastepujacej zmiany funkcji falowej,

Y — e’ =4, (7)
gdzie § € R (R = zbior liczb rzeczywistych), to
o = W' =91 = [¥f* = oy . (8)

— Pomnozenie funkcji falowej przez czynnik fazowy e’ nie zmienia ge-
stosci prawdopodobienistwa, czyli nie prowadzi do zadnych zmian wtasnosci fi-
zycznych uktadu.

—> Funkcja falowa okres$lona jest z dokladnoscia do czynnika fa-
zowego ¢'%, gdzie 6 € R.

1.2 Postulat II: Rownanie wlasne

Rownanie wlasne ma postaé
Qwu - WI/LS)I/ (9)

0= operator (hermitowski) odpowiadajacy wielkosci fizycznej Q v, = funk-
cja wlasna operatora O w stanie kwantowym v w, = wartos¢ wtlasna (liczba
rzeczywista bedaca wynikiem pomiaru)

Przyktady

e operator pedu czastki p = —ihV p = (D, Dy, D») operatory sktadowych
pedu p, = —ihd/0z ,p, = —ihd/0y ,p, = —ih0/0z



e operator energii kinetycznej czastki

=2 272
T:L:_ﬁv
2m 2m

m = masa spoczynkowa czastki

e operator energii czastki, operator Hamiltona, hamiltonian
H=T+U(r)
U (r) = U(r) = operator energii potencjalnej czastki

1.3 Postulat III: Kwantowe réwnanie ruchu

Ewolucja w czasie funkcji falowej ukladu fizycznego okreslona jest
réwnaniem Schrédingera zaleznym od czasu

o ~
ih&d)(r, t) = Hy(r,t), (10)

gdzie H jest hamiltonianem uktladu.

Rownanie (16) jest kwantowym réwnaniem ruchu.

Rownanie (16) jest rownaniem rézniczkowym czastkowym, ktore pozwala na
przewidywanie ewolucji w czasie funkcji falowej ¥(r,t), jezeli znamy jej
wartosci ¢¥(r,0) w chwili poczatkowej t = 0.

Sa to warunki poczatkowe.

Ponadto w celu znalezienia jednoznacznych rozwiazan réwnania (16) mu-
simy zna¢ warunki brzegowe, czyli ¥(Tprzeq,t), gdzie rpp.eqy Sa wWartosciami
wspolrzednych brzegu obszaru, w ktérym znajduje sie uktad fizyczny.

Komentarze

(1) Zalezne od czasu roéwnanie Schrodingera jest odpowiednikiem II zasady
dynamiki Newtona (klasycznego réwnania ruchu) w mechanice klasycznej'.
 Czy klasyczne rownanie ruchu (II zasada dynamiki Newtona) zawiera kom-
pletna (makroskopowo dostepna) informacje o ruchu czastki klasycznej?
Roéwnanie to ma postaé

F =ma. (11)
Przyspieszenie czastki
d’r  dv
T T (12)

mozna zmierzy¢ np. mierzac zmiane predkosci dv w czasie dt.

Jednak réwnanie (11) zawiera dwie nieznane wielkosci: site F 1 mase czastki
m. Zasady dynamiki Newtona nie podaja niezaleznych definicji (sposobéw po-
miaru) sity i masy czastki, a zatem rownanie (11) mozna uznaé¢ za definicje
zaréwno sity jak i masy.



— Sila i masa nie sg dobrze okreslone?
Rozwiazaniem tego problemu jest zapisanie rownania (11) w rownowaznej
postaci uktadu dwoch rownan (réwnari Hamiltona)

_dp
F= (13)
p=mv. (14)

Ped czastki p moze by¢ bezposrednio zmierzony (np. w zderzeniu sprezy-
stym).

Zgodnie z rownaniem (13) sila zdefiniowana jest jako zmiana pedu czastki.
Tak zdefiniowana sita jest wielkoscig mierzalna.

Uwaga:

Trajektoria czastki jest jednoznacznie okreslona, tzn. potrafimy wyznaczy¢
polozenie r(t) i predkosé czastki v(t) w dowolnej chwili czasu, jezeli znamy
warto$ci poczatkowe potozenia czastki

ro=r(t=0)
i predkosci czastki
vo=v({t=0).

(2) Determinizm kwantowy
Rownanie Schrédingera zalezne od czasu pozwala na jednoznaczne prze-
widywanie czasowej ewolucji funkcji falowej uktadu, jezeli znamy jej wartosci w
chwili poczatkowej
W(r,0) — (r,t) YVt >0 (15)

oraz odpowiednie warunki brzegowe. Wylacznie w tym sensie mozemy méwié o
deterministycznym charakterze mechaniki kwantowej.

(3) Indeterminizm kwantowy (probabilistyczny charakter mecha-
niki kwantowej)

W swej istocie mechanika kwantowa jest jednak teoria probabilistyczna.

(a) Znajomosé funkeji falowej dostarcza nam informacji o prawdopodobien-
stwie, czyli informacji o charakterze probabilistycznym

op(rt) = [v(r,1)]* . (16)

(b) W mikroswiecie wystepuje nieokreslonosé trajektorii czastek (infor-
macja o trajektoriach czastek jest niedostepna, co wynika z zasady nie-
oznaczonosci Heisenberga).

Dyskusja



(1) Filozoficzna interpretacja mechaniki kwantowej:  szkola kopenhaska
(Bohr) e Opis probabilistyczny tkwi w spos6b immanentny w
kazdym réwnaniu kwantowym.

(2) Kwantowa teoria pomiaru: istota pomiaru sprowadza sie do zastosowania
schematu: aparatura eksperymentalna —> obiekt mierzony —-
obserwator

(3) Subiektywistyczna teoria poznania

Podsumowanie postulatéw mechaniki kwantowej

e Zgodnie z teorig kwantows wielkosé fizyczna mozemy zmierzy¢ dokladnie
jedynie wtedy, gdy uktad fizyczny znajduje sie w stanie wlasnym operatora
odpowiadajacego wielko$ci mierzone;j.

—> Brak informacji o ukladzie kwantowym pomiedzy pomia-
rami.

e Kwantowe podejscie do procesu pomiaru: Pomiar przy uzyciu aparatury
makroskopowej jest silnym zaburzeniem stanéw mikroswiata.

e Tzw. "natura” materii (czastek i promieniowania) zalezy od rodzaju wy-
konanego eksperymentu, np. eksperyment interferencyjny odstania falowy
charakter czastek.

e Pelng informacje o uktadzie kwantowym posiadamy jedynie w sensie zna-
jomosci prawdopodobienistwa, wartosci wlasnych, wartosci oczekiwanych
i ich ewolucji w czasie.

Trajektoria czastki kwantowej nie jest mierzalna.

Natomiast warto$ci wlasne wielkosci fizycznych w stanach wla-
snych sg dokladnie mierzalne.

Przyktad

Mogtoby sie wydawaé, ze potrafimy wyznaczaé trajektorie czastek, np. za
pomoca komor pecherzykowych.

Jednakze w komorze tej mierzymy Slad czastki, ktorego szerokosé jest ~
108 — 100 razy wicksza od rozmiaréw czastki elementarne;j.

Szacowany blad takiego pomiaru jest o ponad 8 rzedow wielkosci wiekszy od
rozmiaréw czastki.

=—> Nie mozna zatem uznaé, ze w tych pomiarach wyznaczana jest trajek-
toria czastki elementarne;j.



2 Stany stacjonarne
Jezeli hamiltonian ukladu nie zalezy od czasu, czyli

H#f(t), (17)

to w zaleznym od czasu rownanie Schrédingera (16) mozna rozseparowaé zmienne
przestrzenne r od czasu t i otrzymaé czasows zalezno$é¢ rozwiazan w postaci

U(r,t) = p(r)e™™" (18)
gdzie ¢(r) jest czeScia przestrzenna funkcji falowej, a w = E/h.

Uwaga

Dla uktadu w stanie stacjonarnym gesto$é prawdopodobienistwa nie zalezy
od czasu, poniewaz

o(r,t) = e Plo(r)* = lo(r)|* # f(t) - (19)

Funkcja falowa o(r) spelnia niezalezne od czasu réwnanie Schrédin-

gera R
Ho(r) = Bol(r) . (20)

Rownanie (20) jest rownaniem wlasnym operatora Hamiltona (hamil-
tonianu), ktorego wartosciami wlasnymi sa energie uktadu w réznych stanach
kwantowych ¢, (1)

E=EFE,. (21)

v = zbior liczb kwantowych, okreslajacych dany stan kwantowy

W dalszym toku wyktadu bedziemy sie zajmowaé stanami stacjonarnymi, a
zatem bedziemy rozwiazywac rownanie (20).

3 Czastka swobodna

Dla czastki swobodnej U = 0, a zatem

R 22
o=V (22)
2m
Rownanie wlasne operatora (22) ma postac
22
) = B (23

Latwo sprawdzi¢, ze rozwiagzaniami rownania (23) s fale plaskie (w przestrzeni
potozen)

P(r) = Ce'kr | (24)

gdzie C jest stala normalizacyjna.



Fale ptaskie speiniaja relacje de Broglie’a
p = hk (25)
oraz
FE=hv. (26)

Jezeli czastka swobodna znajduje sie w skoriczonej czesci przestrzeni o obje-
tosci €2, to stala normalizacyjna wyznaczamy nastepujaco:

/ Brip) = |CPQ =1, (27)

Q

czyli
1
C=—. 28
va 28)

A zatem pelne rozwiazanie réwnania Schrédingera dla czastki swobodnej ma
postac

1 5
r)=——e"“". 29
v = = (29)
Czastka swobodna posiada energie
h2k2 p2
= = - . 30
2m 2m (30)

Gestosé prawdopodobienistwa znalezienia czastki swobodnej w dowolnym po-
tozeniu w dostepnej czesci przestrzeni

1
e=q= const . (31)

4 Jednowymiarowy prog potencjalu
Energia potencjalna czastki dla progu (schodka) potencjalu ma postacé

0 dlax<0
Vi) = { Vo dlaz>0 (32)

W zaleznosci od wartosci energii E czastki wzgledem wysokosci progu po-
tencjalu Vy mamy do czynienia z dwoma przypadkami.

(a) Przypadek E > 1}

W tym przypadku czastka jest swobodna dla x < 0, natomiast odczuwa
odpychajacy potencjat V; dla x > 0.
Definiujemy wielkosci
9 2mkE
k =
1 K2

(33)



2m(E — V;
kg:% (34)

W obszarze (1) (x < 0) rownanie Schrédingera przyjmuje postaé

d2
(o +) ) =0, (35)
a w obszarze (2) (z > 0)
d? 9
Najogolniejsze rozwiazanie tych réwnan ma postaé
V1 (x) = Aet™1® 4 BemhT (1 < 0) | (37)
Yo(x) = Cetf2® 4 De=H2 (1 >0), (38)

gdzie Ae™™® oraz Ce'*2* odpowiadaja falom biegnacym w kierunku (+z), na-
tomiast Be~ 1% oraz De~**2% odpowiadajg falom biegnacym w kierunku (—z).

Jestesmy zainteresowani czastka, ktora (w chwili poczatkowej) pada na prog
potencjatu z lewej strony, czyli w obszarze (1) jej funkcja falowa ma postaé
Ae*1® (Czastka ta moze zostaé¢ odbita od progu potencjatu lub przejsé przez
ten prog. W obszarze (2) czastka nie ulega odbiciu ze wzgledu na brak progu
potencjalu w tym obszarze, a zatem D = 0.

Zalezne od czasu rozwiazanie rownania Schrédingera dla progu potencjatu
ma postaé¢ funkcji falowej stanu stacjonarnego

Aetlkriz—wt) 4 Be—ilkiztwt) ] 2 < ()
\I’(J?,t) = { Cei(lczxfwt) dlaz>0, (39)
gdzie Aexpli(k1z — wt)] opisuje fale padajaca (biegnaca w prawo),
Bexp[—i(k1z + wt)] opisuje fale odbita (biegnaca w lewo),
natomiast C exp[i(kex —wt)] opisuje fale przechodzaca (transmitowana)
do obszaru (2) (biegnaca w prawo).
Interpretacja rozwiazan (39)

Czastka padajaca z lewej strony na prog potencjalu moze ulec odbiciu (z am-
plituda prawdopodobienistwa B) lub transmisji do obszaru progu (z amplituda
prawdopodobienistwa C).

Czastka padajaca, odbita i przepuszczona opisana jest funkcjg falowa w po-

staci fali ptaskiej.

Energia potencjalna V() (gérny rysunek) i gestosé prawdopodobieristwa |4 (z)|? (dolny rysu-
nek) znalezienia czastki w polozeniu z dla progu potencjalu. Rysunki odpowiadaja przypadkowi
E > V.

(b) Przypadek E <V}

10



W tym przypadku dla £ < 0 réwnanie Schréodingera ma te sama postac,
jak w przypadku (a) [por. réwnanie (35)]. Natomiast dla x > 0 réwnanie
Schrédingera przyjmuje postaé

(j; - k;> Ya(z) =0 (x> 0), (40)

gdzie
2m(Vop — FE
kb = —(ho ) . (41)

Rozwiazaniem réwnania (40) jest funkcja
Po(x) = Ce 2% 4 Dethar (42)

Wyraz Detkar jest rozbiezny przy x — oo. Funkcja falowa jako amplituda
gestosci prawdopodobienistwa musi by¢ skoniczona dla dowolnego x, a zatem D
musi znikaé.

Ostatecznie zalezna od czasu funkcja falowa ma postaé

v Aeitkiz—wt) | Be—ilkiz+wt)  dlg 2 < )
(z,t) = { Cle—Fsa p—iwt dlaz>0.

Dla x > 0 gestos¢ prawdopodobienistwa znalezienia czastki w obszarze progu
potencjatu

(43)

olx) = |CPe 2
przyjmuje warto$ci niezerowe i maleje eksponencjalnie do zera, co oznacza, ze
czastka kwantowa moze z niezerowym prawdopodobienstwem znalezé sie
w obszarze zabronionym dla czastki klasycznej, czyli w obszarze, w ktérym
E < V.

Energia potencjalna V() (gérny rysunek) i gestosé prawdopodobieristwa |4 (z)|? (dolny rysu-
nek) znalezienia czastki w polozeniu z dla progu potencjalu. Rysunki odpowiadaja przypadkowi
E < V.

11



¥ix)

5 Jednowymiarowa bariera potencjalu

(a) Przypadek E > 1}

Energia potencjalna V(z) (gérny rysunek) i gesto§é prawdopodobienstwa |¢(w)\2 znalezienia

czastki (dolny rysunek) dla bariery potencjalu. Rysunki odpowiadajg przypadkowi E > Vj.

(a) Przypadek F <V}
Energia potencjalna V(x) (gorny rysunek) i gestosé prawdopodobienstwa |1(x)|? znalezienia
czastki (dolny rysunek) dla bariery potencjalu. Rysunki odpowiadajg przypadkowi E < Vj.

Dolny rysunek pokazuje kwantowy efekt tunelowy.

Zastosowania

e kwantowy efekt tunelowy w nanoprzyrzadach pélprzewodnikowych

e sterowanie pradami plynacymi w nanoprzyrzadach poélprzewodnikowych

6 Jednowymiarowa nieskonczona studnia poten-
cjatu
W nieskoriczenie glebokiej studni potencjatu czastka posiada energie potencjalnag

4+oo dlax <0,
Viz)=< 0 dla0<z<a, (44)
4+oo dlax>a,

12
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E<V0
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gdzie a jest szerokosciag studni.
Jezeli zdefiniujemy wielkosé

2mE

k* = =7 (45)
to rownanie Schrédingera przyjmuje postaé
2
<dx2 + k2> Y(z)=0. (46)
Rozwiazaniami rownania (46) sa funkcje
Y(x) = Asin(kz) + B cos(kx) . (47)

Sa to fale stojace.
Ze wzgledu na nieskoriczong warto$¢ energii potencjalnej funkcje falowe (47)
musza znika¢ na brzegach studni, czyli

Warunek 1(0) = 0 oznacza, ze B = 0.
Natomiast warunek ¢(a) = Asin(ka) = 0 prowadzi do dozwolonych wartosci
wlasnych sktadowej = wektora falowego

k=k,=—, (48)
gdzien =1,2,....

7 dozwolonych wartosci wtasnych wektora falowego otrzymujemy — na pod-
stawie (45) — dozwolone wartosci wlasne energii

A

= 49
" 2m ma? (49)
gdzien =1,2,....
Energia czastki uwiezionej w nieskoriczenie gtebokiej studni potencjatu jest
skwantowana.

Funkcje falowe 9, (z) (n = 1,2, 3) trzech pierwszych stanéw czastki w nieskoriczenie glebokiej
studni potencjatu o szerokosci a.

7 Jednowymiarowa skoniczona studnia potencjalu

(a) Przypadek FE > 1}

Energia potencjalna V (z) oraz funkcje falowe 1) (z) czastki w jednowymiarowej studni potencjalu
o skonczonej glebokosci V. Rysunek odpowiada przypadkowi E > Vj.

(b) Przypadek 0 < E < 1}

Energia potencjalna V (z) oraz funkcje falowe 1 (z) czastki w jednowymiarowej studni potencjalu
o skonczonej glebokosci V. Rysunek odpowiada przypadkowi 0 < E < Vj.

14
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Zastosowania

e studnie kwantowe

e kropki kwantowe

8 Jednowymiarowy oscylator harmoniczny

Energia potencjalna czastki wykonujacej tzw. male drgania wokoét potozenia
réwnowagi ma postac
Uz) = ka? . (50)
Jest to energia potencjalna jednowymiarowego oscylatora harmonicznego.
Parametr £ jest stala sprezystosci, ktéra ma wymiar
[energia] x [dtugogé] =2 = Jm~—? = kg x s~ 2
Ten sam wymiar ma wielkosé
[masa| x [czestosé]?.
Mozemy zatem zapisaé stala sprezystosci jako
k= 1mw2 , (51)
2
gdzie w = czestos$¢ drgani, m = masa czastki, a 1/2 zostala wprowadzona ze
wzgledu na prostote obliczen.
Dla czastki w polu jednowymiarowego oscylatora harmonicznego hamilto-

nian ma postac
~ h? d? 1 5,

a rownanie Schrodingera zapisujemy jako
R dz 1,

Energie wlasne dane sa wzorem
1
E, = <n+2)hw, (54)

gdzie n =0,1,2,... jest oscylatorowa liczba kwantowa.
Funkcja falowa stanu podstawowego dana jest wzorem

1 — 22/ (212
Yo(r) = /a2 © AS (55)

gdzie
jest parametrem o wymiarze dtugosci.

Funkcje falowe 1, (xz) (n = 0,1,2) trzech pierwszych stanéw jednowymiarowego oscylatora
harmonicznego.
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wo(x) wi(x) ya(x)

‘Whioski

w potencjale oscylatora harmonicznego czastka kwantowa wykonuje drga-
nia o skwantowanych czestosciach i energiach

energia kwantu drgai AE = hw [por. problem promieniowania ciata do-
skonale czarnego|

przejscia kwantowe pomiedzy stanami n i n’ zachodzg z absorpcja/emisja
energii |E,, — E,/| = |n — n/|Aiw

funkcje falowe czastki sa zlokalizowane w obszarze dziatania potencjalu
harmonicznego (ale z mozliwoscia penetracji do obszaréw zabronionych
klasycznie)

Zastosowania

drgania atoméw wokoét potozeri réwnowagi w molekutach i krysztatach
elektron uwieziony w nanostrukturze potprzewodnikowe;j

drgania pola elektromagnetycznego
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