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Rysunek 1: Cz¡stka o masie m0 poruszaj¡ca si¦ z pr¦dko±ci¡ ~v po torze o
wektorze wodz¡cym ~r posiada wzgl¦dem punktu 0 moment p¦du ~l = m0~r × ~v.

1 De�nicja momentu p¦du

W mechanice klasycznej moment p¦du cz¡stki de�niujemy jako

l = r× p , (1)

gdzie r jest wektorem poªo»enia cz¡stki, a p jest jej p¦dem.
Cz¡stka posiada niezerowy moment p¦du, je»eli iloczyn wektorowy we wzorze

(1) nie znika.

Moment p¦du jest wektorem o skªadowych

lx = ypz − zpy , (2)

ly = zpx − xpz , (3)

lz = xpy − ypx , (4)

przy czym r = (x, y, z) i p = (px, py, pz).
W mechanice kwantowej posªugujemy si¦ operatorem momentu p¦du

zde�niowanym jako
l̂ = r̂× p̂ , (5)

gdzie r̂ i p̂ s¡ odpowiednio operatorami poªo»enia i p¦du.
Operator poªo»enia jest operatorem mno»enia przez skªadowe wektora r,

czyli
r̂ ≡ r = (x, y, z) . (6)
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Rysunek 2: Wspóªrz¦dne sferyczne punktu P .

Operator p¦du jest operatorem ró»niczkowania wyra»onym za pomoc¡ operatora
∇

p̂ = −i~∇ . (7)

Równowa»na posta¢ operatora momentu p¦du

l̂ = −i~r×∇ . (8)

Operatory skªadowych operatora momentu p¦du (8)

l̂x = −i~
(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)
, (9)

l̂y = −i~
(
z
∂

∂x
− x ∂

∂z

)
, (10)

l̂z = −i~
(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
. (11)

2 Wspóªrz¦dne sferyczne

Wyrazimy teraz operatory momentu p¦du we wspóªrz¦dnych sferycznych.
Wspóªrz¦dne kartezja«skie (x, y, z) mo»na wyrazi¢ we wspóªrz¦dnych sferycz-
nych (r, θ, ϕ) nast¦puj¡co:

x = r sin θcosϕ ,
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y = r sin θ sinϕ ,

z = r cos θ ,

przy czym 0 ≤ r <∞, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π.
Dokonamy transformacji do wspóªrz¦dnych sferycznych operatora z-owej

skªadowej momentu p¦du, czyli operatora l̂z. Przeksztaªcamy pierwsz¡ po-
chodn¡ wzgl¦dem ϕ zgodnie z przepisem na obliczanie pochodnej funkcji zªo»o-
nej f(ϕ(x, y)).

∂

∂ϕ
=
∂x

∂ϕ

∂

∂x
+
∂y

∂ϕ

∂

∂y
= −y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
. (12)

Z porównania (11) i (12) wynika, »e

l̂z = −i~ ∂

∂ϕ
. (13)

3 Równanie wªasne skªadowej momentu p¦du

Ze wzgl¦du na izotropowo±¢ przestrzeni wybór skªadowej momentu p¦du jest
dowolny†. Tradycyjnie wybieramy skªadow¡ z-ow¡. A zatem b¦dziemy rozwi¡-
zywa¢ problem wªasny dla operatora l̂z.

†Je»eli w przestrzeni dziaªa jednorodne pole magnetyczne B = (0, 0, B), to
jego kierunek wyznacza o± z.

Równanie wªasne operatora l̂z ma posta¢

l̂zΦ = µΦ , (14)

gdzie µ jest warto±ci¡ wªasn¡ operatora l̂z, a Φ = Φ(ϕ) jest jego funkcj¡ wªasn¡.
Korzystaj¡c z wyra»enia operatora l̂z we wspóªrz¦dnych sferycznych otrzy-

mujemy

−i~ d

dϕ
Φ(ϕ) = µΦ(ϕ) . (15)

Rozwi¡zaniem równania (15) jest funkcja wªasna

Φ(ϕ) = Cei
µ
~ϕ , (16)

gdzie C jest staª¡ normalizacji.
�¡damy, aby funkcja wªasna (16) byªa jednoznaczna, czyli

Φ(ϕ+ 2π) = Φ(ϕ) (17)

Z warunku (17) wynika, »e

Φ(ϕ+ 2π) = Cei
µ
~ (ϕ+2π) = Cei

µ
~ 2πei

µ
~ϕ = Φ(ϕ) . (18)

Z wªasno±ci (18) wynika, »e

ei
µ
~ 2π = 1 ,
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czyli

cos
2πµ
~

+ i sin
2πµ
~

= 1 ,

a zatem
µ

~
2π = m× 2π .

Ostatecznie
µ

~
= m , (19)

gdzie m jest liczb¡ caªkowit¡ przyjmuj¡c¡ warto±ci m = 0,±1,±2, . . ..
Zgodnie z wªasno±ci¡ (19) warto±ci wªasne operatora z-owej skªadowej mo-

mentu p¦du s¡ okre±lone przez

µ = m~ , (m = 0,±1,±2, . . .) (20)

Liczba m jest magnetyczn¡ liczb¡ kwantow¡.
Uwaga:

• Dla cz¡stki w przestrzeni nie istnieje górne ograniczenie liczby kwantowej
m.

• Dla elektronu w atomie istnieje maksymalna liczba kwantowa m = mmax

mmax = l ,

gdzie l = 0, 1, 2, . . . , n−1 jest azymutaln¡ liczb¡ kwantow¡, która okre-
±la caªkowity moment p¦du elektronu, natomiast n jest gªówn¡ liczb¡
kwantow¡, przyjmuj¡c¡ warto±ci n = 1, 2, . . ..

Staª¡ normalizacji C obliczamy z warunku unormowania funkcji falowej (16)

2π∫
0

dϕ|Φm(ϕ)|2 = 1 . (21)

Warunek ten oznacza, »e cz¡stka o liczbie kwantowej m na pewno znajduje si¦
gdziekolwiek w przestrzeni.

|C|2 × 2π = 1 =⇒ C =
1√
2π

Unormowana funkcja wªasna operatora l̂z ma posta¢

Φm(ϕ) =
1√
2π
eimϕ . (22)

Dla elektronu w atomie dla danej azymutalnej liczby kwantowej l magne-
tyczna liczba kwantowa m przyjmuje 2l + 1 ró»nych warto±ci

m = −l,−l + 1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , l − 1, l .

Inaczej

|m| ≤ l .
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Rysunek 3: Model wektorowy orbitalnego momentu p¦du dla l = 2.

Kwantowanie przestrzenne orbitalnego momentu p¦du

Dla ukªadu kwantowego mo»na zmierzy¢ równocze±nie warto±ci wªasne ope-
ratorów kwadratu momentu p¦du l̂2 oraz jego rzutu l̂z. W wyniku pomiaru
otrzymany nast¦puj¡ce liczby:

l2 = l(l + 1)~2

dla kwadratu momentu p¦du oraz

lz = m~

dla rzutu momentu p¦du na o± z.

Wyniki te mo»na obrazowo przedstawi¢ za pomoc¡ tzw. modelu wektoro-
wego.

4 Magnetyczny moment dipolowy

Zwi¡zek pomi¦dzy orbitalnym momentem p¦du a magnetycznym
momentem dipolowym

Je»eli cz¡stka klasyczna o ªadunku elektrycznym q i masie m0 porusza si¦
po orbicie koªowej o promieniu r, to z ruchem tym zwi¡zany jest magnetyczny
moment dipolowy µl.

µl = IAen , (23)

gdzie I = q/T jest nat¦»eniem pr¡du, T okresem obiegu orbity, A = πr2 jest
polem powierzchni koªa o promieniu r, a en jest wersorem prostopadªym do
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Rysunek 4: Cz¡stka o ªadunku q i masie m = m0 poruszaj¡ca si¦ po okr¦gu
o promieniu r z pr¦dko±ci¡ ~v posiada moment p¦du ~l = m0vr~en i zwi¡zany z
nim magnetyczny moment dipolowy ~µl = (q/2m0)~l, czyli ~µl ↑↑ ~l dla q > 0 oraz
~µl ↑↓ ~l dla q < 0.

pªaszczyzny orbity (zwrot wersora zwi¡zany jest z obrotem reguª¡ ±ruby prawo-
skr¦tnej).

Wektor µl nazywamy orbitalnym magnetycznym momentem dipolo-
wym.

Orbitalny magnetyczny moment dipolowy wynika z ruchu cz¡stki o ªadunku
q po orbicie o promieniu r. Ruch orbitalny cz¡stki naªadowanej prowadzi do
powstania pola magnetycznego Bl o zwrocie zgodnym ze zwrotem wektora
µl. A zatem

Bl ↑↑ µl .

Obliczmy dªugo±¢ wektora orbitalnego magnetycznego momentu dipolowego

µl =
π

T
qr2 =

1
2
ωqr2 , (24)

gdzie ω = 2π/T jest cz¦sto±ci¡ obiegu orbity.
Dªugo±¢ wektora momentu p¦du dla ruchu po orbicie koªowej wyra»a si¦

wzorem
l = pr = m0vr = m0ωr

2 . (25)

Wyznaczymy teraz zwi¡zek pomi¦dzy momentem p¦du i magnetycznym mo-
mentem dipolowym.

Ze wzorów (24) oraz (25) wynika, »e pomi¦dzy dªugo±ciami tych wektorów
zachodzi nast¦puj¡cy zwi¡zek:

µl =
q

2m0
l . (26)

Wektor orbitalnego momentu p¦du posiada kierunek i zwrot zgodne z wer-
sorem prostopadªym do pªaszczyzny wyznaczonej przez orbit¦ ruchu koªowego

l ↑↑ en .

7



A zatem
µl =

q

2m0
l . (27)

Dla elektronu (q = −e < 0 ,m0 = me) otrzymujemy

µel = − e

2me
l . (28)

Wzór (28) mo»na zapisa¢ jako

µel = γel l , (29)

gdzie γel jest stosunkiem magnetomechanicznym dla elektronu

γel = − e

2me
. (30)

Inaczej wielko±¢ t¦ nazywamy orbitalnym wspóªczynnikiem »yromagne-
tycznym dla elektronu.

W mechanice kwantowej zast¦pujemy wielko±ci �zyczne operatorami. Na
podstawie zwi¡zków (27) i (28) otrzymujemy odpowiednie zwi¡zki pomi¦dzy
operatorami

µ̂l =
q

2m0
l̂ (31)

dla dowolnej cz¡stki o ªadunku q i masie m0 oraz

µ̂el = − e

2me
l̂ (32)

dla elektronu.

5 Oddziaªywanie z polem magnetycznym

Cz¡stka o orbitalnym magnetycznym momencie dipolowym µl oddziaªywuje z
zewn¦trznym polem magnetycznym B. Oddziaªywanie to prowadzi do skiero-
wania dipola magnetycznego cz¡stki zgodnie z polem B.

=⇒ analogia do ustawienia igªy magnetycznej kompasu zgodnie
ziemskim polem magnetycznym

Operator energii potencjalnej oddziaªywania orbitalnego momentu magne-
tycznego z zewn¦trznym polem magnetycznym wyra»a si¦ wzorem

∆Ûl = −µ̂l ·B . (33)

Inna posta¢ wzoru (33)

∆Ûl = −µ̂lB cos θ , (34)

gdzie θ jest k¡tem pomi¦dzy wektorami µ̂l oraz B.
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Je»eli θ = 0, to cos θ = +1 =⇒
∆Ûl = −µ̂lB =⇒ minimalna energia oddziaªywania.
Je»eli θ = π, to cos θ = −1 =⇒
∆Ûl = +µ̂lB =⇒ maksymalna energia oddziaªywania.
Je»eli wybierzemy o± z zgodnie z kierunkiem jednorodnego pola magnetycz-

nego B = (0, 0, B), to
∆Ûl = −µ̂zB , (35)

gdzie µ̂z jest operatorem z-owej skªadowej magnetycznego momentu dipolowego.
Rozwa»my elektron w stanie o okre±lonej warto±ci z-owej skªadowej orbital-

nego momentu p¦du. Zgodnie ze wzorem (32)

∆Ûl =
eB

2me
l̂z . (36)

Wynikiem dziaªania operatora (36) na stan wªasny operatora l̂z odpowiada-
j¡cy warto±ci wªasnej m~ jest energia

Em =
eBm~
2me

. (37)

Wielko±¢

ωc =
eB

2me

jest cz¦sto±ci¡ cyklotronow¡ elektronu. Ostatecznie

Em = m~ωc . (38)

Wzór (38) wyra»a dodatkow¡ energi¦, jak¡ posiada elektron w stanie o magne-
tycznej liczbie kwantowej m w zewn¦trznym polu magnetycznym B.

Wnioski

• Energia elektronu w zewn¦trznym polu magnetycznym jest minimalna,
je»eli wektor orbitalnego momentu p¦du ustawiony jest antyrównolegle
wzgl¦dem zewn¦trznego pola magnetycznego (ze wzgl¦du na ujemny znak
ªadunku elektronu), natomiast wektor magnetycznego momentu dipolo-
wego ustawiony jest równolegle do zewn¦trznego pola magnetycznego
(tak jak igªa magnetyczna).

• Wzór (38) pokazuje, »e energia elektronu w polu magnetycznym jest skwan-
towana zgodnie z warto±ciami magnetycznej liczby kwantowej m, czyli

Em = 0,±~ωc,±2~ωc, . . . .

Je»eli rozwa»ymy dwa stany kwantowe odpowiadaj¡ce warto±ciom wªasnym
z-owej skªadowej momentu p¦du m1 i m2, czyli

∆m = m1 −m2 ,
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Rysunek 5: Rozszczepienie poziomu energetycznego odpowiadaj¡cego l = 1 w
zewn¦trznym polu magnetycznym B.

to ró»nica energii tych stanów

∆E = ∆m~ωc . (39)

Przej±cia o energii ∆E obserwowane dla atomów w polu magnetycznym to
tzw. normalny efekt Zeemana.

6 Zastosowania

• klasy�kacja stanów kwantowych atomu (notacja spektroskopowa): stany
o l = 0 nazywamy stanami s, stany o l = 1 � stanami p, stany o
l = 2 � stanami d, a stany o l = 3 � stanami f , ponadto stosujemy
nast¦puj¡ce oznaczenia: p0 dla m = 0, p± dla m = ±1, itd.

• identy�kacja linii widmowych atomów i molekuª w polu magnetycznym
(spektroskopia atomowa i molekularna w polu magnetycznym)

• identy�kacja linii widmowych elektronów w ciaªach staªych w polu ma-
gnetycznym

• Elektronowy Paramagnetyczny Rezonans (EPR), którego podstaw¡
jest normalny efekt Zeemana
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Rysunek 6: Normalny efekt Zeemana: przej±cia s→ p.
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