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Rysunek 1: Czastka o masie mo poruszajaca si¢ z predkoScia U po torze o
wektorze wodzacym 7 posiada wzgledem punktu 0 moment pedu I = mor x v.
1 Definicja momentu pedu
W mechanice klasycznej moment pedu czastki definiujemy jako

l=rxp, (1)

gdzie r jest wektorem potozenia czastki, a p jest jej pedem.
Czastka posiada niezerowy moment pedu, jezeli iloczyn wektorowy we wzorze
(1) nie znika.

Moment pedu jest wektorem o sktadowych

lw =YPz — 2Py » (2)
ly = ZPz — XP2z , (3)
l,= TPy — YPx » (4)

przy czym r = (2,y,z) i p = (pz, Py, P)-
W mechanice kwantowej postugujemy sie operatorem momentu pedu
zdefiniowanym jako
l1=F#xp, (5)

gdzie t i p sa odpowiednio operatorami potozenia i pedu.
Operator polozenia jest operatorem mnozenia przez sktadowe wektora r,
czyli
F=r=(r.y.2). (6)



Rysunek 2: Wspoélrzedne sferyczne punktu P.

Operator pedu jest operatorem rozniczkowania wyrazonym za pomocy operatora

v
p=—ihV . (7)

Roéwnowazna postaé¢ operatora momentu pedu
1= —ihr x V. (8)

Operatory sktadowych operatora momentu pedu (8)

A 0 0
l, = —ih <y82 — Zay> , (9)
N 0 0
ly = —ih (za - m&z) , (10)
. 0 0
. = —ih (xay - yam> (11)

2 Wspolrzedne sferyczne

Wyrazimy teraz operatory momentu pedu we wspotrzednych sferycznych.
Wspotrzedne kartezjanskie (z,y,z) mozna wyrazi¢ we wspohrzednych sferycz-
nych (r, 0, ¢) nastepujaco:

x = rsinfcosy ,



y=rsinfsing ,
z=rcosf ,
przy czym 0 <7 < o0, 0 <0 <7, 0< ¢ <27
Dokonamy transformacji do wspolrzednych sferycznych operatora z-owej

sktadowej momentu pedu, czyli operatora [,. Przeksztalcamy pierwsza po-
chodna wzgledem ¢ zgodnie z przepisem na obliczanie pochodnej funkcji ztozo-
nej f(g(z,y)). 5 o d o 5 5
x
—:———l——y—:—y——i—x—. (12)
Odp Opdx Oy dy Ox dy
Z poréwnania (11) i (12) wynika, ze
0

[, = —ih—o . 1
I, maw (13)

3 Roéwnanie wlasne sktadowej momentu pedu

Ze wzgledu na izotropowos¢ przestrzeni wyboér skladowej momentu pedu jest
dowolny!. Tradycyjnie wybieramy skladowa 2-owa. A zatem bedziemy rozwia-
zywacé problem wtasny dla operatora [, .

TJezeli w przestrzeni dziala jednorodne pole magnetyczne B = (0,0, B), to
jego kierunek wyznacza of z.
Roéwnanie wlasne operatora [, ma postaé

L, = pud, (14)

gdzie p jest warto$cia wlasna operatora l;, a ® = O(yp) jest jego funkcja wlasna.
Korzystajac z wyrazenia operatora [, we wspotrzednych sferycznych otrzy-
mujemy

—m%@w) — uB() . (15)

Rozwiazaniem rownania (15) jest funkcja wiasna
B(p) = Ce'¥ (16)

gdzie C' jest stala normalizacji.
Zadamy, aby funkcja wtasna (16) byla jednoznaczna, czyli

D(p +2m) = () (17)
Z warunku (17) wynika, ze
=

B+ 2m) = CethiPH2m) — Ceihi2meihe = &(p) . (18)

Z wlasnosci (18) wynika, ze



czyli

WL 2T
el .
CcoS 5 + 28In 3
a zatem
%27r =m X 27
Ostatecznie u

gdzie m jest liczba catkowita przyjmujaca wartosci m = 0,£1,+2,....
Zgodnie z wlasnoscia (19) wartosci wlasne operatora z-owej sktadowej mo-
mentu pedu sg okreslone przez

pw=mh, (m=0,£1,%£2,...) (20)
Liczba m jest magnetyczna liczbg kwantowa.
Uwaga:

e Dla czastki w przestrzeni nie istnieje gérne ograniczenie liczby kwantowej
m.

e Dla elektronu w atomie istnieje maksymalna liczba kwantowa m = m,qq
Mmaz = l )

gdziel =0,1,2,...,n—1 jest azymutalna liczba kwantowa, ktéra okre-
§la catkowity moment pedu elektronu, natomiast n jest glowna liczba
kwantowa, przyjmujaca wartosci n = 1,2,....
Stata normalizacji C obliczamy z warunku unormowania funkcji falowej (16)
27
[ aslenior =1. (21)
0

Warunek ten oznacza, ze czastka o liczbie kwantowej m na pewno znajduje sie
gdziekolwiek w przestrzeni.

1
ICPx2r=1 = C=——

Ver

Unormowana funkcja wlasna operatora [, ma postac
D (p) = —==e""¢. (22)

Dla elektronu w atomie dla danej azymutalnej liczby kwantowej [ magne-
tyczna liczba kwantowa m przyjmuje 21 + 1 réznych wartosci

m=—l,—1+1,...,—-1,0,1,...,1—1,1.

Inaczej

|m| <.



1=2

l=r2@+D)

m=+2

m=+1

m=0

m=-1

m=-2

Rysunek 3: Model wektorowy orbitalnego momentu pedu dla [ = 2.

Kwantowanie przestrzenne orbitalnego momentu pedu

Dla uktadu kwantowego mozna zmierzy¢ rownoczesnie wartosci wlasne ope-
ratoré6w kwadratu momentu pedu 12 oraz jego rzutu [,. W wyniku pomiaru
otrzymany nastepujace liczby:

12 =1(1+1)h?
dla kwadratu momentu pedu oraz
l, =mh

dla rzutu momentu pedu na 0§ z.

Wyniki te mozna obrazowo przedstawié¢ za pomoca tzw. modelu wektoro-
wego.

4 Magnetyczny moment dipolowy

Zwiazek pomiedzy orbitalnym momentem pedu a magnetycznym
momentem dipolowym

Jezeli czastka klasyczna o tadunku elektrycznym ¢ i masie mg porusza sie
po orbicie kotowej o promieniu r, to z ruchem tym zwiazany jest magnetyczny
moment dipolowy pu;.

w = IAe, , (23)

gdzie I = q/T jest natezeniem pradu, T okresem obiegu orbity, A = 7r? jest
polem powierzchni kota o promieniu r, a e, jest wersorem prostopadlym do



~l

Rysunek 4: Czastka o tadunku ¢ i masie m = mg poruszajaca sie po okregu
o promieniu r z predkosciag ¥ posiada moment pedu [ = moure, 1 zwigzany z
nim magnetyczny moment dipolowy ji; = (q/2m0)l_; czyli iy 11 [dla q > 0 oraz
i 11 [dlag<0.

plaszczyzny orbity (zwrot wersora zwiazany jest z obrotem regula sruby prawo-
skretnej).

Wektor p; nazywamy orbitalnym magnetycznym momentem dipolo-
wym.

Orbitalny magnetyczny moment dipolowy wynika z ruchu czastki o tadunku
q po orbicie o promieniu r. Ruch orbitalny czastki natadowanej prowadzi do
powstania pola magnetycznego B; o zwrocie zgodnym ze zwrotem wektora
p.- A zatem

B 1T -

Obliczmy dtugosé¢ wektora orbitalnego magnetycznego momentu dipolowego

1
= %qu = jwar?, (24)
gdzie w = 27 /T jest czestoScia obiegu orbity.
Dtugosé wektora momentu pedu dla ruchu po orbicie kotowej wyraza sie
wzorem
| = pr = movr = mowr? . (25)

Wyznaczymy teraz zwiazek pomiedzy momentem pedu i magnetycznym mo-
mentem dipolowym.

Ze wzorow (24) oraz (25) wynika, ze pomiedzy dlugosciami tych wektorow

zachodzi nastepujacy zwigzek:
q

=—1. 26

=g (26)

Wektor orbitalnego momentu pedu posiada kierunek i zwrot zgodne z wer-

sorem prostopadlym do plaszczyzny wyznaczonej przez orbite ruchu kotowego

I11Te,.



A zatem

q
=—1. 27
=g (27)
Dla elektronu (¢ = —e < 0 ,mg = m,) otrzymujemy
e
r=— 1. 28
1y 2me, (28)

Wzor (28) mozna zapisaé jako

pi =1, (29)
gdzie 7} jest stosunkiem magnetomechanicznym dla elektronu

(&

€ — _ . 30
M om, ( )

Inaczej wielko$é te nazywamy orbitalnym wspélczynnikiem zyromagne-
tycznym dla elektronu.

W mechanice kwantowej zastepujemy wielkosci fizyczne operatorami. Na
podstawie zwiazkéw (27) i (28) otrzymujemy odpowiednie zwiazki pomiedzy
operatorami

N q 3
= —1 31
! 2mg (31)

dla dowolnej czastki o tadunku ¢ i masie my oraz

e e s
Ky == 1 (32)

2me,

dla elektronu.

5 Oddzialywanie z polem magnetycznym

Czastka o orbitalnym magnetycznym momencie dipolowym p; oddzialywuje z
zewnetrznym polem magnetycznym B. Oddzialywanie to prowadzi do skiero-
wania dipola magnetycznego czastki zgodnie z polem B.

— analogia do ustawienia igly magnetycznej kompasu zgodnie
ziemskim polem magnetycznym

Operator energii potencjalnej oddzialywania orbitalnego momentu magne-
tycznego z zewnetrznym polem magnetycznym wyraza sie wzorem

AU = -, -B. (33)
Inna postaé¢ wzoru (33)
AU; = —fyBcos¥ , (34)

gdzie 0 jest katem pomiedzy wektorami fi; oraz B.



Jezeli 0 =0, to cos = +1 —
AU, = —f;;B = minimalna energia oddziatywania.
Jezeli 6 = 7, to cost = -1 —
AU, = +i;B = maksymalna energia oddzialywania.
Jezeli wybierzemy oS z zgodnie z kierunkiem jednorodnego pola magnetycz-
nego B = (0,0, B), to
AU = —ji.B | (35)

gdzie i, jest operatorem z-owej sktadowej magnetycznego momentu dipolowego.
Rozwazmy elektron w stanie o okreslonej wartosci z-owej sktadowej orbital-
nego momentu pedu. Zgodnie ze wzorem (32)

eB .

AU, = I, . (36)

2me

Wynikiem dziatania operatora (36) na stan wlasny operatora I, odpowiada-
jacy wartosci wlasnej mh jest energia

eBmh
E,, = .
T (37)
Wielkosé
_ eB
We = 2me

jest czestoscia cyklotronowa elektronu. Ostatecznie
E,, = mhw, . (38)

Wzor (38) wyraza dodatkowa energie, jaka posiada elektron w stanie o magne-
tycznej liczbie kwantowej m w zewnetrznym polu magnetycznym B.
‘Whnioski

e Energia elektronu w zewnetrznym polu magnetycznym jest minimalna,
jezeli wektor orbitalnego momentu pedu ustawiony jest antyréownolegle
wzgledem zewnetrznego pola magnetycznego (ze wzgledu na ujemny znak
tadunku elektronu), natomiast wektor magnetycznego momentu dipolo-
wego ustawiony jest rownolegle do zewnetrznego pola magnetycznego
(tak jak igta magnetyczna).

e Wzor (38) pokazuje, ze energia elektronu w polu magnetycznym jest skwan-
towana zgodnie z warto$ciami magnetycznej liczby kwantowej m, czyli

Ep = 0, +hw,, £2hw,, . . . .

Jezeli rozwazymy dwa stany kwantowe odpowiadajace wartosciom wlasnym
z-owej sktadowej momentu pedu mq i ma, czyli

Am =mi —mo ,



m =+

Rysunek 5: Rozszczepienie poziomu energetycznego odpowiadajacego [ = 1 w
zewnetrznym polu magnetycznym B.

to roznica energii tych stanow
AFE = Amhw, . (39)

Przejscia o energii AE obserwowane dla atomoéw w polu magnetycznym to
tzw. normalny efekt Zeemana.

6 Zastosowania

e klasyfikacja stanéw kwantowych atomu (notacja spektroskopowa): stany
o | = 0 nazywamy stanami s, stany o [ = 1 — stanami p, stany o
| =2 — stanami d, a stany o [ = 3 — stanami f, ponadto stosujemy
nastepujace oznaczenia: p° dla m = 0, p* dla m = +1, itd.

e identyfikacja linii widmowych atoméw i molekul w polu magnetycznym
(spektroskopia atomowa i molekularna w polu magnetycznym)

e identyfikacja linii widmowych elektronéw w ciatach stalych w polu ma-
gnetycznym

e Elektronowy Paramagnetyczny Rezonans (EPR), ktorego podstawa
jest normalny efekt Zeemana

10



B=0 B>0

Rysunek 6: Normalny efekt Zeemana
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: przejscia s — p.



