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Rysunek 1: Schemat do$wiadczenia Sterna-Gerlacha.
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Rysunek 2: Schemat doswiadczenia Sterna-Gerlacha w réznych rzutach prze-
strzennych.

1 Wstep

Spin jest wielkoscig fizyczna charakteryzujaca czastki kwantowe, ktorej nie od-
powiada zadna wielko$¢ klasyczna.
Spin elektronu zostal odkryty w nastepujacych doswiadczeniach:

o doswiadczenie Sterna-Gerlacha

e spinowy efekt Zeemana

2 Doswiadczenie Sterna-Gerlacha

W wyniku do$wiadczenia Sterna-Gerlacha padajaca wiazka obojetnych elek-
trycznie atoméw Ag ulega rozszczepieniu w niejednorodnym polu magnetycz-
nym na dwie wigzki.

Uwaga: Doswiadczenie Sterna-Gerlacha zostato wykonane rowniez z wiazka
atomoéw wodoru. Analogicznie jak dla wiagzki atomow Ag otrzymano rozszcze-
pienie wiazki padajacej na dwie wigzki.
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Rysunek 3: Wyniki doswiadczenia Sterna-Gerlacha: (a) obraz wiazki atomo-
wej przed wlaczeniem pola magnetycznego, (b) obraz, jaki bylby otrzymany
dla klasycznego momentu magnetycznego atomu, (c) obraz obserwowany w do-
$wiadczeniu Sterna-Gerlacha.

3 Interpretacja doswiadczenia Sterna-Gerlacha

Ze wzgledu na brak tadunku elektrycznego jedynym mozliwym oddzialywaniem
neutralnych atoméw (Ag,H) z polem magnetycznym jest oddzialywanie di-
pola magnetycznego atomu z zewnetrznym polem magnetycznym.

Doswiadczenia Sterna-Gerlacha wykonano z atomami Ag i H, ktére posia-
daja jeden elektron walencyjny. Dla obu atoméw jedynie ten pojedynczy elek-
tron decyduje o wytworzeniu sie dipola magnetycznego atomu.

Energia potencjalna oddzialywania dipola magnetycznego elektronu z ze-
wnetrznym polem magnetycznym wyraza sie wzorem

U=—-p-B, (1)

gdzie p jest wektorem magnetycznego momentu dipolowego elektronu.
W zewnetrznym niejednorodnym polu magnetycznym na dipol magnetyczny

dziata sila
F=-VU=V(u-B). (2)

W doswiadczeniu Sterna-Gerlacha pole magnetyczne B = (0,0, B) mialo
jedyna niezerows sktadowa B, = B. Ponadto pole to byto niejednorodne, czyli

8B/0z £ 0.

— Sita dziatajaca na dipol magnetyczny posiada niezerowa skladows z-owa,
czyli F = (0,0, F,), przy czym
0B
F.=p, | — ) . 3
w (52) 3

= Dla ustalonego gradientu pola magnetycznego (0B/0z = const) zwrot
sity zalezy od znaku z-owej sktadowej magnetycznego momentu dipolowego elek-
tronu, czyli od p.

W ogdélnym przypadku magnetyczny moment dipolowy g jest proporcjonalny
do momentu pedu J czastki, czyli

r="5J, (4)



gdzie v jest wspolczynnikiem zyromagnetycznym czastki o momencie pedu J.
Moment pedu J moze by¢ dwojakiego pochodzenia:

(1) moment pedu zwiazany z ruchem orbitalnym elektronu w atomie
J=1,
(Odpowiednie zwiazki zostaly podane na Wyktadzie 5.)

(2) wewnetrzny (wlasny) moment pedu elektronu

J=s.

Ad (1)
Rozwazmy probna interpretacje doswiadczenia Sterna-Gerlacha za pomoca
orbitalnego momentu pedu I.
Wartosci wlasne sktadowej z-owej orbitalnego momentu pedu wyrazaja sie
wzorem
l,=mh,

gdzie m jest magnetyczng liczbg kwantowa, ktora przyjmuje 21 + 1 mozliwych
wartosci, przy czym [ = 0,1,2,.... Sktadowa z-owa sily, z jaka niejednorodne
pole magnetyczne dziala na czastke wyraza sie wzorem

F, = mhy, <8£> . (5)

— Oddziatywanie orbitalnego dipola magnetycznego z zewnetrznym polem
magnetycznym prowadzi do rozszczepienia pierwotnej wigzki atomowej na 20+ 1
wiazek, czyli mogliby$my zaobserwowaé¢ wylacznie 1, 3,5, ... wiazek.

—> Magnetyczny moment dipolowy p; zwiazany z ruchem orbitalnym elek-
tronu nie moze byé zZrédlem rozszczepienia na dwie wigzki obserwowa-
nego w doswiadczeniu Sterna-Gerlacha.

Ad (2)

Obserwowane w do§wiadczeniu Sterna-Gerlacha rozszczepienie na dwie wiazki
wskazuje na istnienie wewnetrznego momentu pedu elektronu, ktérego rzut na
0§ z przyjmuje dwie wartosci.

Jest to wlasny moment pedu elektronu zwany spinem.

Spin jest wewnetrznym (wlasnym) momentem pedu czastki, ktory
jednak nie moze byé¢ wyobrazany jako wielko$¢ zwiazana z obrotem czastki wokot
wlasnej osi.

Spinowy magnetyczny moment dipolowy pus jest proporcjonalny do
spinu s

Hs = 7s8, (6)

gdzie v, jest spinowym wspolczynnikiem zyromagnetycznym.
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Rysunek 4: Schematyczne przedstawienie wynikow do$wiadczenia Zeemana.

4 Spinowy efekt Zeemana

Wyniki do§wiadczenia Zeemana

Zewnetrzne jednorodne pole magnetyczne B = (0,0, B) rozszczepia poje-
dyncza linie widmowsa, pochodzaca od atomu pierwiastka alkalicznego (Li, Na,
K, ...) na dwie linie (dublet).

Rozszczepienie to obserwowane jest zaréwno w widmie emisyjnym jak i ab-
sorpcyjnym atomoéw pierwiastkow alkalicznych.

Wyjadnienie spinowego efektu Zeemana

Ze wzgledu na warto$¢ mierzonej energii fotonu rozszczepienie to mozemy
przypisaé tylko elektronom walencyjnym.

Atom alkaliczny posiada jeden elektron walencyjny w stanie o orbitalnej
liczbie kwantowej [ = 0.

W tym stanie p; ~1=0.

—> Rozszczepienie przez pole magnetyczne linii widmowej atomu pierwiastka
alkalicznego na dwie linie nie moze pochodzi¢ od orbitalnego momentu pedu.

— Efekt ten pochodzi od spinu elektronu walencyjnego.

Miara rozszczepienia linii widmowej jest dodatkowa energia potencjalna od-
dzialywania spinowego dipolowego momentu magnetycznego z zewnetrznym po-
lem magnetycznym B = (0,0, B)

AUS = —Ms B= _/f['s,zB . (7)

Sktadowa z-owa spinowego momentu magnetycznego elektronu ps ., = 755,
przyjmuje dwie wartosci, a zatem dodatkowa energia AUy przyjmuje dwie war-
tosci

h
AU, = iﬁysB ,
co tlumaczy pojawienie sie dubletu w widmie emisyjnym lub absorpcyjnym w
polu magnetycznym.



5 Teoria spinu
Roéwnanie wlasne dla operatora z-owej skladowej spinu

82X¢ = S2XC (8)
gdzie wartosci wlasne z-owej sktadowej spinu
s, =—=Sh, (=S+ 1h,...,(S—1)h,Sh, (9)

przy czym S = S, mar = 0,1/2,1,3/2,2,.. ..

Uwaga:
Sktadowa z-owa spinu czastki moze przyjmowacé wartosci "potéowkowe”, czyli

s, = £(1/2)h, £(3/2)h, £(5/2)h, . .. .

6 Czastka o spinie 1/2

Przyklady czastek o spinie S = S, maz = 1/2: elektron, proton, neutron. Dla
tych czastek liczba dozwolonych wartosci sktadowej z-owej spinu wynosi

M=25+1=2.

Do opisu czastek o spinie 1/2 stosujemy trzy macierze Pauliego (6,6, ).
Skladowej z-owej spinu odpowiada z-owa macierz Pauliego

a—z:(é 01). (10)

Operator z-owej skladowej spinu ma postaé

7 Problem wtasny skladowej z-owej spinu 1/2

Roéwnanie wlasne operatora z-owej sktadowej spinu ma postaé¢ macierzowa

(o 2)(%)-<(x) a2

Roéwnanie macierzowe (12) mozna latwo rozwiazaé¢ sprowadzajac je do uktadu
dwoch liniowych réwnan algebraicznych. Wartosciami wlasnymi operatora o,

59

(=+1. (13)
= Warto$ci wtlasne operatora z-owej skladowej spinu
h
== 14
s 5 (14)



Stanami wlasnymi operatora &, sa spinory o postaci macierzy 2 x 1

( i; ) . (15)

Wartosci wlasnej ¢ = 4+1 odpowiada spinor

w=(4)- (16)

natomiast wartosci wlasnej ( = —1 odpowiada spinor

x-=<(1)>- (17)

Notacja Diraca

Spinory te mozna zapisa¢ za pomocs tzw. notacji braketowej wprowadzo-

nej przez Diraca.
1
|®5X+=<O> (18)

m=x=(1) (19)

Warunki unormowania spinoréw w notacji braketowej

(ala) = (BIB) =1. (20)

Np. pierwszy warunek w postaci macierzowej

(1 o)(é)y (21)

Warunek ortogonalnosci spinoréw
(al®) =0. (22)
W postaci macierzowej
0
(1 0)(1)_0. (23)

Uwaga:

Warunek ortogonalnosci (22) oznacza, ze stany wlasne |a) i |5) mozna trak-
towaé jak wektory prostopadle w wektorowej przestrzeni stanéw.

Biorac dodatkowo pod uwage warunek unormowania (20) oba te warunki
oznaczaja, ze stany |a) i |3) tworza baze ortonormalng w przestrzeni sta-
néw spinowych.

Spinory |a) i |3) speliaja nastepujace rownania wlasne:

3ula) =+ o) (24



oraz

. h
5.18) = -519) (25)
Wartosciami wlasnymi z-owej sktadowej spinu sa,
h
S, = +—.
2

8 Spinowy magnetyczny moment dipolowy elek-
tronu

Dla elektronu zwiazek pomiedzy momentem pedu J a momentem magnetycznym
@y wyraza sie wzorem [por. wzor (4)]

uG =5J, (26)

gdzie 5 jest wspoélczynnikiem zyromagnetycznym elektronu o momencie pedu
J.
W przypadku orbitalnego momentu pedu, czyli dla J = 1, mamy do czynienia
z orbitalnym wspotczynnikiem zyromagnetycznym
e

€ — _ . 27
M om, ( )

Natomiast spinowy wspolczynnik zyromagnetyczny elektronu wy-

raza si¢ wzorem
e

e__ % 28
¥e - (28)

A zatem pomiedzy oboma wspotczynnikami zyromagnetycznymi elektronu
zachodzi zwigzek

e =27 . (29)

Magneton Bohra i czynnik Landego

Zwiazki pomiedzy momentami pedu (orbitalnym i spinowym) a odpowied-
nimi magnetycznymi momentami dipolowymi mozna wyrazi¢ wprowadzajac ma-
gneton Bohra i czynnik Landego.

Magneton Bohra pp jest naturalng miara momentu magnetycznego cza-
stek elementarnych. Definiujemy go jako

_eh
© 2me.

KB ) (3())

gdzie m. jest masa spoczynkowsa elektronu.
Wartos¢ magnetonu Bohra

pp = 0.927 x 1072 Am? .



Orbitalny wspoélczynnik zyromagnetyczny elektronu wyrazamy w postaci

e g B
M= —lT , (31)

gdzie gy jest orbitalnym czynnikiem Landego.
Dla elektronu w prézni: gf = 1.
Spinowy wspotczynnik zyromagnetyczny zapisujemy jako

e g::u’B
= - , 32
Ys W (32)

gdzie g¢ jest spinowym czynnikiem Landego elektronu.
Warto$é spinowego czynnika Landego elektronu

7 doktadnych pomiaréw oraz z kwantowej teorii pola wynika, ze dla elektronu
w proézni
gs =201 +9),
gdzie poprawka ¢ = 0.0011596522.
Przyjmujemy, ze dla elektronu w proézni:
gs =2
(z dokladnoscia ~ 1073).
Dla elektronu zachodzi nastepujacy zwiazek pomiedzy spinem a spinowym
momentem magnetycznym
fis = 758 = 7chS (33)
gdzie S = §/h jest bezwymiarowym operatorem spinu (elektronu).
Wartosci wlasne kwadratu operatora S
S?=5(S+1).
Dla elektronu S = 1/2, a zatem

1/1 3
SP=_(-+41)==.
2 (2 + ) 4
Wartosci wlasne sktadowej z-owej operatora S, czyli operatora S.,
1
S, =+—.
2

Spinowy moment magnetyczny elektronu mozna wyrazi¢ za pomoca czynnika
Landego i magnetonu Bohra nastepujaco:

g = —gsnsS . (34)
—> Wartoéci wlasne sktadowej z-owej spinowego momentu magnetycznego elek-
tronu

1
Moz =F2X 5hp = Fhp -
=
|/j’§,z| =UB -

— Interpretacja magnetonu Bohra.
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Rysunek 5: Spinowe rozszczepienie poziomu energetycznego Epy przez ze-
wnetrzne pole magnetyczne B.

9 Energia czastki o spinie 1/2 w polu magnetycz-
nym

Czastka kwantowa o spinie s oddzialywuje z polem magnetycznym B. Operator
energii potencjalnej tego oddzialtywania wyraza sie wzorem

AU, = -1 -B = giupS-B. (35)
Dla elektronu w polu magnetycznym B = (0,0, B) otrzymujemy
AU, = giupS-B, (36)
= Spinowy wktad do energii elektronu w polu magnetycznym
AE, = +upB . (37)

Jest to energia odpowiedzialna za spinowe rozszczepienie poziomu energetycz-
nego elektronu w polu magnetycznym.

10 Statystyka Fermiego-Diraca, zakaz Pauliego

Czastki kwantowe o spinie poléwkowym (fermiony) podlegaja kwantowej
statystyce Fermiego-Diraca.

Oznacza to, ze dla czastek nieoddzialywujacych z soba (np. w
gazie swobodnych elektronéw) obowiazuje rozklad Fermiego-Diraca

Elektrony posiadaja spin 1/2, podlegaja wiec statystyce Fermiego-Diraca.
Zgodnie z ta statystyka, w uktadzie elektronéw w réwnowadze termicznej w
temperaturze T' prawdopodobienistwo obsadzenia przez elektron stanu kwanto-
wego o energii E okreslone jest przez funkcje rozkladu Fermiego-Diraca o

postaci
1

1B = FE=m1

+1’ (38)
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gdzie 8 = 1/(kgT), a p = Er jest potencjalem chemicznym (poziomem
Fermiego) uktadu.

Dla fermionéw obowigzuje zakaz Pauliego, zgodnie z ktérym ten sam jed-
noczastkowy stan kwantowy moze byé obsadzony co najwyzej przez
jeden fermion.

Oznacza to, ze liczba fermionéw w danym stanie kwantowym moze wynosic¢
0 lub 1.

Dla fermionéw o spinie 1/2 (elektrony) zakaz Pauliego oznacza, ze w tym
samym polozeniu r moga by¢ zlokalizowane co najwyzej dwa elektrony o
przeciwnych spinach.

Wynika to z faktu, ze rézne spiny odpowiadaja réznym stanom kwantowym.

Konsekwencje zakazu Pauliego dla rozkladu elektronow

Zgodnie z zakazem Pauliego liczba elektronéw w jednoczastkowym stanie
kwantowym jest réwna 0 lub 1. Na tej podstawie mozemy obliczy¢ Srednia
liczbe elektronéw w stanie kwantowym o energii E jako

(n(E)) = ani =0x f(E)+1x f(E) = f(E) . (39)

Wynika stad, ze funkcja rozktadu Fermiego-Diraca wyznacza srednia liczbe elek-
tronéw w temperaturze T' w stanie kwantowym o energii F, czyli

(n(E)) = f(E). (40)

Sens fizyczny potencjalu chemicznego (poziomu Fermiego)

Dla E = p otrzymujemy f(u) = 1/2, a zatem mozemy interpretowaé poten-
cjal chemiczny jako energie takiego stanu kwantowego, dla ktérego prawdopo-
dobienistwo obsadzenia ($rednia liczba fermionow) wynosi 1/2.

11 Kubity spinowe

11.1 Bity i qubity
Bit jest jednostka informacji w informatyce klasycznej.

W uktadzie fizycznym o N stanach mozna zgromadzié¢ ilo$é¢ informacji I,
przy czym
I =log, N . (41)

Jezeli N = 2K to uklad jest nosnikiem K bitéw informacji.

Realizacja fizyczna bitu

11
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Rysunek 6: Rozklad Fermiego-Diraca dla T' = 0.

Dowolny uktad fizyczny o dwoch stanach, ktore oznaczamy jako stan 0 i stan

Przyktady:

e dioda prostownicza w stanie wylaczenia pradu (0) i stanie przewodzenia
(1)
e kondensator roztadowany (0) i natadowany (1)

e tranzystor [w stanie wylaczenia pradu (0) i stanie przewodzenia (1)]

11.2 Spinowy bit kwantowy (kubit spinowy)

Stany wlasne z-owej sktadowej czastki o spinie 1/2 stanowia baze w dwuwymia-
rowej przestrzeni Hilberta.
W informatyce kwantowej stany te oznaczamy nastepujaco:

Definicja kubitu spinowego
|¥) = aol0) + ax1) (44)
gdzie ag i a; sa zespolonymi amplitudami spelniajacymi warunek unormowania
lag|® + |a1|* = 1. (45)

Kubit w reprezentacji macierzowej

12



=) (46

Przyktad operacji logicznej na kubicie: operacja negacji Dla stanéw
bazy
Unor|l) =10), Unorl0) = 1) . (47)

W wyniku operacji NOT kubity bazy ulegaja zamianie: |0) < |1).
Operacja negacji dla kubitu |4))

UNOT(Z?):(Z;> : (48)

Jawna postaé operatora negacji

Unor = < i ) . (49)

Do wykonania operacji negacji na kubicie spinowym shuzy z-owa macierz Pau-
liego 0, = Unor.

12 Zastosowania

Spektroskopia w polu magnetycznym

e spektroskopia ESR (elektronowy spinowy rezonans), metoda badania struk-
tury elektronowej atomow, molekul i ciat stalych oparta na spinowym efekcie
Zeemana

Ferromagnetyzm

Ferromagnetyzm jest kwantowa wlasnosciag materialow, ktora wynika z
istnienia spinu elektronéow.

Zgodnie z modelem Heisenberga za ferromagnetyzm odpowiedzialne kwan-
towe oddzialywanie wymienne pomiedzy elektronami zlokalizowanymi na ato-
mach substancji ferromagnetycznej.

Oddziatywanie to opisujemy za pomoca hamiltonianu Heisenberga

H=-> JR)SiS;, (50)

<i,j>

gdzie suma biegnie po wszystkich réznych parach atomow < 1,5 >, Ry; jest
wektorem okreslajacym wzajemne polozenie atomoéw 4,7, J(R;;) jest calka
wymiany, S; i S; sa (efektywnymi) spinami atoméw zlokalizowanymi w po-
tozeniach i oraz j.

Dla ferromagnetyka J > 0, natomiast dla diamagnetyka J < 0.

13



W ferromagnetyku [zgodnie z (50)] stan o minimalnej energii wystepuje dla
réwnoleglego ulozenia spinow atomow.
Wazna uwaga:

Wartosé catki wymiany J wynika z oddzialywan elektrostatycznych
(kulombowskich) pomiedzy jadrami atoméw i elektronami oraz elektronow
pomiedzy sobg.

A zatem za ferromagnetyzm odpowiedzialne sg oddziatywania elektrosta-
tyczne pomiedzy natladowanymi elektrycznie czastkami (jadrami atomow i elek-
tronami), ktore prowadza do uporzadkowania spinéw, czyli powstawania domen
magnetycznych.

Spintronika

Elektronika oparta na pradach spolaryzowanych spinowo.

o filtr spinowy
e dioda spinowa
e tranzystor spinowy

Obliczenia kwantowe i zapis informacji na kubitach spinowych

—> komputer kwantowy
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