
IV.

ELEKTRONOWA STRUKTURA

PASMOWA



Struktura krystaliczna: przypomnienie



Wektor sieci prostej

Rn =
3∑
i=1

niai , ni = liczby caªkowite (1)

ai = wektory translacji podstawowych

Sie¢ prosta = zbiór punktów o wektorach wodz¡cych Rn

Obj¦to±¢ komórki elementarnej

Ω0 = a1 · (a2 × a3) (2)

Komórka Wignera-Seitza = symetryczna komórka

elementarna
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Wektor sieci odwrotnej

Gl =
3∑
j=1

ljbj , lj = liczby caªkowite (3)

bj = wektory translacji podstawowych sieci odwrotnej

bi =
2π
Ω0

aj × ak (4)

(i, j, k) = trójka wska¹ników (1,2,3) przestawiana cyklicznie

Sie¢ odwrotna = zbiór punktów (w przestrzeni odwrotnej k) o
wektorach wodz¡cych Gl
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Wªasno±ci wektorów obu sieci:

ai · bj = 2πδij (5)

Gl ·Rn = 2πN , N = liczba caªkowita (6)

Obj¦to±¢ komórki elementarnej sieci odwrotnej

ΩB =
(2π)3

Ω0
(7)

Strefa Brillouina = symetryczna komórka elementarna sieci

odwrotnej (komórka Wignera-Seitza sieci odwrotnej)
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Translacje uªamkowe

W ka»dym krysztale póªprzewodnikowym komórka

Wignera-Seitza zawiera wi¦cej ni» jeden atom. Jest to tzw.

krysztaª z baz¡, w którym poªo»enie atomów w komórce

elementarnej okre±lane jest za pomoc¡ wektorów translacji
uªamkowych τ s, gdzie s = 1, . . . , S, a S = liczba atomów w

komórce Wignera-Seitza.

Wektor poªo»enia atomu w krysztale

Rns = Rn + τ s (8)
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Translacje uªamkowe: poªo»enia atomów.



Struktury fcc

Wi¦kszo±¢ póªprzewodników tworzy krysztaªy o sieci
regularnej powierzchniowo centrowanej.

fcc = face centered cubic
Wyst¦puj¡ ró»ne typy struktur fcc.
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(1) Struktura chlorku sodu (NaCl)

Translacje uªamkowe: τ1 = τNa = (0, 0, 0) , τ2 = τCl = (a/2)(1, 1, 1).
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(2) Struktura diamentu
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(2) Struktura diamentu

1/2

3/4 1/4

0

1/2

1/2

3/41/4

0

0 0

0

1/2 a

Rzuty poªo»e« atomów na pªaszczyzn¦ podstawy sze±cianu (dla struktur diamentu

i blendy cynkowej).



Poªo»enia atomów w komórce elementarnej dla struktury

diamentu:

τ 1 = (0, 0, 0) , τ 2 = (a/4)(1, 1, 1)

Struktur¦ diamentu posiadaj¡ póªprzewodniki pierwiastkowe:

Si, Ge.
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(3) Struktura blendy cynkowej (ZnS)

Poªo»enia atomów w strukturze blendy cynkowej:

τ 1 = τZn = (0, 0, 0) , τ 2 = τS = (a/4)(1, 1, 1)

Struktura blendy cynkowej utworzona jest przez dwie podsieci
o strukturze diamentu przesuni¦te wzgl¦dem siebie o
1/4 gªównej przek¡tnej.
Struktur¦ blendy cynkowej posiada wi¦kszo±¢ zwi¡zków

póªprzewodnikowych II-VI i III-V.
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Struktura blendy cynkowej na przykªadzie GaAs.



Kwantowy opis ciaªa staªego

Wszystkie wªasno±ci ciaª staªych wynikaj¡ z ich struktury

atomowej oraz z oddziaªywa« mi¦dzy atomami. Atomy

podlegaj¡ prawom mechaniki kwantowej, st¡d konieczno±¢

stosowania teorii kwantowej do opisu ciaª staªych.

Typowy krysztaª zawiera w jednym molu

∼ 1023 atomów.

Jest to wi¦c ukªad wielu cz¡stek, którego opis dokªadny jest

poza zasi¦giem mocy obliczeniowej komputerów (wspóªczesnych

i przyszªych). Konieczne s¡ zatem metody przybli»one opisu
ciaª staªych.
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W przybli»eniu statycznym zakªadamy, »e j¡dra atomowe

spoczywaj¡ w poªo»eniach równowagi.

Wykluczamy zatem z opisu drgania sieci (fonony).



W przybli»eniu statycznym zakªadamy, »e j¡dra atomowe

spoczywaj¡ w poªo»eniach równowagi.

Wykluczamy zatem z opisu drgania sieci (fonony).



Elektrony walencyjne i elektrony rdzenia

W kwantowym opisie ciaªa staªego bardzo u»yteczny jest

podziaª ukªadu wielu elektronów i j¡der, tworz¡cych krysztaª, na

elektrony walencyjne i rdzenie atomowe, czyli j¡dra wraz z

elektronami rdzenia.

Podziaª ten wynika z porównania warto±ci energii wi¡zania

elektronów walencyjnych i elektronów rdzenia w atomach.

Typowe warto±ci energii wi¡zania (jonizacji) elektronów

walencyjnych wynosz¡

1÷ 10 eV/atom

i s¡ w przybli»eniu równe energii wi¡zania ciaªa staªego

(liczonej na jeden atom).

Natomiast energie wi¡zania elektronów rdzenia s¡ rz¦du

1÷ 10 keV/atom .
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Typowe warto±ci energii wi¡zania (jonizacji) elektronów
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W dalszym ci¡gu b¦dziemy przyjmowa¢, »e ciaªo staªe zªo»one

jest z elektronów walencyjnych i rdzeni atomowych
(jonów).

Stany kwantowe elektronów rdzenia s¡ jedynie nieznacznie

zmienione w porównaniu ze stanami rdzeniowymi atomów

swobodnych, a zatem zakªadamy, »e rdzenie atomowe w

atomach swobodnych i krysztaªach s¡ jednakowe.
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Przybli»enie jednoelektronowe

Zakªadamy, »e ka»dy elektron w ukªadzie wieloelektronowym

(np. atomie, cz¡steczce, ciele staªym) opisany jest

jednoelektronowym równaniem Schr®dingera, które ma

posta¢ [
− ~2

2m
∇2 + Ũ(r)

]
ψν(r) = ενψν(r) , (9)

Ũ(r) = efektywna energia potencjalna pojedynczego elektronu

w samouzgodnionym polu wszystkich pozostaªych elektronów i

j¡der

ψν(r) = funkcja falowa elektronu w stanie kwantowym ν
εν = energia elektronu w stanie kwantowym ν (energia

jednoelektronowa)

ν = zbiór liczb kwantowych
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Przybli»enie pola periodycznego

W krysztale na elektrony walencyjne dziaªa pole periodyczne.
Przybli»enie pola periodycznego polega na zaªo»eniu, »e na

ka»dy elektron walencyjny w krysztale dziaªa samouzgodnione

pole lokalne o symetrii translacyjnej sieci krystalicznej.

Oznacza to, »e zachodzi zwi¡zek

U(r + Rn) = U(r) , (10)

który jest sªuszny dla translacji o dowolny wektor sieci Rn.

Wzór (10) de�niuje pole periodyczne U(r).



Przybli»enie pola periodycznego

W krysztale na elektrony walencyjne dziaªa pole periodyczne.

Przybli»enie pola periodycznego polega na zaªo»eniu, »e na

ka»dy elektron walencyjny w krysztale dziaªa samouzgodnione

pole lokalne o symetrii translacyjnej sieci krystalicznej.

Oznacza to, »e zachodzi zwi¡zek

U(r + Rn) = U(r) , (10)

który jest sªuszny dla translacji o dowolny wektor sieci Rn.

Wzór (10) de�niuje pole periodyczne U(r).



Przybli»enie pola periodycznego

W krysztale na elektrony walencyjne dziaªa pole periodyczne.
Przybli»enie pola periodycznego polega na zaªo»eniu, »e na

ka»dy elektron walencyjny w krysztale dziaªa samouzgodnione

pole lokalne o symetrii translacyjnej sieci krystalicznej.

Oznacza to, »e zachodzi zwi¡zek

U(r + Rn) = U(r) , (10)

który jest sªuszny dla translacji o dowolny wektor sieci Rn.

Wzór (10) de�niuje pole periodyczne U(r).



Przybli»enie pola periodycznego

W krysztale na elektrony walencyjne dziaªa pole periodyczne.
Przybli»enie pola periodycznego polega na zaªo»eniu, »e na

ka»dy elektron walencyjny w krysztale dziaªa samouzgodnione

pole lokalne o symetrii translacyjnej sieci krystalicznej.

Oznacza to, »e zachodzi zwi¡zek

U(r + Rn) = U(r) , (10)

który jest sªuszny dla translacji o dowolny wektor sieci Rn.

Wzór (10) de�niuje pole periodyczne U(r).



Przybli»enie pola periodycznego

W krysztale na elektrony walencyjne dziaªa pole periodyczne.
Przybli»enie pola periodycznego polega na zaªo»eniu, »e na

ka»dy elektron walencyjny w krysztale dziaªa samouzgodnione

pole lokalne o symetrii translacyjnej sieci krystalicznej.

Oznacza to, »e zachodzi zwi¡zek

U(r + Rn) = U(r) , (10)

który jest sªuszny dla translacji o dowolny wektor sieci Rn.

Wzór (10) de�niuje pole periodyczne U(r).



Przybli»enie pola periodycznego

W krysztale na elektrony walencyjne dziaªa pole periodyczne.
Przybli»enie pola periodycznego polega na zaªo»eniu, »e na

ka»dy elektron walencyjny w krysztale dziaªa samouzgodnione

pole lokalne o symetrii translacyjnej sieci krystalicznej.

Oznacza to, »e zachodzi zwi¡zek

U(r + Rn) = U(r) , (10)

który jest sªuszny dla translacji o dowolny wektor sieci Rn.

Wzór (10) de�niuje pole periodyczne U(r).



Dla pola periodycznego (10) de�niujemy operator translacji o

wektor Rn

T (Rn)f(r)
def
= f(r + Rn) . (11)

Jawna posta¢ operatora translacji

T (Rn) = eRn·∇ . (12)

Jest to operator unitarny, czyli T † = T −1.
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Operator energii kinetycznej elektronu

Tr = − ~2

2m
∇2

r , (13)

gdzie

∇r ≡ ∇ =
(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
,

jest niezmienniczy wzgl¦dem translacji o wektor sieci, poniewa»

∇r+Rn = ∇r . (14)
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Wynika st¡d, »e hamiltonian jednoelektronowy

H = Tr + U(r) (15)

jest równie» niezmienniczy wzgl¦dem translacji o wektor sieci

prostej

T †(Rn)HT (Rn) = H . (16)
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A zatem zachodzi komutowanie operatorów

[H, T ] = 0 (17)

=⇒ Hamiltonian jednoelektronowy H i operator translacji T
posiadaj¡ wspólny zbiór funkcji wªasnych.
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Twierdzenie Blocha

Rozwi¡zujemy równanie wªasne dla operatora translacji

T (Rn)ψ(r) = t(Rn)ψ(r) , (18)

pami¦taj¡c, »e ψ(r) s¡ równocze±nie funkcjami wªasnymi

operatora Hamiltona, czyli

Hψ(r) = Eψ(r) . (19)
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Dziaªamy operatorem translacji T na obie strony równania (18)

T 2(Rn)ψ(r) = t2(Rn)ψ(r) (20)

i powtarzamy t¦ operacj¦ l razy (l = 1, 2, . . .)

T l(Rn)ψ(r) = tl(Rn)ψ(r) . (21)

Zgodnie z zasad¡ superpozycji translacji

T l(Rn) = T (lRn) . (22)

Porównuj¡c równania (21) i (22) otrzymujemy

tl(Rn) = t(lRn) . (23)
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Wªasno±¢ (23) dla warto±ci wªasnych operatora translacji jest

speªniona jedynie przez funkcj¦ wykªadnicz¡, która zale»y

liniowo od Rn, czyli

t(Rn) = eκ·Rn , (24)

gdzie κ jest wektorem zespolonym.

Korzystamy teraz z niezmienniczo±ci unormowania funkcji

falowej wzgl¦dem operacji translacji

1 =
∫
d3r|ψ(r)|2 =

∫
d3r|T (Rn)ψ(r)|2

=
∫
d3r|t(Rn)ψ(r)|2 = |eκ·Rn |2

∫
d3r|ψ(r)|2 .
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Wynika st¡d, »e |eκ·Rn |2 = 1,

a zatem κ = ±ik, gdzie k jest

wektorem rzeczywistym.

W oparciu o dowolno±¢ fazy funkcji falowej wybieramy znak + i

otrzymujemy ko«cowy wzór na warto±ci wªasne operatora

translacji

t(Rn) = eik·Rn . (25)
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Rozwa»my dziaªanie operatora translacji na funkcj¦ falow¡

T (Rn)ψ(r) = ψ(r + Rn) . (26)

Z równa« (18), (25) i (26) wynika, »e

ψ(r + Rn) = eik·Rn .ψ(r) (27)

Jest to twierdzenie Blocha,
zwane inaczej wªasno±ci¡ translacyjn¡ jednoelektronowej

funkcji falowej.
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�atwo sprawdzi¢, »e funkcja falowa cz¡stki swobodnej (fala

pªaska)

πk(r) = Ceik·r (28)

speªnia twierdzenie Blocha.
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Funkcja Blocha

De�nicja funkcji Blocha

ψk(r)
def
= eik·ruk(r) , (29)

gdzie funkcja uk(r), zwana czynnikiem Blocha, posiada
periodyczno±¢ sieci prostej, czyli

uk(r + Rn) = uk(r) . (30)
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Wnioski

(1) Funkcja Blocha speªnia twierdzenie Blocha.

Równowa»ne sformuªowanie:

Jednoelektronowa funkcja falowa elektronu w krysztale
ma posta¢ funkcji Blocha.

Uwaga: Wniosek (1) nie jest tautologi¡.
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(2) Periodyczno±¢ w przestrzeni odwrotnej

Mo»na pokaza¢, »e

tk+Gl
(Rn) = tk(Rn) (31)

E(k + Gl) = E(k) (32)

Warto±ci wªasne operatora translacji i hamiltonianu

jednoelektronowego przyjmuj¡ takie same warto±ci w stanach

numerowanych przez k i k′ = k + Gl, co oznacza degeneracj¦

odpowiednich warto±ci wªasnych.

Degeneracja ta zachodzi przy translacji o dowolny wektor sieci

odwrotnej.
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(3) Redukcja stanów do pierwszej strefy Brillouina

Zastosowanie do numeracji funkcji Blocha wektorów falowych k
nale»¡cych do 1. strefy Brillouina (BZ) pozwala na

ujednoznacznienie stanów w przestrzeni odwrotnej. Zgodnie z

umow¡ do oznaczania funkcji Blocha b¦dziemy u»ywa¢ wektorów

falowych k ∈ BZ, tzn. wektorów speªniaj¡cych warunki

−π < k · aj ≤ π , (33)

przy czym j = 1, 2, 3 (x, y, z).
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(4) Rozwini¦cie funkcji Blocha na fale pªaskie

Korzystamy z tego, »e transformata Fouriera funkcji okresowej o

okresie Rn zawiera niezerowe skªadowe wyª¡cznie dla k = Gl.

W oparciu o t¦ wªasno±¢ konstruujemy transformat¦ Fouriera

czynnika Blocha uk(r). Otrzymujemy nast¦puj¡ce rozwini¦cie

funkcji Blocha na fale pªaskie (transformat¦ Fouriera funkcji

Blocha)

ψk(r) =
∑
l

ck(Gl)ei(k+Gl)·r , (34)

gdzie k ∈ BZ.

Uwaga: Rozwini¦cie (34) stosowane jest w niektórych

metodach obliczania struktury pasmowej.
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(5) Równanie na czynnik Blocha

Podstawiaj¡c jawn¡ posta¢ hamiltonianu (15) i funkcji Blocha

do równania wªasnego (19) otrzymujemy nast¦puj¡ce równanie

na czynnik blochowski:[
p2

2m
+

~
m

k · p +
~2k2

2m
+ U(r)

]
uk(r) = Ekuk(r) , (35)

gdzie operator p¦du p = −i~∇.
Równanie (35) zwane jest równaniem k · p.
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W równaniu (35) wektor k jest parametrem.

Z równania (35)

otrzymujemy zatem zale»no±¢

E = Ek .

Rozwi¡zuj¡c równanie wªasne (35) dla ka»dego k otrzymujemy

na ogóª ró»ne warto±ci i funkcje wªasne, które numerujemy

liczb¡ kwantow¡ n zwan¡ numerem pasma energetycznego.

W ten sposób dostajemy elektronow¡ struktur¦ pasmow¡,
któr¡ rozumiemy jako zbiór relacji dyspersji

E = Ek,n . (36)

Dla danego pasma n wektor falowy k ∈ BZ okre±la ró»ne stany

kwantowe.
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(6) Quasi-ci¡gªe widmo warto±ci wªasnych

Z periodycznych warunków brzegowych

ψk(r +N1a1 +N2a2 +N3a3) = ψk(r) (37)

wynika† quasi-ci¡gªo±¢ wektora falowego

k =
l1
N1

b1 +
l2
N2

b2 +
l3
N3

b3 , (38)

gdzie Nj , lj (j = 1, 2, 3) = liczby caªkowite.

=⇒ Widmo energetyczne jest te» quasi-ci¡gªe

Ek,ν = Eν(k) . (39)
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† Wykazanie quasi-ci¡gªo±ci warto±ci skªadowej x-owej
wektora falowego

Korzystamy z periodycznych warunków brzegowych dla funkcji

Blocha i rozwa»amy translacj¦ w kierunku x

ψkx(x+N1a1) = ψkx(x) .

=⇒ eikxN1a1 = 1

=⇒ kxN1a1 = 2πl1 ,

gdzie l1 = 0,±1,±2, . . .

=⇒ kx =
l1
N1

2π
a1

=⇒ kx =
l1
N1

b1 ,

gdzie b1 jest odpowiedni¡ skªadow¡ wektora bazowego sieci

odwrotnej.
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Zmiana warto±ci skªadowej kx dla ∆l1 = 1 wynosi

∆kx =
b1
N1

.

Je»eli N1 jest odpowiednio du»e (N1 −→∞), to

∆kx −→ 0 .

W tym przypadku widmo quasi-ci¡gªe przechodzi w widmo

ci¡gªe.
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(7) Liczba stanów elektronowych w pasmie

Ns
def
= liczba stanów jednoelektronowych w pasmie

= liczba warto±ci wªasnych skªadowej z-owej spinu (= 2)

× liczba (Nk) dozwolonych warto±ci k ∈ BZ

Nk = N1N2N3 ,

poniewa» lj = 1, . . . , Nj (j = 1, 2, 3).
Z drugiej strony

N1N2N3 = N ,

gdzie N jest liczb¡ komórek elementarnych w krysztale.

A zatem liczba Nk dozwolonych warto±ci wektora falowego k
jest równa liczbie N komórek elementarnych w krysztale.
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Otrzymujemy st¡d wzór na liczb¦ stanów jednoelektronowych w

pasmie

Ns = 2N . (40)
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Sposoby przedstawiania struktury pasmowej

(1) Relacja dyspersji

E = En(k) (41)

Ustalamy np. ky i kz i rysujemy wykres E = En(kx) dla pasma

n. Najcz¦±ciej k jest ustalane dla kierunków o wysokiej symetrii

w 1. stre�e Brillouina, np. X,Σ,Λ.
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(2) Powierzchnia izoenergetyczna

Jest to powierzchnia

En(k) = const (42)

w przestrzeni odwrotnej.

Spo±ród wielu powierzchni izoenergetycznych wyró»niona jest

(szczególnie w metalach) powierzchnia Fermiego, która
odpowiada energii Fermiego EF .
Powierzchni¦ t¦ de�niuje równanie

E(k) = EF , (43)

gdzie EF jest energi¡ stanu jednoelektronowego, który w

temperaturze T = 0 oddziela stany obsadzone elektronami od

stanów pustych (nieobsadzonych).
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Uwagi

I W póªprzewodniku samoistnym (niedomieszkowanym) dla

T = 0
EF = Eg/2 ,

a dla T > 0 EF nadal le»y w przerwie energetycznej.

I W metalu EF le»y w pasmie przewodnictwa.
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Przykªady struktury pasmowej póªprzewodników



Pierwsza strefa Brillouina dla struktury fcc.



Struktura pasmowa krzemu.



Struktura pasmowa germanu.



Struktura pasmowa arsenku galu.



Pasmowa masa efektywna

Rozwa»amy relacj¦ dyspersji pasma n w otoczeniu ekstremum

dla k = k0.

En(k) = E0
n +

1
2

3∑
i,j=1

∂2En
∂ki∂kj

∣∣∣∣
k0

(ki − k0i)(kj − k0j) + . . . , (44)

gdzie i, j = (1, 2, 3) = (x, y, z).
W rozwini¦ciu tym E0

n = En(k0) oraz

∂En
∂ki

∣∣∣∣
k=k0

= 0 .

W dalszym ci¡gu uwzgl¦dniamy tylko wyrazy 2. rz¦du.
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gdzie i, j = (1, 2, 3) = (x, y, z).
W rozwini¦ciu tym E0

n = En(k0) oraz

∂En
∂ki

∣∣∣∣
k=k0

= 0 .

W dalszym ci¡gu uwzgl¦dniamy tylko wyrazy 2. rz¦du.
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De�niujemy elementy tensora odwrotno±ci masy
efektywnej

(m−1
n)ij

def
=

1
~2

∂2En
∂ki∂kj

∣∣∣∣
k=k0

. (45)

Tensor m−1
n jest tensorem 2. rz¦du reprezentowanym przez

macierz 3× 3.
Warto±ci elementów (45) tensora odwrotno±ci masy efektywnej

zale»¡ od wyboru ukªadu wspóªrz¦dnych w przestrzeni k. W
szczególno±ci mo»na tak wybra¢ ukªad wspóªrz¦dnych, aby

tensor ten miaª posta¢ diagonaln¡, czyli

(m−1
n)ij = m−1

n,iδij . (46)
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Tensor masy efektywnej de�niujemy jako tensor odwrotny

do tensora odwrotno±ci masy efektywnej.

W postaci diagonalnej mn,1 0 0
0 mn,1 0
0 0 mn,3

 . (47)

Elementy tensora masy efektywnej w jawnej postaci

mn,i
def
= (m−1

n,i)
−1 = ~2

(
∂2En
∂k2

i

∣∣∣∣
k0

)−1

. (48)

Relacj¦ dyspersji w otoczeniu ekstremum mo»na zapisa¢ jako

En(k) = E0
n +

3∑
i=1

~2(ki − k0i)2

2mn,i
. (49)
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Interpretacja matematyczna masy efektywnej

Pasmowa masa efektywna jest odwrotnie proporcjonalna do

krzywizny pasma w otoczeniu ekstremum.
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Rozwa»amy teraz jedno okre±lone pasmo n, a wi¦c mo»emy

opu±ci¢ wska¹nik pasma n.

Ekstremum w punkcie k0 6= 0

Jest to np. przypadek minimum pasma przewodnictwa (c) w Si i

Ge. W tym przypadku m1 = m2 = m⊥ , m3 = m‖ 6= m⊥ i

relacja dyspersji przyjmuje posta¢

E(k) = Eminc +
~2

2m⊥

[
(kx − k0x)2 + (ky − k0y)2

]
+

~2

2m‖
(kz−k0z)2 .

(50)

Powierzchnia izoenergetyczna jest elipsoid¡ obrotow¡ wokóª

punktu k0 i punktów równowa»nych wewn¡trz 1. strefy

Brillouina.
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Powierzchnie izoenergetyczne dla Si i Ge
(wokóª minimum pasma przewodnictwa)



W krysztale Si:

k0 = 0.85× 2π
a

(1, 0, 0) ,

=⇒ k0 ∈ BZ, czyli wektor k0 jest wspóªliniowy z kierunkiem ∆
wewn¡trz strefy Brillouina.

W krysztale Ge:

k0 =
2π
a

(
1
2
,
1
2
,
1
2

)
,

=⇒ k0 = L, czyli wektor k0 wyznacza punkt L na granicy strefy

Brillouina.

Z symetrii 1. strefy Brillouina wzgl¦dem obrotów w przestrzeni

k wynika, »e w krysztale Si istnieje 6 równowa»nych punktów

k0, a w krysztale Ge � 8.

Punktom tym odpowiadaj¡ minima energii (doliny) pasma

przewodnictwa, st¡d o krzemie i germanie mówimy, »e s¡ to

póªprzewodniki wielodolinowe.
Odpowiednia przerwa energetyczna jest sko±na.
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6-dolinowa struktura pasmowa krzemu.



8-dolinowa struktura pasmowa germanu.



Ekstremum w punkcie k = 0

W wielu, wa»nych z punktu widzenia zastosowa«, krysztaªach

póªprzewodnikowych o strukturze fcc, ekstremum pasm

wyst¦puje w ±rodku 1. strefy Brillouina, czyli dla k0 = (0, 0, 0).
Jest to tzw. punkt Γ.



Ekstremum w punkcie k = 0

W wielu, wa»nych z punktu widzenia zastosowa«, krysztaªach

póªprzewodnikowych o strukturze fcc, ekstremum pasm

wyst¦puje w ±rodku 1. strefy Brillouina,

czyli dla k0 = (0, 0, 0).
Jest to tzw. punkt Γ.



Ekstremum w punkcie k = 0

W wielu, wa»nych z punktu widzenia zastosowa«, krysztaªach

póªprzewodnikowych o strukturze fcc, ekstremum pasm

wyst¦puje w ±rodku 1. strefy Brillouina, czyli dla k0 = (0, 0, 0).

Jest to tzw. punkt Γ.



Ekstremum w punkcie k = 0

W wielu, wa»nych z punktu widzenia zastosowa«, krysztaªach

póªprzewodnikowych o strukturze fcc, ekstremum pasm

wyst¦puje w ±rodku 1. strefy Brillouina, czyli dla k0 = (0, 0, 0).
Jest to tzw. punkt Γ.
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y) +
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2mn‖
k2
z , (51)

gdzie n = c, v. Powierzchnia izoenergetyczna jest elipsoid¡
obrotow¡ o ±rodku w punkcie Γ. Przerwa energetyczna jest

prosta.

Przykªady: CdS, ZnS.
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maksimum pasma walencyjnego

En(k) = E0
n +

~2k2

2mn
, (52)

gdzie m⊥ = m‖ = mn.

W tym przypadku relacja dyspersji jest paraboliczna, a
powierzchnie izoenergetyczne s¡ powierzchniami kulistymi.
Przerwa energetyczna jest prosta.

Przykªady: GaAs, InSb.
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Interpretacja �zyczna masy efektywnej

Rozwa»my energia cz¡stki swobodnej o masie msw

Esw(k) =
~2k2

2msw
. (53)

Dla porównania relacja dyspersji w pobli»u ekstremum w

przypadku izotropowym ma posta¢

En(k) =
~2k2

2mn
, (54)

przy czym zakªadamy, »e E0
n = 0.
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Z porównania równa« (53) i (54) wynika, »e

elektron o energii bliskiej E0
n = Eextremumn zachowuje si¦

jak cz¡stka swobodna o masie mn.

Masa mn jest na ogóª ró»na od masy spoczynkowej elektronu w

pró»ni me0.
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elektron o energii bliskiej E0
n = Eextremumn zachowuje si¦

jak cz¡stka swobodna o masie mn.

Masa mn jest na ogóª ró»na od masy spoczynkowej elektronu w

pró»ni me0.



Z porównania równa« (53) i (54) wynika, »e

elektron o energii bliskiej E0
n = Eextremumn zachowuje si¦

jak cz¡stka swobodna o masie mn.

Masa mn jest na ogóª ró»na od masy spoczynkowej elektronu w

pró»ni me0.



Quasi-cz¡stki

Rozwa»amy póªprzewodnik o izotropowej relacji dyspersji i

prostej przerwie energetycznej.

Je»eli w pasmie walencyjnym (v) powstanie pojedynczy stan

nieobsadzony (luka po elektronie), np. wskutek absorpcji fotonu

o energii hν ≥ Eg, to ruch pozostaªych elektronów

obsadzaj¡cych t¦ luk¦ jest równowa»ny ruchowi luki o

przeciwnym zwrocie pr¦dko±ci.

vl = −ve (55)
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Luka po elektronie w pasmie walencyjnym mo»e by¢ traktowana

jako pewna quasi-cz¡stka, któr¡ nazywamy dziur¡.

Przyjmujemy, »e ªadunek dziury qh = −qe = e, gdzie e > 0 jest

ªadunkiem elementarnym, a efektywna masa pasmowa dziury

mh = −mv. Dla maksimum pasma walencyjnego

mv = ~2

(
d2E

dk2

∣∣∣∣
k=0

)−1

< 0 . (56)

Wynika st¡d, »e mh > 0.
Energi¦ dziury Eh liczymy wzgl¦dem maksimum pasma

walencyjnego, czyli zakªadamy, »e Emaxv = 0.

Eh(k) = −Ev(k) (57)
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Elektron w stanie Blocha o wektorze falowym z otoczenia

minimum pasma przewodnictwa (c) równie» jest quasi-cz¡stk¡.

Zgodnie z tym opisem jest on czasem nazywany

quasi-elektronem, elektronem blochowskim, elektronem
pasmowym.

Quasi-elektron posiada ªadunek qe = −e i efektywn¡ mas¦

pasmow¡ me = mc, okre±lon¡ dla minimum pasma

przewodnictwa, przy czym me 6= me0.

Na ogóª me � me0.
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W póªprzewodnikach o anizotropowej relacji dyspersji elektron i

dziura posiadaj¡ masy efektywne zale»ne od kierunku

(anizotropowe).

Wprowadzenie poj¦cia quasi-cz¡stki pozwala na prosty

(jednocz¡stkowy) opis dynamiki no±ników ªadunku w

póªprzewodnikach. W szczególno±ci ruch pojedynczej dziury jest

równowa»ny ruchowi wielu elektronów w pasmie walencyjnym.
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Przykªadowe warto±ci masy efektywnej i przerwy
energetycznej

Eg [eV] (T = 300 K)

Eg przerwa me⊥/me0 me‖/me0 mh⊥/me0 mh‖/me0

Si 1.12 sko±na 0.19 0.43 0.17 0.46
Ge 0.665 sko±na 0.08 0.21 0.04 0.38

GaAs 1.428 prosta 0.0665 0.0665 0.085 0.085
InSb 0.18 prosta 0.0139 0.0139 0.016 0.016
CdSe 1.825 prosta 0.13 0.13 0.45 1.0
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