X.
ALGORYTMY MONTE CARLO



W rozdziale tym omowione zostang dwa podstawowe algorytmy Monte Carlo,
a mianowicie algorytm Metropolisa i algorytm symulowanego wyzarzania.

1 Algorytm Metropolisa

Podstawowym problemem w obliczeniach Monte Carlo jest generacja liczb przy-
padkowych zgodna z zadanym rozktadem. Algorytm generowania liczb losowych
podlegajacych zadanemu (na ogédl zlozonemu) rozkladowi w przestrzeniach o
dowolnej liczbie wymiaréw podany zostal w artykule:

N. Metropolis, A. Rosenbluth, M. Rosenbluth, A. Teller, & E. Teller, J.
Chem. Phys. 21 (1953) 1087.

Nazywany jest on w skrocie algorytmem Metropolisa lub algorytmem
M (RT)?.

Przedstawimy najpierw ide¢ algorytmu i sam algorytm, a nastepnie podamy
dowod, ze podany algorytm rzeczywiscie generuje punkty w wielowymiarowej
przestrzeni roztozone zgodnie z zadanym rozktadem prawdopodobiernistwa.

Powiedzmy, ze zadany zostal pewien rozktad prawdopodobieristwa o funk-
cji wagowej w(X). Niech X = (z1,...,24) oznacza polozenie punktu w d-
wymiarowej przestrzeni. Zadanie nasze polega na generacji ciagu punktow:

Xo, X1,y Xiv ooy Xu (1)

roztozonych zgodnie z zadanym rozkladem w(X), przy czym zakladamy, ze
funkcja wagowa jest unormowana, czyli

/de(X) =1, 2)

Q

a zatem w(X) jest gestoscig prawdopodobienstwa.

Idea algorytmu Metropolisa opiera si¢ na zastosowaniu btadzenia przy-
padkowego w przestrzeni potozenn X do generacji zadanego rozktadu.

Bladzenie to mozna zrealizowaé¢ jako przypadkowa wedrowke pewnego we-
drowcy.

Szukany ciag punktow (1) jest tym ciagiem potozen, ktore odwiedza wedro-
wiec poruszajacy sie w sposob przypadkowy w d-wymiarowej przestrzeni. Gdy
wedréwka staje sie coraz dtuzsza, odwiedzane polozenia zblizaja sie do zadanego
rozkladu.

Zapoznamy sie teraz z samym algorytmem Metropolisa. W celu rozwazymy
przypadkowa podréz wedrowcy w d-wymiarowej przestrzeni potozeri.

Przyjmijmy, ze w pewnej chwili wedrowiec znajduje sie w punkcie X; ciagu
polozeni (1). Generacji kolejnego punktu X;;1 dokonujemy w nastepujacy spo-
sob:

(1) Wykonujemy krok probny do nowego punktu X;.

Ten nowy punkt mozna wybraé zgodnie z rozktadem jednorodnym wewnatrz
d-wymiarowego sze$cianu o boku § zbudowanego wokot punktu X;.



(2) Nastepnie krok probny (punkt probny) jest akceptowany lub odrzucany
zgodnie z wartoscia stosunku

. 3
w(X,) (3)
Jezeli r > 1, to nowy punkt jest akceptowany. Kladziemy wtedy X, = X;.

Jezeli natomiast r < 1, to nowy punkt jest akceptowany z prawdopodobierni-
stwem 7.

Akceptacja punktu X; z prawdopodobieristwem r oznacza wykonanie naste-
pujacej procedury:

(a) Generujemy liczbe losowa ¢ zgodnie z rozktadem jednorodnym w prze-
dziale [0, 1].

(b) Jezeli r > p, to punkt X; zostaje zaakceptowany. Kladziemy zatem
X'H—l = Xt.

(c) Jezeli r < p, to punkt X; zostaje odrzucony. W tym przypadku kla-
dziemy X;+1 = X;.

Po wyznaczeniu punktu X;; dokonujemy kolejnego préobnego kroku z punktu
X,;+1 1 generujemy X, o wg. powyzszej procedury. Nastepnie powtarzamy te
samg procedure do generacji punktow X;i3, Xii4,.. ..

Punktem startowym X, naszej przypadkowej wedréwki moze byé¢ dowolnie
wybrany punkt. Nieco doktadniej problem wyboru punktu startowego zostanie
oméwiony w uwagach dotyczacych praktycznej realizacji algorytmu.

Wykazemy teraz, ze algorytm Metropolisa rzeczywiscie generuje ciag punk-
tow roztozonych zgodnie z zadana gestoscia prawdopodobieristwa w(X).

W tym celu rozwazymy duza liczbe wedrowcdw startujacych z réznych punk-
tow poczatkowych i poruszajacych sie niezaleznie od siebie w sposéb przypad-
kowy w wielowymiarowej przestrzeni potozen X. Mozna zauwazy¢, ze liczba
wedrowcow w punkcie X jest proporcjonalna do liczby wizyt pojedynczego przy-
padkowego wedrowcy w danym punkcie.

Oznaczmy przez n;(X) gestos¢ wedrowcoéOw w punkcie X po wykonaniu 4
krokow.

Obliczymy wypadkowa liczbe wedrowcéw poruszajacych sie z X do YV w
kolejnym kroku, tzn. obliczymy zmiane gestosci wedroweow An(X). Jest ona
réowna

An(X) = ni(X)p(X = ¥) = ni(¥)p(Y — X) , (4)
gdzie p(X — Y) jest prawdopodobienstwem przej$cia z punktu X do punktu
Y.

Przeksztatcamy (4) do postaci

ni(X) pY - X)

An(X)=n;(YV)p(X —=Y) (V) - X o) (5)

Roéwnowaga zachodzi wtedy, gdy

An(X)=0. (6)



Oznaczmy symbolem n.(X) gestosé wedroweow w punkcie X w stanie rowno-
wagi. Ze wzorow (5) i (6) wynika, ze

ne(X) _ ni(X) _ p(Y = X)

@) - m)  pX oY) @)

Wraz ze wzrostem liczby krokéw gestosé wedrowcow dazy do gestosci rownowa-
gowej, tzn.

lim n;(X) = ne(X) . ()

1— 00

Rozwazmy teraz wedrowke zgodng z algorytmem Metropolisa. Wtedy praw-
dopodobienistwo przejscia z X do Y mozna zapisaé jako

X = Y) = tX = Y)a(X —Y), (9)

gdzie t(X — Y) jest prawdopodobienstwem wykonania probnego kroku z X do
Y, a a(X —Y) jest prawdopodobieristwem akceptacji tego kroku.

Jezeli probny punkt lezy wewnatrz odpowiednio malego szescianu o krawe-
dzi 0 i $rodku w punkcie X, to punkt Y moze by¢ osiagniety z punktu X w
pojedynczym kroku. Wtedy

HX = Y) =Y — X). (10)
Wzory (7), (9) i (10) prowadza do
ne(X)  aY — X)

= . 11
ne(Y) a(X—-Y) (11)
Zgodnie z algorytmem Metropolisa mozliwe sa dwa przypadki:
(1) w(X)>w(), czyli r < 1.
Wtedy a(Y — X) =1 oraz
w(Y)
X—-Y)=——+. 12
a(X —Y)= U (12)
(2) w(X) <w(),czylir > 1.
Wtedy a(X — Y) =1 oraz
w(X)
Y - X)=—=. 1
alY = X)= 05 (13)

Dla kazdego z przypadkow (1) i (2) otrzymujemy zgodnie z (11) ten sam
wynik, a mianowicie

ne(X) _ w(X)

ne(¥) " w(¥) )
Wynika stad, ze

ne(X) ~w(X) . (15)



Jezeli unormujemy rozktad réwnowagowy, to
ne(X) = w(X) )

co konczy dowdod.
Uwagi: problemy numeryczne

(1) Jaka powinna byé optymalna warto§é¢ kroku probnego 6 ?

Optymalng warto$¢ § dobieramy tak, aby okolo potowy probnych krokéow
zostato zaakceptowanych.

(2) Jak wybra¢ punkt startowy Xg ?
Teoretycznie jest to wyboér przypadkowy.
W praktyce, aby zapewni¢ te przypadkowo$¢, dokonujemy pewnej liczby
krokéw poczatkowych wedlug algorytmu Metropolisa i jako punkt star-
towy Xy wybieramy ten punkt, dla ktorego wartosé¢ funkcji w(Xy) jest
duza (chociaz niekoniecznie najwieksza). Proces ten nazywamy termali-
zacja.

2 Metoda symulowanego wyzarzania

Najpierw wyjasnimy nazwe i przedstawimy idee metody. Angielska nazwa me-
tody to simulated annealing. W technologii terminem annealing (wyza-
rzanie) okreslany jest proces powolnego chlodzenia cieklego szkla lub metalu
w celu uzyskania utwardzonej (hartowanej) struktury.

Proces ten moze tez byé nazywany po prostu hartowaniem. Mozna sie
tez powolaé na analogie z dziedziny muzyki i stosowaé termin temperowanie,
ktore oznacza tagodne wyciszanie muzyki.

Zobrazujemy ide¢ metody na przykltadzie procesu produkeji szkta. W proce-
sie tym ciekly goracy material jest powoli chtodzony wg odpowiedniej procedury
(zwanej po angielsku annealing schedule. Po powolnym osiagnieciu tempera-
tury otoczenia powstaje trwala struktura szkta (bez naprezen wewnetrznych).

W procesie produkcji szkta moga by¢ stosowane rézne szybkosci chtodzenia.
Chlodzenie szybkie prowadzi do powstania struktury z naprezeniami wewnetrz-
nymi, ktéra odpowiada minimum lokalnemu energii catkowitej materiatu.

W wyniku chtodzenia powolnego powstaje struktura bez naprezen wewnetrz-
nych, ktéra odpowiada minimum globalnemu energii catkowitej.

Algorytm wykorzystujacy symulacje powolnego chlodzenia moze stanowic
metode znajdowania minimum globalnego funkcji wielu zmiennych.

Zajmiemy sie zastosowaniem metody symulowanego wyzarzania do znajdo-
wania stabilnej struktury ukladu N czastek klasycznych. Uktad czastek kla-
sycznych znajduje sie w stanie réwnowagi, jezeli catkowita energia potencjalna
tego uktadu osigga minimum globalne.

Energia potencjalna oddzialtywania pary czastek (i, j) wynosi

wij = u(r) , (16)



gdzie r;; = r; — r;. Calkowita energia potencjalna uktadu N czastek dana jest

wzorem
N N
U= ZZUU‘ . (17)

i=1 j>i
Jest to funkcja 3N zmiennych

U=U(ry,...,rN) . (18)

Konfiguracje Cj uktadu N czastek definiujemy jako zbior potozen tych cza-
stek, czyli
Co=r® =P, .. ey, (19)

gdziek =1,..., K, a K jest calkowita (maksymalna) liczba konfiguracji. Oznaczmy
przez Uy, energie potencjalna k-tej konfiguracji

Ve = U6®) U, e ®) (20)

czyli
N N
U= ™ -y (21)
gdzie rgk),rgk) € Cf.

2.1 Algorytm metody symulowanego wyzarzania

(0) Zadajemy konfiguracje poczatkowa (k = 0)
Co=(",... r0y. (22)

(1) Wybieramy program (plan) chlodzenia.
Komentarz dotyczacy tego punktu podamy w dyskusji algorytmu.
(2) Tworzymy konfiguracje aktualna: dla kroku k-tego jest to konfiguracja
o numerze k — 1, czyli
Cr=0Ck_1. (23)

(8) Generujemy konfiguracje "sasiednia” C}, w sposob nastepujacy:
(2.a) Wybieramy losowo lub w sposob cykliczny wskaznik j czastki.

(2.b) Wektor potozenia wybranej czastki j-tej zmieniamy w sposob przypad-
kowy wewnatrz szescianu o krawedzi J i srodku w r;.

Uwaga
Punkt (2.a) algorytmu oznacza, ze nowy wektor potozenia rj; = (27, yj, 2})
wyznaczany jest nastepujaco:

SL‘; =x; + (51 — 05)6 R (24)



Y =v;i +(&2—05)0, (25)
2; = 2zj 4 (§3 — 0.5)4 , (26)

gdzie &1,&5, &3 sa liczbami pseudoprzypadkowymi o rozktadzie jednorodnym w
przedziale (0,1).

(4) Obliczamy energie potencjalng U;, nowej konfiguracji.

(5) Zmieniamy konfiguracje aktualna na konfiguracje sasiednia w sposob
nastepujacy:

(5.a) Jezeli U}, < Uy, to akceptujemy konfiguracje¢ sasiednia. Dokonujemy
wtedy podstawienia

Cry1 = Ch (27)

i rozpoczynamy obliczenia od punktu (2).
5.b) Jezeli U, > Uy, to obliczamy stosunek prawdopodobienstw termody-
k
namicznych
-U, /kT
_¢&F _ —AU/kgT
1= U kT ~— € " (28)
gdzie AU = Uj, — Uy, i poréwnujemy ¢ z liczba pseudoprzypadkows ¢ € (0,1) o
rozktadzie jednorodnym.

(i) Jezeli ¢ > &, to zmieniamy konfiguracje wg. Cry1 = C.

(ii) Jezeli ¢ < &, to pozostawiamy niezmieniong konfiguracje Cyy1 = Cj i
rozpoczynamy obliczenia od punktu (2).

Zgodnie z (28) w metodzie symulowanego wyzarzania stosowane sa prawdo-
podobieristwa termodynamiczne okreslone przez klasyczny rozktad Boltzmanna,
czyli

p=Ce U/ksT (29)

Przedyskutujemy teraz réznice pomiedzy algorytmem symulowanego wyza-
rzania a algorytmem Metropolisa, w ktérym zastosowano rozktad Boltzmanna.

Roznica ta polega na tym, ze w metodzie symulowanego wyzarzania tempe-
ratura T we wzorze (28) obnizana jest wedlug pewnego zadanego planu (sche-
matu). Moze to by¢:

(1) Schemat liniowy
T =To(1 — aAk). (30)

(2) Schemat eksponencjalny
T = Tye @Ak (31)

(3) Schemat "reczny”, zgodnie z ktérym temperature zmieniamy interakcyjnie
co pewnay liczbe krokow Ak.

We powyzszych wzorach « jest parametrem szybkosci chlodzenia, a Ak ozna-
cza zmiane liczby konfiguracji (np. Ak =1).
Dyskusja



(1) Wybér temperatury poczatkowe;.

W celu umozliwienia "przeskokéw” pomiedzy minimami lokalnymi nalezy
wybraé Ty zgodnie z wartoécig réznicy pomiedzy maksymalna U,y q, i mi-
nimalna U,,;, energia potencjalna uktadu, czyli

k‘BTO ~ Umtw — Umin . (32)

(2) Wybor krawedzi szescianu 6 dokonywany jest "doswiadczalnie” tak, aby
okoto polowy nowych konfiguracji zostalo zaakceptowanych (por. algo-
rytm Metropolisa).

Zgodnie z algorytmem symulowanego wyzarzania najczeSciej akceptowane
sa konfiguracje o zmniejszajacej si¢ energii potencjalnej. Jednakze uktad moze
z niezerowym prawdopodobienistwem przeskakiwa¢ przez bariery energii poten-
cjalnej oddzielajace minima lokalne energii. Dla T' — 0 uklad przechodzi do
konfiguracji odpowiadajacej globalnemu minimum energii potencjalnej, chociaz
przejscie to zachodzi z prawdopodobieristwem mniejszym od 1 (ale bliskim 1).

Zastosowania

(1) Otrzymywanie stabilnych struktur ukladéw N czastek (metoda konkuren-
cyjna w stosunku do metod dynamiki molekularnej).

(2) Optymalizacja zlozonych obwodow elektrycznych (w tym celu metoda ta
zostata wymyslona przez Kirkpatricka).

(3) Problem komiwojazera, czyli poszukiwanie minimalnej drogi w N podro-
zach.

Wtedy podstawiamy zamiast U droge L okreslona jako

N
L= Z Viwi =2 1)2 + (yi —yi1)?
=1

Punktem startowym jest punkt xg, yo.

3 Ruchy Browna

Podstawy fizyczne

Ruchy Browna to nieuporzadkowane ruchy czastek zawiesin (np. pytku ro-
§linnego) zawieszonych w cieczy lub gazie. Rys. 1 pokazuje obraz ruchu Browna
otrzymany w wyniku rzutowania na plaszczyzne kolejnych potozen czastki pytku
obserwowanych w chwilach czasu: 0, At,2At,.... Jest to linia tamana.

Jezeli bedziemy rejestrowali potozenia czastki zawiesiny w systematycznie
zmniejszajacych sie odstepach czasu, np. wedtug wzoru t,, = At/n, gdzie n > 1,
to kazdy odcinek prostej znéw zamieni si¢ w linie tamana.



Rys. 1. Rzut trajektorii brownowskiej na ptaszczyzne.

Oczywiscie istnieje fizyczna granica ciagu t,, np. wyznaczona przez skale
atomowa odlegloéci i czasu.

W celu wyjasnienia ruchéow Browna nalezy zauwazy¢, ze typowe odstepy
pomiedzy chwilami obserwacji wynoszg 0.01 s < At < 1 s. Natomiast $redni
czas miedzy zderzeniami czasteczek gazu lub cieczy wynosi 1074 s.

Wynika stad, ze ruchy Browna nie sa spowodowane pojedynczymi zde-
rzeniami czastek zawiesiny (pytku) z czasteczkami cieczy lub gazu.

Natura ruchu Browna jest nastepujaca:

Ruch Browna czastki zawiesiny jest wynikiem z bardzo wielu zderzen z
molekutami gazu lub cieczy, w ktorych wyniku czastka zawiesiny traci "pamie¢”
o swoim poprzednim ruchu i uzyskuje pewien ruch przypadkowy. Jest to ruch
(prawie) jednostajny o przypadkowej predkosci poczatkowej. W zwiazku
z tym ruchy Browna mozna opisa¢ podobnie jak problem bladzenia przy-
padkowego, w ktérym zmienia sie w sposob przypadkowy zaréwno kierunek
jak i dlugosé kazdego kroku.

Wyznaczymy $rednie przesuniecie czastki zawiesiny po N krokach. Ozna-
czamy symbolem sy wektor wypadkowego przesuniecia czastki zawiesiny po N
krokach, a symbolem d wektor przemieszczenia czastki w pojedynczym kroku.
Wektory te zwiazane sa z sobg relacja

Sy =sy_1+d. (33)



Podnoszac (33) stronami do kwadratu otrzymujemy
s% =s%_1+2sy_1-d+d?, (34)
a stad éredni kwadrat przesuniecia po N krokach
(s3) = (sk_1) +2(sv-1-d) + (d%) . (35)
Sredni kwadrat pojedynczego przemieszczenia definiujemy jako
o> a2y (36)
Srednia warto$é¢ iloczynu skalarnego we wzorze (35) moze by¢ zapisana jako
(sny—1-d) = (sn-1)(d)(cos p) , (37)

gdzie p = Z(sn-1,d).
Dla przypadkowych przemieszczeri

(cosp) =0, (38)
czyli
(sy_1-d)=0. (39)
Podstawiajac ten wynik do wzoru (35) otrzymujemy
(s%) = (si_1) +a®. (40)
Stosujac (40) dla N = 1 mamy
(2) = a? . (41)

Zgodnie z metoda indukeji na podstawie (40) i (41) otrzymujemy
(s%) = Na*. (42)
Jezeli wprowadzimy srednig liczbe przesunieé¢ czastki zawiesiny w jednostce
czasu, czyli czesto$é przesunieé, ktorg oznaczamy literg v, to
N=ut, (43)
a stad 1 ze wzoru (5) otrzymujemy zaleznosé $redniego kwadratu przesuniecia
od czasu
(s%) = va®t . (44)

Srednie przesuniecie Iy po N krokach definiujemy jako érednia kwadratows
przesunieé

de
v (B (45)
czyli
lN:a\/N:a\/UTf. (46)
Wzor (46) podaje zaleznoéé charakterystyczna dla ruchéw Browna:

Srednie przesuniecie czastki jest proporcjonalne do pierwiastka
kwadratowego z catkowitej liczby krokéw, czyli do pierwiastka kwa-
dratowego z czasu obserwacji.
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Rozklad prawdopodobienstwa dla trajektorii brownowskich

Odpowiemy teraz na pytanie, jakiemu rozktadowi prawdopodobienistwa pod-
legaja trajektorie czastek wykonujacych ruchy Browna?

Najpierw rozwazymy polozenie czastki w kierunku z, czyli sktadowa x-owa
wektora przesuniecia sy. Przemieszczenia w kierunku x w kolejnych krokach sa
wielkosciami przypadkowymi co do wartosci i znaku. Przesuniecie wypadkowe
po N krokach jest wiec suma N liczb przypadkowych &;, czyli

N
=) & = x. (47)
i=1

Zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznym suma N liczb przy-
padkowych (dla odpowiednio duzego N) podlega rozkladowi normalnemu, czyli
rozktadowi Gaussa.

Rozklad Gaussa przesunieé¢ x scharakteryzowany jest wartoscia $rednig

p=(z)=0
oraz wariancja
o? = (z?)
Zgodnie z (44)
0? = Na* = va’t . (48)

Wynika stad, ze rozklad prawdopodobieristwa dla wypadkowego przesuniecia
czastki w kierunku z dany jest wzorem

1 2 2
_ _ - -z /20 49

xXr) = e .
Q() o ( )

Wzor (49) podaje gestosé prawdopodobienistwa rozktadu przesunie¢ w kierunku
x dla trajektorii brownowskiej.

Zgodnie z (49) obliczamy prawdopodobienistwo otrzymania po N krokach,
czyli po upltywie czasu ¢, przemieszczenia czastki zawartego w przedziale [z, z +
Azx] jako

P(z,Ax) = o(x)Ax . (50)

Rozklad prawdopodobienstwa dla trajektorii brownowskich w trzech
wymiarach

Dla ruchu w trzech wymiarach odpowiedni rozktad prawdopodobienstwa
przesunieé jest iloczynem trzech identycznych jak (49) Gaussianéw zaleznych
od x,y, 2.

Konstrukcja numeryczna trajektorii brownowskiej
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Rozwazamy ruch Browna w funkcji zmiennej czasowej 7. Zmienna 7 moze
przyjmowaé wartosci rzeczywiste (w symulacji rzeczywistego ruchu czastki za-
wiesiny) lub urojone (w symulacji ewolucji czasowej uktadu kwantowego).

Przedzial zmiennosci 7, czyli 0 < 7 < B dzielimy na d podprzedziatéw
o dlugosci e = B/d kazdy, gdzie d jest liczba calkowita. Punkty podziatu
oznaczamy 7; = je (j =0,...,d), przy czym 74 = B.

Ruch Browna w kierunku @ w podprzedziale [7;,7;1] podlega rozkladowi
normalnemu (49) o $redniej g = 0 i odchyleniu standardowym

B

c=aye=a 7 (51)

gdzie parametr a = /v ma wymiar [ms~'/2].
Ruch w podprzedziale |1}, 7;11] jest wypadkowa wielu krokoéw przypadko-
wych (czyli jest nadal ruchem Browna), stad

Tjp1 = xj+ 0, (52)
gdzie §; podlega rozktadowi normalnemu (49) o éredniej = 0 i wariancji Var
B 1W podprzedziale sasiednim [7;_1, 7;] zachodzi zwiazek

Tj =11+ 01 . (53)
Przeksztatcamy (52) do postaci
Tj =it — 0. (54)

Dodajac stronami (53)i (54) otrzymujemy

z; = %(%’—1 +2j41) + %(é}‘—l —&)- (55)

Ustalamy teraz x;_1 i x41,ax; (j =1,...,d—1) traktujemy jako zmienng
losowa . Wg. wzoru (55) obliczmy Srednia wartos¢ zmiennej z;

(z5) = %(l”jfl + @j+1) (56)

oraz wariancje tej zmiennej

2 0.2

0'2 g
(@2 = (@3)2) = T (€ — (%) = TVare = 2., (57)

poniewaz Varf = 1.
Dla wygody dalszych rozwazan definiujemy nowe zmienne losowe
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przy czym j = 1,...,d — 1. Wartos$¢ srednia nowej zmiennej losowej (; wynosi

(¢G)=0, (59)

natomiast wariancja

VarG = (61— §)%) = 5(Varg ~2g &) =1, (60)

Wynika stad, Ze zmienne losowe (; podlegaja rozktadowi normalnemu o $red-
niej 0 i wariancji 1.
Zgodnie z (55)

G- (61)

1
j = 521+ 2j41) +

5s

Inaczej
1 5
T = i(xj_l +xj11) + a\/;gj . (62)

Kazde z potozeii x;, obliczonych wedtug wzoru (62), podlega rozkladowi Gaussa.
A zatem dla kazdej chwili czasowej 7;, gdzie j = 1,...,d—1, otrzymujemy poje-
dynczy jednowymiarowy rozkltad Gaussa (49). Wynika stad, ze powtorzenie tej
konstrukeji dla kazdego wymiaru w przestrzeni trojwymiarowej daje w wyniku
3(d — 1)-wymiarowy rozktad Gaussa polozen czastek.

W praktyce obliczeniowej stosujemy podzial przedziatu [0, B] na réwne pod-
przedzialy, np. wedlug nastepujacego schematu: ¢ = B/d, gdzie d = 2", a
n=0,1,2,... oznacza numer kolejnego podziatu.

Uwagi

(1) Przedstawiony powyzej sposob konstrukcji trajektorii brownowskiej zapew-
nia przechodzenie trajektorii przez ustalone punkty: poczatkowy x( dla
7 =0 i konicowy x4 dla 7 = B. Tak wyznaczone trajektorie stosowane sa
przy numerycznym obliczaniu caltek po trajektoriach.

(2) Konstrukcja trajektorii brownowskiej dostarcza praktycznej metody gene-
rowania wielowymiarowego rozktadu Gaussa.

Zastosowania
(1) Bezposrednia symulacja komputerowa ruchéw Browna.

(2) Obliczanie catek po trajektoriach metoda Monte Carlo.
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j: 0 1
= o 1 2
j: 0 2 3 4
=_lo |1 3 |4 s |6 |7 s
j=_10 d
FTTTTTITTT TTTTTITTTTT T I T T I T T TTTTIT ) TTTTTd
0 B
e=B/d

Rys. 2. Konstrukcja trajektorii brownowskiej.
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