XI.
ROWNANIA ELIPTYCZNE



1 Klasyfikacja rownan rézniczkowych czastkowych
drugiego rzedu

Wiele probleméw w fizyce opisywanych jest za pomoca réwnan rézniczkowych
czastkowych drugiego rzedu. Ten krotki wstep zawiera przypomnienie ogolnej
klasyfikacji rownan rézniczkowych czastkowych.

Dla dwoch zmiennych niezaleznych (x,y) ogdlna postaé¢ tych réwnan jest
nastepujaca:

Py Py P O _

gdzie ¢ = ¢(x,y) jest zmienng zalezna (funkcja szukana), a, b, c,d, e, f, g sa to
badz state liczbowe badz funkcje zmiennych niezaleznych = i y. Jezeli funkcje
te zaleza dodatkowo od 1, to rownanie (1) jest nieliniowe.

W celu wprowadzenia klasyfikacji rownari o ogolnej postaci (1) zakltadamy,
ze a,b,c,d, e, f, g sa liczbami.

Definiujemy wielkosé

A% B 4ac. (2)

Jezeli A < 0, to rownanie (1) nazywamy rownaniem eliptycznym,
jezeli A = 0, réwnanie (1) jest rownaniem parabolicznym,
a jezeli A > 0, to jest to r6wnanie hiperboliczne.

2 Zastosowanie eliptycznych réwnan rézniczko-
wych czastkowych

(1) problemy z warunkami brzegowymi, opisane réwnaniem Poissona

(2) niezalezne od czasu rownanie Schrédingera

3 Rownanie Poissona w 2D

Roéwnanie Poissona w 2D

W przestrzeni dwuwymiarowej (2D) wiele probleméw z natozonymi warun-
kami brzegowymi opisanych jest za pomoca réwnan eliptycznych o postaci

_ (aa; n ;;) o(z,y) = S, y) . (3)

Przykladowe zastosowania rownania (3):
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Rys. 1. Obszar D i kontur C.

(i) Obliczanie potencjalu elektrostatycznego (typowe réwnanie Pois-
sona)

W tym przypadku ¢ = p(z,y) jest potencjatem elektrostatycznym, a S =
S(z,y) jest funkcja zrodla, okreslona przez rozktad tadunku

S(l‘,y) = Q(x’y)/go .

(ii) Rownanie opisujace stacjonarny przeplyw ciepla

W tym przypadku ¢(x,y) = T(x,y) jest temperatura w punkcie (z,y), a
S(z,y) jest szybkoscia ogrzewania lub chtodzenia.

Problem opisany réownaniem (3) jest dobrze postawiony, jezeli zadane sa
warunki brzegowe na brzegach obszaru D okreslonosci funkeji p(z,y). Wa-
runki te moga tez by¢ zadane na dowolnej krzywej C' wewnatrz obszaru D. Dla
wygody dalszych rozwazan wybieramy obszar D jako kwadrat jednostkowy na
plaszczyznie z — y.

Warunki brzegowe dla réwnania (3) mozna zada¢ w jednej z nastepujacych
postaci:

(1) postaé Dirichleta: zadana jest funkcja ¢(z,y) na brzegach obszaru D i
ewentualnie na krzywej C,



(2) postaé¢ Neumanna: zadane sg pochodne normalne funkcji ¢(z, y) na brze-
gach obszaru D,

(3) postaé Cauchy’ego (mieszana): zadana jest liniowa kombinacja funkeji
o(z,y) 1 jej pochodnych normalnych na brzegach obszaru D.

4 Problemy wtasne: réwnanie Schrédingera nie-
zalezne od czasu

Roéwnanie to ma postac
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W tym przypadku warunki brzegowe zadane sa w postaci Dirichleta. Réwnanie
(4) moze by¢ rozwigzywane podobnie do réwnania (3). W zwiazku z tym w
dalszym ciagu wyktadu skoncentrujemy sie nad metodami numerycznymi roz-
wigzania rownania (3).

Nalezy jedynie zauwazy¢, ze w rownaniu Schrédingera wystepuje dodatkowa
niewiadoma: warto$¢ wlasna F, ktora znajdujemy np. z warunkéw brzegowych
nalozonych na funkcje falowa.

Funkcja falowa 1 spelnia ponadto warunek unormowania

+oo +o0o

[ [ dwagiotep =1. (5)
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5 Dyskretyzacja rownania eliptycznego

Na plaszczyznie x — y wprowadzamy sie¢ wezlow o stalej sieci h, ktora jest
jednakowa w obu kierunkach (sie¢ wezlow jest jednorodna).
Definiujemy wezly sieci (z;,y;) w sposob nastepujacy:

z;=ih, i=0,1,...,N,

yj =jh, j=0,1,...,N .

Wezly sieci bedziemy oznaczaé wskaznikami (4, 7).
Definiujemy ponadto
v = plaiy) (6)
oraz
Siy < Saiy) (7)
Stosujemy tréjpunktowe przyblizenie drugiej pochodnej w kazdym kierunku,
czyli
P Pt — 200 T pic1y (8)

o2 |zi=ih — h2 ’
yj=Jjh




0 h X Xn=1

Rys. 2. Sie¢ wezléw w kwadracie jednostkowym na plaszczyznie x — y.

(L.1)



oraz
0%p

Pij+1 — 205 + Pi -1
5t ~ Pig J j=1 (9)

x;=ih ~— h2
yj=Jjh

Otrzymujemy stad rownanie (3) w postaci roznicowej

Cit1,j — 20ij tQi-1,5 | Pig+l — 2055 + Qi1

W celu uproszczenia zapisu definiujemy operatory réznicowe drugiego rzedu:
(i) dla wskaznika i
(A%0)i; E piary — 2005+ 0im1g (11)
(ii) dla wskaznika j
(A20)55 & pise1 — 2055 + 0351 - (12)
Po wprowadzeniu operatoréw réznicowych rownanie (10) przyjmuje postaé

—[(AT)i; + (A3p)i] = h*S;; . (13)

6 Jednowymiarowe réwnanie Poissona

W celu prostej ilustracji nowych metod numerycznych rozwazamy réwnanie Po-
issona dla jednej zmiennej niezaleznej, czyli odpowiednik réwnania (3) w przy-
padku jednowymiarowym.
22— 5(w) (1)
da? '
Po dyskretyzacji rownanie (14) przyjmuje postaé
Pic1—2pi + piy1 = —h%S; . (15)

Jest to uklad liniowych réwnan algebraicznych na niewiadome ¢;.

7 Metoda macierzowa
Zalozmy, ze zadane warunki brzegowe dla ukladu réwnan (15) maja postac

Yo = Co, PN =CN - (16)
Wtedy uklad rownan (15) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

A®=C. (17)



We wzorze (17) ® i C sa (N + 1)-elementowymi macierzami jednokolumno-
wymi

¥o
$1
P = - (18)
¥N-1
$N
Co
—h28;
c=| (19)
—h2?Sn_1
CN
Natomiast A jest macierza kwadratowg (N 4+ 1) x (N 4 1) o postaci
1 0 0 00 ... 0 0 0
1 -2 1 0 0 ... O 0 0
0 1 -2 1 0 ... 0 0 0
A= (20)
0 0 0oo0 o0 ... 1 =21
0 0 000 ... 0 0 1

Uktadowi rownan odpowiadajacemu problemowi dwuwymiarowemu (13) mozna
roéwniez nadaé posta¢ macierzows. Odpowiednia macierz bedzie jednak bardziej
ztozona niz w przypadku jednowymiarowym.

W ten sposéb problem Poissona z warunkami brzegowymi zostal zreduko-
wany do zagadnienia polegajacego na rozwiazywaniu uktadéw réwnan liniowych
o0 ogodlnej postaci (17). Uklady takie mozna rozwiazywaé korzystajac z tego, ze
odpowiednie macierze A sa rzadkie, tzn. wickszos$¢ ich elementoéw jest réwna
zero.

Np. w przypadku jednowymiarowym jest to macierz tréjprzekatniowa (20),
dla ktorej istnieja, bardzo efektywne metody numeryczne.

8 Zasada wariacyjna

W celu lepszego zrozumienia tredci fizycznej rownania (3) oraz wprowadzenia
metody iteracyjnej jego numerycznego rozwiazywania wyprowadzimy je jeszcze
raz korzystajac z zasady wariacyjnej. W celu uproszczenia zapisu rozwazamy
jednowymiarowy problem brzegowy (14).

Opisany jest on rownaniem (14), czyli

&y
dx?

= S(z) . (21)



Warunki brzegowe maja postaé

©(0) = o, (1) = on . (22)

Definiujemy wielkos¢ E bedaca funkcjonatem funkcji (x)

fop /1 dx l; (d‘fg))Q _ S(x)gp(x)] . (23)
0

Zauwazmy, ze jedynie w pewnych przypadkach funkcjonal E posiada inter-
pretacje fizyczna.

Np. w elektrostatyce: natezenie pola elektrycznego E, = —dyp/dx, a gestosc
tadunku jest proporcjonalna do funkcji zrodta S(z), a zatem w tym przypadku
funkcjonal F jest calkowita energia uktadu pole + tadunki.

Na ogo6!t jednak traktujemy FE jako pewna uzyteczna wielkos¢ pomocniczg.
Obliczmy wariacje funkcjonalu F wzgledem ¢, przy zalozeniu, ze znikajg wa-
riacje ¢ na brzegach przedziatu, czyli

50(0) = 5p(1) =0 . (24)

Wariacje funkcjonatu E (23) liczymy nastepujaco:

1
dy dy
Jolt) s
0

_ /0 ' [z‘;’ ;i(a@)—sagp} . (25)

oF

Po wykonaniu w (25) catkowania przez czesci pierwszej funkeji podcatkowej
i wykorzystaniu warunkow brzegowych (24) otrzymujemy

1
d?¢

0
Zadamy, aby funkcjonal E posiadal ekstremum, co oznacza spelnienie warunku
0E =0 (27)

dla dowolnych wariacji de.
Warunek (27) prowadzi do rozwazanego réwnania roézniczkowego (21)

d?*p

W ten sposob pokazaliémy wiec, ze rownanie rézniczkowe (21) spelnione jest
wtedy i tylko wtedy, gdy funkcjonal (23) posiada ekstremum.



Dla dwoch zmiennych odpowiedni funkcjonal ma postaé

E:/Oldx/oldy B(V@)Q—&p} : (28)

0 0
V—(ax’ay)'

Warunek ekstremum funkcjonatu (28) prowadzi do dwuwymiarowego rownania
Poissona (3). Dalsze uogolnienie na dowolna liczbe zmiennych jest trywialne.

gdzie

9 Metoda relaksacyjna

Metoda ta bazuje na iteracyjnej procedurze rozwigzywania problemu brzego-
wego. Najpierw wprowadzimy te metode dla przypadku jednowymiarowego, a
nastepnie uogélnimy ja na przypadek dwuwymiarowy.

Rozwiazujemy rownanie (15) ze wzgledu na ; i otrzymujemy

1
wi = 5(%—1 + @ir1 + h2S;) . (29)

Gdyby wartosci @;—1 oraz ¢;+1 byly znane, to wzoér (29) mozna by interpre-
towac jako algorytm poprawiania przyblizen dla ¢; bazujacy na sasiednich we-
zlach sieci. Na takim wlasnie wykorzystaniu wzoru (29) polega idea metody

relaksacyjnej.
(s)

Oznaczamy przez ¢, wartosci zmiennej zaleznej w s-tym kroku iteracyj-

nym. Wtedy
s+1 1 s s

AT = Sl + el + S (30)

Rozwigzanie startowe dla s = 0, czyli npl(-o), moze by¢ wybrane w spos6b dowolny.

Procedura iteracyjna z uzyciem wzoru (30) jest nazywana metoda Gaussa-
Seidla.

10 Przyspieszenie zbiezno$ci iteracji
Zmierzanie wartosci <p§s) otrzymanych w kolejnych krokach iteracji (przy rosna-
cym wskazniku iteracji s) do wartosci poprawnych moze by¢ potraktowane jako
pewien proces relaksacyjny.

W fizyce relaksacja oznacza proces zmierzania ukladu do stanu réw-
nowagi.

Szybkos¢ zbieznosci procedury iteracyjnej (szybkosé relaksacji) mozna zmie-
nia¢ wprowadzajac parametr relaksacji w, ktory jest odpowiedzialny za mie-
szanie "starych” i "nowych” rozwigzan.



(s+1)

W kazdym kroku iteracji obliczamy ¢

niej ("starej”) wartosci cpl(-s) i poprawionej ("nowej”) wartosci funkcji szukanej,

wyznaczone] zgoduie z (30), czyli

jako kombinacje liniowa poprzed-

S S w S S
P = (1wl + Sleth +elh + S (31)

Wartosé parametru relaksacji w wybieramy tak, aby uzyska¢ najwieksza szyb-
kos¢ zbieznosci procedury iteracyjnej. Wyboru tego dokonujemy metoda prob i
btedow.

Mozna pokazaé, ze schemat iteracyjny (31) jest zbiezny, czyli prowadzi do
poprawy rozwigzan.

Warunkiem zbieznosci w przypadku 1D jest spelnienie nieréwnosci

O<w<2. (32)
Wzor (31) w zapisie wektorowym ma postaé
q,(s—i—l) _ (1 _ w)(I)(s*) + W(I)(po;m’awione) — ‘I,(e) ] (33)
Jezeli procedura iteracyjna jest zbiezna, to

@(s) ~ q)(poprawione) _ \II(S)

Wtedy
S+ ~ ) |

a ponadto ¥(®) przestaje zaleze¢ od w.

11 Metoda relaksacyjna dla probleméw dwuwy-
miarowych

Korzystamy z réznicowej postaci rownania Poissona dla dwoch zmiennych nie-
zaleznych, czyli z rownania (10)

Apij — it1j — Pim1j — Pija1 — i1 = h*Sj . (34)

Rozwigzujemy to réwnanie ze wzgledu na ¢;; i otrzymujemy

1
i = 7 (Pit1s Qi T Pimr + pigo1 +h2Sy) (35)

Stosujemy uog6lniony schemat iteracyjny (31)

o5 = 1 -wel +wl) (36)
gdzie
S 1 S S S S
wz(j) 1 (‘Pz('+)1,j + ‘ngl,j + ‘Pg,j)ﬂ + 905,3')71 + hQSij) : (37)
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Rachunki wedtug schematu (37) wykonujemy dla kazdego wezla sieci na plasz-
czyznie T — y.

Podobnie jak w przypadku 1D mozna pokazaé, ze dla parametru relaksacji
w przyjmujacego warto$¢ z pewnego przedziatu funkcjonal F (28) maleje w kaz-
dym kroku iteracyjnym. Przyspieszenie zbieznosci procedury iteracyjnej mozna
uzyskaé dobierajac optymalna wartosé parametru relaksacji w.

12 Podsumowanie

(i) Rozwiagzanie go(o)

;; mozna wybra¢ w sposob dowolny.

(ii) Przypadek w = 1 odpowiada metodzie Gaussa-Seidla, ktora nie zawsze
charakteryzuje sie najszybsza zbieznoscia.

(iii) Zmierzanie wartosci apz(-?) przy rosngcym wskazniku iteracji s do wartosci
poprawnych mozna potraktowaé jako proces relaksacji (proces zmierzania
uktadu do stanu rownowagi). Parametr relaksacji w pozwala na zmiane
szybkosci relaksacji (zmiane szybkosci zbieznosci procedury iteracyjnej).

Rozrozniamy przypadki:

(a) podrelaksacja dla w < 1,

(b) nadrelaksacja dla w > 1.

Kryterium zbieznosci procedury iteracyjnej ma postaé

e o v, g, (38)

przy czym symbol ~ oznacza, ze réwnosé (38) powinna byé spelniona z pewna

zadang tolerancja.
Ponadto po osiagnieciu zbieznosci rozwiazanie nie powinno zalezeé¢ od w.
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