XII.
ROWNANIA PARABOLICZNE



1 Wstep

Rozwaza¢ bedziemy nastepujace, czesto uzywane w fizyce, réwnania parabo-
liczne:

(1) rownanie dyfuzji,
(2) zalezne od czasu réwnanie Schrédingera.

Najpierw przypominamy postaé¢ rownania Schrédingera dla czastki o masie
m

Loy R,
’hE =5V +UY, (1)

gdzie ¢ = ¢¥(x,y, z,t) jest funkcja falowa czastki, a U = U(x, y, z,t) jest energia
potencjalna czastki w pewnym polu zewnetrznym, ktoére zmienia sie w prze-
strzeni i czasie.

2 Roéwnanie dyfuzji

Wyprowadzimy prawa dyfuzji dla uktadu czastek, ktorych gestosé zmienia sie w
funkcji polozenia i czasu. Prawa te pozwalaja na przewidywanie zmian gestosci
czastek.

Oznaczamy przez n = n(x,y, z,t) koncentracje czastek, czyli liczbe cza-
stek w jednostce objetosci.

Definiujemy ponadto wektor gestosci strumienia czastek j jako wektor
o warto$ci j = |j| rownej liczbie czastek przelatujacych w jednostce czasu przez
jednostke powierzchni prostopadlej do wersora e, = do/|do|, gdzie do jest
wektorem elementu powierzchni do.

Zwrot wektora j okreslamy nastepujaco:

jezeli liczba czastek wewnatrz pewnej objetosci zamknietej maleje, to j-e, >
07

jezeli natomiast liczba ta rosnie, to j - e, < 0.

Jezeli rozklad czgstek jest niejednorodny, czyli Vn # 0, to w przyblizeniu
liniowym

j=-DVn, 2)

gdzie D jest wspo6lczynnikiem samodyfuzji.

Wzor (2) to jedno z podstawowych praw dyfuzji, tzw. prawo Ficka, zgodnie
z ktorym strumien czastek przepltywa z miejsc o wiekszej koncentracji do miejsc o
mniejszej koncentracji. Zjawisko transportu czastek w procesie dyfuzji zachodzi
zgoduie z réwnaniem (2).

Zauwazmy, ze j = 0 dla n = const.

W ogolnym przypadku wspotczynnik samodyfuzji moze zaleze¢ od polozenia,
czyli D = D(x,y, 2).

Korzystamy teraz z zasady zachowania liczby czastek w objetosci €2 zamknie-
tej powierzchnia .



Rys. 10.1.

Rys.

1. Wektor gesto$ci strumienia czastek.

Rys. 2. Ilustracja do zasady zachowania liczby czastek.



Zmiana liczby czastek wewnatrz objetosci 2 wynika z wystepowania stru-
mienia czastek przez powierzchnie X, czyli

4 ndgr:—%j-don (3)

dt
Q by

Dla niezaleznej od czasu objetosci  zamieniamy po lewej stronie réwnania (3)
kolejnosé operacji rozniczkowania i caltkowania, a prawa strone przeksztalcamy
zgodnie z twierdzeniem Gaussa. W rezultacie otrzymujemy

/d%%:—/d?’rv-j. (4)

Q Q

Rownanie catkowe (4) zachodzi dla dowolnej objetosci 2. Wynika stad, ze
spelnione jest nastepujace rownanie rézniczkowe:

on
AL v 5
5 J (5)

Rownanie (5) interpretujemy jako zasade zachowania liczby czastek w
postaci rézniczkowej.

Jest to rownanie cigglosci dla procesu dyfuzji.

Podstawiamy (5) do (2) i otrzymujemy

on

S = V- (DVn). (6)

Rownanie (6) jest rownaniem dyfuzji, ktore jest stuszne w przypadku, gdy
D = D(x,y,z) # const .

Jezeli natomiast D = const, to otrzymujemy réwnanie dyfuzji w uproszczo-
nej postaci

5= DV?n . (7)

Jest to najczesciej stosowana postaé rownania dyfuzji.
Rownanie dyfuzji (6) mozemy uogdlni¢ na przypadek wystepowania zrodta
czastek o wydajnosci S.
W ten sposéb otrzymujemy najogodlniejsza postaé réownania dyfuzji
on

S =V (DVn)+S, (8)

gdzie S = S(x,y,z,t) jest funkcja zrodta.

Nalezy zauwazy¢, ze problem dyfuzji jest problemem z zadanymi warunkami
poczatkowymi, np. dla t = tp, i zadanymi warunkami brzegowymi, np. na
powierzchni X.



3 Dyskretyzacja jednowymiarowego ré6wnania dy-
fuzji

Rozwazamy jednowymiarowe réwnanie dyfuzji dla statego wspotczynnika dyfuzji

¥ Do _ O
s = oL+ (). (9)

W réownaniu (9) wybralisémy takie jednostki, ze D = 1.

Szukana funkcja ¢ = ¢(z,t) oznacza wielkos¢ fizyczna podlegajaca proce-
sowi dyfuzji; moze to byé¢ koncentracja czastek n(z,t), ciepto Q(x,t), lub inna
wielkosé.

W przestrzeni polozein wprowadzamy jednorodna sieé¢ wezlow xp, = kh, gdzie
k=0,1,...,N. Dla przedzialu 0 < 2 < 1 stala sieci h = 1/N.

Zapisujemy rownanie (9) na siatce przestrzennej. Aproksymujemy przy tym
druga pochodna zgodnie z przyblizeniem tréjpunktowym

¢ o Ph-1— 20k T oni _ (A%9) (10)
0x? T = T o h? h? ’
gdzie wprowadziliSmy operator réznicowy
2 def
(A%p)k = k-1 — 20k + Prt1 - (11)

Pochodna po czasie w rownaniu (9) aproksymujemy za pomoca prostego
dwupunktowwego wzoru réznicowego wprowadzajac krok czasowy At taki, ze
t; =1At, gdzie l =0,1,2,... . Po wprowadzeniu oznaczen

ek = e(zp, 1) (12)

rownanie (9) po dyskretyzacji, wykonanej w przestrzeni i czasie, przyjmuje po-
stac

I+1 I
P — Pk 1 A2l !
= 1
At h2( ¢)k+5k7 (3)
gdzie
S]lc = S(l‘k7tl) .
Rozwiazujemy rownanie (13) ze wzgledu na <p§€+1
At
P =t g (M%), + S At (14)
Definiujemy operator réznicowy
~ def 1
Ao, - (%), (15)

i otrzymujemy zwartg postaé rozwigzania

ot = (1 — HAt)@, + SLAL . (16)



Wzor (16) podaje jawne (explicite) rozwiazanie problemu dyfuzji.
Jezeli funkcja ¢ dana jest dla pewnej chwili czasu, to wartosci tej funkcji w
chwilach pézniejszych znajdujemy wedtug wzoru (16).

Dyskusja jakosci otrzymanego rozwiazania numerycznego

Zajmiemy sie¢ zalezno$cia od czasu znanych analitycznych rozwiazan rowna-
nia dyfuzji. W tym celu rozwazamy rownanie dyfuzji dla S = 0, czyli

d¢
—-—=H 17
5t e, (17)
gdzie

82
H=—-——. 18
02 (18)
Rozwiazujemy rownanie (17) metoda separacji zmiennych, zgodnie z ktora
(. t) = " (2)x(1) - (19)

Po separacji zmiennych (19) réwnanie (17) przyjmuje postac

1dx 1
_EE:EHQPOZS’ (20)
gdzie € jest stalg separacji.
Jezeli x(0) =1, to
x(t) =e™*". (21)

Ponadto zgodnie z (20) spelnione sa rownania wlasne
He =gl (22)

gdzie €) sa wartosciami wlasnymi operatora H, a cpg)\ sa funkcjami wlasnymi
operatora H.
Dla danej wartosci wlasnej €, rozwiazanie rownania (17) ma postaé

pa(z,t) = e} (2) - (23)

Funkcje (23) stanowia baze ortonormalng zupelna, a wiec rozwiazanie ogolne
rownania (17) ma postaé rozwiniecia w szereg

oz, t) = Zc,\cp)\(w,t) . (24)
A

W dalszych rozwazaniach rozpatrujemy zalezno$é czasows pojedynczej funk-
cji bazowej. W tym celu ustalamy z = z; oraz t = [At. W reprezentacji
dyskretnej (z opuszczonym wskaznikiem k) otrzymujemy

Pl = eTIAY (25)



Dla malych At zachodzi
P\~ (1—exAt) gl . (26)

Jest to inna wersja przyblizonego rozwiazania (16) rownania (17). Porownajmy
teraz przyblizone rozwiazanie (26) z rozwiazaniem (16) dla S, = 0. W tym celu
po prawej stronie (16) wykonujemy ! krokéw czasowych zaczynajac od [ = 0.
Rozwiazanie numeryczne (16) przechodzi w

o= (1 — HAt' . (27)

Jezeli przyjmiemy, ze dla operatora H spelnione jest przyblizone réwnanie
wlasne _
Hel =~ exel (28)

to rozwiazanie (27) przyjmuje postaé¢
¢l (1-erAt)'el (29)

a zatem rozwiazania (26) i (27) sa sobie rownowazne.

Wynika stad, ze wzor (27), a wiec i (26), jest dobrym przyblizeniem doktad-
nego rozwiazania dla odpowiednio malego At. Jezeli natomiast At jest zbyt
duze, to rozwiazanie numeryczne (27) zle przybliza rozwiagzania dokladne. W
szczegolnosel, jezeli |1 — ey At| > 1, to otrzymujemy rozwiazanie niestabilne.

4 Metody implicite dla réwnania dyfuzji

Metody implicite (niejawne) podaja sposoby usuwania niestabilnodci rozwiazan
numerycznych otrzymanych wedlug algorytmu explicite (16).

Zajmiemy sie dwoma metodami implicite, ktore opieraja sie na zmodyfiko-
wanej aproksymacji pochodnych w réznicowej postaci rownania dyfuzji.

(1) Zmodyfikowana aproksymacja drugiej pochodnej przestrzennej

Rownanie dyfuzji (9) przeksztalcamy do postaci roznicowej stosujac aprok-
symacje drugiej pochodnej przestrzennej 9%p/92% dla wezta sieci x = x;, oraz
chwili czasowej t = t;411 = (I + 1)At.

Zamiast rownania (13) otrzymujemy

1+1 l
P — Pk L a2 1
Niewiadoma ¢, wystepuje po obu stronach réwnania (30), stad ten sposob
rozwiazywania réwnania dyfuzji nazywamy metoda implicite.
Rozwiazujemy teraz rownanie (30) ze wzgledu na cpﬁjl i otrzymujemy

Pl = (1+ HAH ™' (gl + SEAL) (31)



Dla matych At otrzymujemy
(1+HAH) ' =1— HAt + O[(A)?], (32)

co oznacza, ze z dokladnoscia rzedu (At)? rozwiazanie (31) jest réwnowazne
rozwiazaniu jawnemu (16).
Wartosci wlasne operatora (1 + HAt)™! sa réwne (1 + e At) ™1, czyli

(1+exA)7H <1 V At. (33)

Wynika stad, ze zastosowanie schematu niejawnego (31) daje rozwiazanie sta-
bilne (chociaz niekoniecznie doktadne).

Rozwigzanie implicite (31) prowadzi do uktadu rownan liniowych, ktory mo-
zemy rozwigzaé¢ za pomocg odpowiedniej procedury numerycznej.

(2) Usredniona aproksymacja drugiej pochodnej przestrzennej

Obliczamy 92 /0x? dla dwoch kolejnych chwil czasowych #; i ¢, i usred-
niamy wyniki. Prowadzi to do réwnania

<P§c+1 — %l T I+1 l

T:ThQA (o + o) + 5k, (34)
z ktoérego otrzymujemy
-1

1~ 1~

Podobnie jak w poprzedniej metodzie [wzor (31)] rozwiazanie (35) dla kazdego

kroku czasowego zmniejszane jest o czynnik o module mniejszym od 1, a zatem
jest to metoda stabilna.

5 Metoda Cranka-Nicolsona

Rownanie (34) zapisujemy nastepujaco:

41 _ 1 At

P Pe = 53 (‘Pécq — 20} + <P§c+1
+ it 200 + o)
+ALS) . (36)

W dalszym ciagu wprowadzamy oznaczenie
a= At/2h? . (37)

Rozwiazujemy (36) ze wzgledu na ¢!*! i otrzymujemy uktad réwnan



(14 2a)pktt —api™ — acpf_fl

= (1-2a)¢}, + apl_y + aplyy
+ALSL . (38)

Definiujemy macierze kwadratowe A i B o rozmiarach (N + 1) x (N + 1)
jako

1 0 0 00 ... 0
—a 14 2a —a 00 ... 0
A — 0 —a 14+2a —a 0 ... O ’ (39)
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 O 0
a 1—2a a 0 0 0
B=| 0 a 1—2a a 0 0 (40)
0 0 0O 00 ... 1

Ponadto definiujemy macierze jednokolumnowe o rozmiarze (N + 1) nume-
rowane wskaznikiem [

4 ;
© S

el —| " c=at| 1, (41)
Oy S

gdzie ¢} i gplN sa warunkami brzegowymi.
Uktad rownan liniowych (38) mozna zapisaé jako roéwnanie macierzowe

AT =B®' - C'. (42)

Rozwiazanie rekurencyjne ukladu rownan (42) jest podstawa metody (sche-
matu) Cranka-Nicolsona. Rozwigzanie to jest stabilne dla dowolnych At.

6 Rownanie dyfuzji w dwéch wymiarach

Rozwazamy dwuwymiarowe réwnanie dyfuzji dla funkcji zréodta S =0

190 0? 0?
= (o) )

gdzie ¢ = o(z,y,1).
Podobnie jak poprzednio pracujemy w takich jednostkach, ze D = 1. Doko-
nujemy dyskretyzacji rownania (43) na dwuwymiarowej sieci wezlow x,,, = mh,



gdzie m = 0,1,... M, y, = nh, gdzie n = 0,1,... N. Aproksymujemy drugie
pochodne w réwnaniu (43) wedtug wzoru

(fI(p)mn d;f _% [(A?n )mn+(A$L(p)mn] . (44)

Stosujemy algorytm (31) uogolniony na przypadek dwuwymiarowy

Prn = (L+ HAL) Ml (45)
Zgodnie z (44)
H=H, +H, (46)
gdzie
L
H,, = _ﬁA"” . (47)

Wtedy z doktadnoscia do wyrazow liniowych w At réwnanie (45) przechodzi w
ol = (1 4+ H,, A~ (1 + H,AH) 7Rl (48)

Zastosowanie algorytmu (48) prowadzi do ukladu réwnan liniowych z macie-
rzami trojprzekatniowymi, ktéry mozna rozwiaza¢, np. za pomoca schematu
Cranka-Nicolsona.

7 Rozwigzywanie numeryczne zaleznego od czasu
réwnania Schrédingera

Rozwazmy kwantowo-mechaniczny opis czastki poruszajacej si¢ wzdluz osi x
(problem jednowymiarowy). Przyjmujemy takie jednostki, ze A = 2m = 1.
Zalezne od czasu rownanie Schrédingera przyjmuje wtedy postaé
o
— = —iH 49
ot HY, (49)
gdzie H = T + U jest hamiltonianem ukladu, U = U(z,t) jest energia poten-
cjalna czastki, a ¢ = ¥(x,t) jest jej funkcja falowa.
Zgodnie z algorytmem (34) przyblizenie réznicowe rownania (49) ma postaé

§€+1 — 1#;@ _ —Zﬁ 1 (wl + ,(/)lJrl) (50)
At 2 \TR TR ’

przy czym

~ df 1

Hyp = *E(Aziﬁl)k + Ui ¥ - (51)
Rozwiazaniem réwnania (50) jest

i~ N\ i~
= (1 + 2HAt) (1 - 2HAt) YL (52)
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Przeksztalcamy wzor (52) korzystajac z rownosci operatorowej
(14434711 —iA) =2(1 +iA)~ — 1,

ktora jest stuszna dla operatora hermitowskiego A. W rozwazanym przypadku
i~ N\ i~
1+ -HAt 1—--HAt
(regmae) (1o 3m)
i —1
:2<1+2HAt> —-1. (53)

Ze wzorow (52) i (53) otrzymujemy

1+1
7/)]:_ =

, ~1
2 (1 + ;f[At) - 1] e (54)
Definiujemy funkcje pomocnicza,
d i~ !
X o (1 + 2HAt> ol (55)
Wprowadzamy funkcj¢ pomocnicza (55) do wzoru (54)

=k — v (56)

Funkcje pomocnicza ng mozna obliczy¢ ze wzoru (55) zapisanego jako
(1 + ;f]At) xh =29t . (57)
Rozpisujemy operator H zgodnie z (51)
Hyj, = % (2X% = X1 = Xier1) + UiX - (58)

Otrzymujemy uktad réwnan

2ih?

4ih2
Xeo1+ < 2h2Uzi> X+ Xop1 = ;

Al VELE (59)

Uktad rownan (59) jest ukladem rownan liniowych z macierzg trojdiagonalna,
a zatem do jego rozwiazania mozemy stosowaé schemat Cranka-Nicholsona.
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