XIII.
SUMY SIECIOWE



1 Wstep

Obliczanie sum sieciowych jest typowych problemem ukladu wielu czastek. Me-
tody stosowane do obliczania sum sieciowych znajduja zastosowanie bezposred-
nie w fizyce ciala stalego do obliczania energii krysztalu jonowego oraz posred-
nie, np. w dynamice molekularnej, do oszacowania tzw. poprawki dlugoza-
siegowej w oddzialywaniach pomiedzy molekutami. Gléwnym uproszczeniem
przyjmowanym przy obliczaniu sum sieciowych jest zaniedbanie energii kine-
tycznej czastek, a wiec jest to statyczny problem wielu czastek.

Rozwazamy krysztat jonowy ztozony z jonéw dodatnich i ujemnych tworza-
cych sie¢ krystaliczna.

Zakladamy, ze jony spoczywaja w potozeniach réwnowagi.

2 Przypomnienie z krystalografii: sie¢ prosta

W sieci krystalicznej potozenia wezlow sieci wyznaczone sa przez wektory sie-
ciowe zdefiniowane jako

R, = nia; + nqas + nszasz , (1)

gdzie a; (i = 1,2,3) sa wektorami translacji podstawowych, a n; sa liczbami
catkowitymi.

Polozenia jonéw w komoérce elementarnej okre$lone sa przez wektory bazy
komorki elementarnej (wektory translacji utamkowych)

ts (s=1,...,9),

gdzie S jest liczba jonéw w komorce elementarnej.
W krysztatach jonowych S = 2.
Dwie typowe struktury krysztaléw jonowych:

(1) Struktura typu NaCl

Sie¢ krystaliczna NaCl jest struktura regularng centrowana powierzchniowo.
Baza komorki elementarnej wyznaczona jest przez polozenia jonow Na i Cl.
Polozenia tych jonéw wyznaczaja wektory

ti =tne =0

oraz
to =tc; = (1/2a 1/27 1/2)& 5
gdzie a jest stala sieci. Odleglos¢ najblizszych sasiadow Ry = a/2.
Komorka elementarna krysztatu NaCl przedstawiona jest na Rys. 15.1.
Rys. 15.1. Komorka elementarna krysztalu NaCl.

(2) Struktura typu CsCl
Sie¢ krystaliczna CsCl jest siecig regularng prosta, a baza wyznaczona jest
przez potozenia jondéw Cs i Cl. Wektory potozeri tych jondéw sa nastepujace:

t) =tcs =0
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ty =ty = (1/2,1/2,1/2)a .

Odlegtosé najblizszych sasiadow Ry = av/3/2.
Komorka elementarna krysztatu CsCl przedstawiona jest na Rys. 15.2.
Rys. 15.2. Komoérka elementarna krysztatu CsCIL.

3 Energia Madelunga

Obliczymy calkowita energie potencjalng krysztatlu jonowego. Energia ta jest
suma energii oddzialywan kulombowskich wszystkich par jonow.
Ladunki jonéw oznaczamy nastepujaco:

g = (—1)°*e, (2)

czyli
q1:+e7 g2 = —€,

przy czym ladunek elementarny e > 0.
Energia potencjalna oddziatywania kulombowskiego pary jonéw w potoze-
niach R; i R; wyrazona jest wzorem
U — Rq;q; - il€62 (3)
YR -Ry[ TRy

gdzie znak + wystepuje dla jonéw jednoimiennych, a znak — dla jonéw rézno-
imiennych. Ponadto

1
=~ Ry;=|Ri—R,|.
K 47.(.50’ J | J|



Energia potencjalna pojedynczego jonu w polozeniu R; jest suma energii par

(3)
U, = Z Uij (4)
J#i
We wzorze (4) suma biegnaca po j # i oznacza wylaczenie samooddziatywania
przy obliczaniu energii rozwazanego jonu.
Zgodnie z (4) catkowita energie potencjalna krysztatu obliczamy jako

def 1 N 1 NN
Um = §ZUi:§ZZUij7 (5)
=1

i=1 j#i

gdzie N jest liczba jonow w krysztale.

Wzor (5) podaje definicje energii Madelunga U,,.

Zauwazmy, ze liczba wyrazow w sumie podwdjnej (5) jest rowna N (N —1).
Zamiast liczby jonéw N mozemy wprowadzi¢ liczbe par jonéw, ktéra bedziemy
oznaczaé¢ symbolem N. Liczba par jonéw jest rowna liczbie komoérek elementar-
nych w krysztale jonowym. Oczywiscie N’ = 2N.

Z powodu réwnowaznosci wszystkich jonéw w sieci energie Madelunga mo-
zemy wyrazi¢ jako

12N
UMziiZ;Ui:NUl, (6)
gdzie U; jest energia potencjalna dowolnego pojedynczego jonu. Jako jon ten

moze by¢ wybrany jon znajdujacy sie w poczatku uktadu wspétrzednych. Wtedy
R, = 0. Zgodnie z tym wyborem

A ;
'"TZ R -Rj| & Ry
Jj=2 Jj=



Jezeli zdefiniujemy bezwymiarowy odlegltosé jako

def Rij
ij = ) 8
Oij RO ( )

gdzie Ry jest odlegloscia najblizszych sasiadow, to wzor (7) przyjmie postac
5 N
ke (£1)

U = — . 9
RS o)

Suma we wzorze (9) jest bezwymiarowa; nosi ona nazwe stalej Madelunga

of L (£1) .

o =
01j

U

(10)

=2

Stala Madelunga jest zawsze ujemna (« < 0). Nieréwnos¢ te mozna mozna
uzasadni¢ — bez wykonywania rachunkéw — biorge pod uwage fakt, iz jony o
przeciwnym znaku tadunku znajduja sie blizej wybranego jonu, co oznacza, ze
w sumie (10) dominuja wyrazy odpowiadajace oddzialywaniom przyciagajacym.

Energie Madelunga mozna wyrazié¢ za pomocg stalej Madelunga nastepujaco:

Ke?
UM =N Ro « . (].].)
Oczywiscie Uy < 0.

Energia Madelunga wnosi gltéwny wktad do energii wigzania krysztatu jono-
wego.

Zauwazmy, ze szereg (10) jest bardzo wolno zbiezny ze wzgledu na zaleznosé
~ 1/p jego wyrazéw od odlegltosci pomiedzy jonami.

Z tego powodu numeryczne obliczanie wartosci statej Madelunga z wykorzy-
staniem sumowania po kolejnych wyrazach szeregu i urywaniem sumowania na
pewnym wyrazie nie moze by¢ efektywna metoda obliczeniows.

W praktyce numerycznej wykorzystywane sa dwie metody obliczania statej
Madelunga:

(1) Metoda Evjena Zgoduie z ta metoda obliczamy sumy czesciowe po gru-
pach jonéw znajdujacych sie w takich czesciach objetosci krysztatu, ktore
sa elektrycznie obojetne. Energia potencjalna takich grup jonéw maleje
szybciej niz 1/o (np. 1/0? dla dipola, 1/¢® dla kwadrupola, itd), co przy-
spiesza zbiezno§¢ procedury sumowania szeregu.

(2) Metoda Ewalda Metoda ta zostanie przedstawiona w kolejnej czesci wy-
ktadu.

4 Metoda Ewalda obliczania sum sieciowych

Rozwazmy energie Madelunga zapisana w postaci

Uy =NUy , (12)



gdzie N jest liczba komorek elementarnych (par jonéw), a
Uy =Ui(Ry =0) (13)

jest energia potencjalnag pojedynczego jonu w poczatku uktadu wspoélrzednych.

Dotad polozenie R, tego wybranego jonu jest ustalone przez wybor poczatku
uktadu wspoéhrzednych.

W celu otrzymania mozliwie elastycznej metody dokonamy teraz uogdélnie-
nia rozwazan zastepujac energie U;(0) wielkoscia u(r), ktora oznacza energie
potencjalna jonu w dowolnym potozeniu r.

Dalsze obliczenia wykonamy dla dowolnego r, a nastepnie we wzorze konco-
wym poltozymy r = R; = 0.

Zgodnie z pierwotnym zapisem

N
Ul(Rl):ZUlj(leRj) ; (14)
=2

przy czym R; =R, +t, (s =1,2).

We wzorze (14) zastepujemy sume po j = 2,..., N, czyli po wszystkich
pozostalych jonach sieci, suma po komérkach elementarnych n = 1,..., N i
jonach wewnatrz pojedynczej komoérki s = 1,2, czyli

N /
2. — 2
j=2 ns

przy czym prim oznacza, ze suma biegnie po R,, +t5 # 0.
W nowym zapisie

/
Kq192
u(r) ; R, o (15)

Wygodniej bedzie wykonywaé obliczenia, jezeli wykonamy sumowanie po
wszystkich wektorach R, i ts, a nastepnie w sposéb bezposredni usuniemy oso-
bliwos¢ wystepujaca dlar = R, +ts = 0. W tym celu wzor (15) przeksztalcamy

do postaci
1 q1
“(r):’“J1<Z|r_R —t|_r>' (16)

We wzorze (16) wykluczona zostata energia samooddzialywania.
Wprowadzamy teraz potencjal pola pochodzacego od wszystkich jonow w
punkcie o wektorze wodzacym r

o(r) =Y |r7$sits| , (17)

Jezeli wyznaczymy potencjal @, to obliczymy energie energie pojedynczego jonu
jako

u(0) = a1 [@(r) - “2] (18)

r

b
r—0



a stad energie Madelunga wedlug
Potencjal (17) zawiera sume po dwoch podsieciach, czyli po s = 1,2, a zatem

moze by¢ zapisany w postaci

2
O(r) =K qgops(r) . (20)

We wzorze (20) szeregi dla dodatniej (s = 1) i ujemnej (s = 2) podsieci sa
okreslone jako

1
=S 21
o) =3 (21)
7 periodycznosci sieci krystalicznej wynika, ze dla kazdego m = 1,..., N
zachodzi
ps(r+Rp) = ps(r) (22)
Wystarczy wiec obliczyé¢ jedna wielko$é pomocnicza
def 1
= S — 23
o0 e (23)

Jezeli obliczymy wielko§¢ pomocnicza (23), to potencjaly pochodzace od obu
podsieci wyznaczymy zastepujac ¢(r) — @s(r) oraz r — r — t,.

Dygresja: wlasnosci sieci odwrotnej

(1) Definicja sieci odwrotnej

Sie¢ odwrotna okreslona jest przez wektory translacji podstawowych b,
gdzie i = 1,2,3. Wektory te mozna zdefiniowaé¢ za pomoca ich zwigzkow z
wektorami translacji podstawowych sieci prostej, czyli

b; - a; = 2m0;; . (24)
Wektor sieci odwrotnej definiujemy nastepujaco:
G; = liby + l2bs + I3b3 (25)
gdzie [; sa liczbami calkowitymi. Zgodnie z (24) zachodzi zwiazek
R, G, =21M, (26)

gdzie M jest liczba calkowita.
(2) Rozwiniecie w szereg Fouriera

Rozwijamy w szereg Fouriera funkcje posiadajaca periodycznosé sieci kry-
stalicznej prostej, czyli funkcje o wlasnosci

fr+Ry) = f(r). (27)



Rozwiniecie to ma postaé
fr) =Y f(Gy)e'Srr, (28)
1

przy czym suma biegnie po wektorach sieci odwrotne;j.
Transformata odwrotna ma postac

fen=ii=g [driweer, (29)

Q

gdzie ) jest objetoscig krysztatu.
Koniec dygresii.
Wracamy do gléwnego ciagu obliczen.
Naszym celem jest obliczenie sumy

o) = 3 g (30)

Zauwazmy, ze suma (30) jest funkcja periodyczng wektoréw sieci prostej, czyli

p(r+Ry) = @(r). (31)

W dalszych obliczeniach korzystamy z transformaty catkowej

1 2 70 A2 p— 2
I (32)
r— R, T
PR VR

Ponadto definiujemy funkcje pomocnicza,
def 2 -\%r—-R,|?
F(r,\) < 7 zn:e : (33)

Funkcja pomocnicza (33) pozwala na obliczenie potencjatu (30), poniewaz

o(r) = [ d\F(r,)) . (34)
/

Wtasnosci funkeji F:

(1) Periodycznos¢ w przestrzeni potozen
F(r+ R, \) = F(r, \) . (35)

(ii) Rozwiniecie w szereg Fouriera w przestrzeni odwrotnej Zgodnie z (28) roz-
winiecie to ma postaé

F(r,\) =Y FeSr, (36)
l



gdzie
o 1 1 3 —iGyr
F=F(G,\) = a d’rF(r,\)e "=, (37)
Q

Obliczamy wspotczynniki rozwiniecia w szereg Fouriera zgodnie z (37)

= _ 2 3. —A’[r—Rn|? —iGir  iGi-Rn
F, = Q—ﬁZ/d re e X e
nog -1
2 )
- asl / dre IRl gmiGre=R) (38)
n
Q

=N/ d3re—A2r2—iGr
Q

Ostatnie przeksztalcenie w (38) wynika stad, iz warto$¢ caltki nie zalezy od wy-
boru poczatku uktadu wspolrzednych. Ze wzoru (38) otrzymujemy ostatecznie

=~ 2 2 2 .
F = d3 —Nr“—iG-r 39
= [ , (39

gdzie Qp = /N jest objetoscia komorki elementarne;j.
W celu obliczenia catki (39) korzystamy ze wzoru

, 3/2
[ e i ST n et (40)
z ktérego otrzymujemy
=~ 27 2 2
E:QO)\?)E GT/aA" (41)
W rezultacie wzory (37) i (41) prowadza do wyniku
2 .
F(r, )\) = 907;\3 e—GzQ/4)\261GL-!' . (42)
l

Ze wzorow (33) i (42) otrzymujemy
2 : 2 2 2402 4
W DS s D DU (43)
n l

Jest to wazny wzor, za pomoca ktérego mozemy przeksztalci¢ sume po
wektorach sieci prostej (_,) na sume po wektorach sieci odwrotnej (3°,) i
odwrotnie.

Obliczy¢ teraz wielkosé pomocnicza (23) jako

o) =3 ﬁ _ / ANF(r, A) . (44)
n 0



Obszar catkowania po A dzielimy na dwa obszary zgodnie z wlasnoscia addy-
tywnosci catki

L
/ dAF(r, ) = / dNF(r,\) + /L dAF(x, \) . (45)
0 N————

=I5

=7 =1

Funkcje podcatkowa F' w calce I; wyrazamy za pomoca sumy po wektorach
sieci odwrotnej wg. wzoru (41)

L
dA 2 452
I F —G /4 7Gl r 4
' /dA T Q Z/ (46)

)

Calke po A we wzorze (46) mozna prosto obliczy¢ stosujac zmiane zmiennych

d)\ —G2/4N? _ 1 /OO _G%/4 2 g2
- dCe=C ¢/t = =G /AL (47)
/; )\3 /L2 G2

czyli
4 1 -
Il = i Z EG_G?/ALLzelGL-r . (48)

Obliczamy teraz wielko$¢ Is.

2 [ o R,
"L

W celu obliczenia tej wielkodci uzywamy funkcji F' wyrazonej za pomoca sumy
po wektorach sieci prostej wg. wzoru (43). Obliczamy

2 /OO —A2[r—R? 1 2 0 2
— [ dreNIRE =~ 2 d¢e™¢
T v —R| V7 Jrje—g|
erfc(L|r — R|)
= —— . 50
Stad
erfc(Lir — R,|)
I, = _— . 51
SR o
We wzorze (51) pojawia sie¢ dopelniajaca funkcja bledu.
Przypomnijmy, ze funkcje bledu definiujemy jako
ef 2 r
erf(z) = = dte"" (52)

7=,
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/ — erf(x)

— erfe(x)

a dopelniajaca (komplementarna) funkcja btedu jako
def 2 —t
erfe(x dt =1—erf(z). (53)

W dalszych rozwazaniach pomocny bedzie wykres funkcji erfc (Rys. 15.3).

Rys. 15.3. Wykresy funkgcji erf i erfc.

Zgodnie 7 (44) i (45) wyrazamy sume sieciowa za pomoca sumy po wektorach
sieci odwrotnej (suma po ) i sumy po wektorach sieci prostej (suma po n) jako

47 ~GF/AL? G- erfc(Lir — Ry, |)
r . 54
Z|r7R| ZG2 +Z r —R,| (54)

Przy odpowiednim dobraniu wartosci L obie sumy w (54) sa szybkozbiezne, co
wynika z obecnoéci szybko znikajacych wyrazow (funkcja Gaussa w 1. sumie i
funkcja erfc w 2. sumie).

Mozna podaé nastepujaca fizyczna interpretacje szybkiej zbieznosci sum (54)
liczonych metoda Ewalda.

W sumach (54) dokonali§my zastapienia ladunku punktowego wytwarzaja-
cego pole o potencjale ~ (1/r) fadunkiem o rozktadzie Gaussa (centrowanym na
jonie). Potencjal takiego rozktadu tadunku znika bardzo szybko przy r — oo.

Zgodnie z (54) metoda Ewalda obliczania sumy sieciowej polega na podziale
tej sumy na dwie czesci, z ktorych pierwsza (po wektorach sieci odwrotnej) ma
charakter dlugozasiegowy i jest szybkozbiezna w przestrzeni odwrotnej, a druga
(po wektorach sieci prostej) ma charakter krétkozasiegowy i jest szybkozbiezna
w przestrzeni zwyklej.

W celu obliczenia energii Madelunga za pomoca wzoru (18) nalezy wykona¢
nastepujace operacje:

(1) Zastapienie ¢(r) przez ¢,(r), wprowadzenie r — t, zamiast r i wysumo-
wanie po obu podsieciach s, czyli

p(r) — ps(r Z|r_ i (55)

11



Obliczamy stad potencjal jako

®(r) = “ZQSQOS(I') . (56)
s=1

(2) Uwzglednienie poprawki na samooddzialywanie, czyli usuniecie osobli-
wosci dla r — 0 wedlug (19)

u(0) = [@(r) - L] . (57)

(3) Usuniecie z sumy po | wyrazu rozbieznego, czyli wyrazu z G; = 0. Ten
wyraz po prostu opuszczamy, czyli dokonujemy zastapienia

dY— >, (58)
l l

gdzie suma z primem oznacza sume po wszystkich wektorach sieci odwrotnej z
wytaczeniem wyrazu odpowiadajacego G; = 0.

Wyraz ten mozna usunaé¢ z sumy po [, poniewaz prowadzi on do stalego
addytywnego przyczynka do potencjatu, ktory nie ma znaczenia fizycznego.

Obecnie — zgodnie z punktem (2) — uwzglednimy w sposob jawny poprawke
na samooddzialywanie.

Dla r — 0 rozbiezno$¢ wystepuje w wyrazie zawierajacym R,, = 0. Wyraz
ten przeksztatcamy nastepujaco:

erfc(Lr) 1 12 /dte’tz T

r T /T
1 2 oo o0
= —— /clte_t2 —/dte_t
r\/T
r 0
1 9 Lr
= - [dte 59
S [ae (59)
0
Jezeli r — 0, to
Lr Lr
/dt et = /dt = Lr, (60)
0 0
czyli
erfc(Lr) 1 2L

A zatem osobliwo$é zostala usunieta.

12



Po usunieciu osobliwodci podstawiamy sumy (54) wyznaczone dla r = 0 do
wzoru na energie jonu (19). Otrzymujemy

/
u(0) = kq {Z gs [QO > ée*G?/‘LLQe*iGl'ts (62)
1 l
crfc(L|Rn|) 2L
+ Z R } ﬁ91} .
Ostatecznie obliczamy energie Madelunga wg. wzoru
Uy = Nu(0) . (63)
Uwaga
We wzorze (63) 3; oznacza sume 7z wykluczeniem wyrazu dla G; = 0,2 >,
oznacza sume z wykluczeniem wyrazu dla R,, = 0.

Wartosci stalej Madelunga

krysztat wektory bazowe wektor stala
sieci translacji podsieci | Madelunga
NaCl (1,1,0),(1,0,1),(0,1,1) (1,0,0) -1.747558
CsCl (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) (0.5,0.5,0.5) -1.726670
7ZnS (1,1,0),(1,0,1),(0,1,1) (0.5,0.5,0.5) -1.6381
Dyskusja

(1) Rozwazalismy problem statyczny (zaniedbaliSmy ruch jonow).
(2) Zastosowania metody Ewalda:

(a) krysztaly jonowe (wyznaczenie gtownego wkladu do energii spojno-
§ci);
(b) inne krysztaly (czesciowy przyczynek do energii spojnosci);

(c) dynamika molekularna: wyznaczenie dlugozasiegowej poprawki do
oddziatywan (tzw. energii tta).
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