
XIII.

SUMY SIECIOWE
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1 Wst¦p

Obliczanie sum sieciowych jest typowych problemem ukªadu wielu cz¡stek. Me-
tody stosowane do obliczania sum sieciowych znajduj¡ zastosowanie bezpo±red-
nie w �zyce ciaªa staªego do obliczania energii krysztaªu jonowego oraz po±red-
nie, np. w dynamice molekularnej, do oszacowania tzw. poprawki dªugoza-
si¦gowej w oddziaªywaniach pomi¦dzy molekuªami. Gªównym uproszczeniem
przyjmowanym przy obliczaniu sum sieciowych jest zaniedbanie energii kine-
tycznej cz¡stek, a wi¦c jest to statyczny problem wielu cz¡stek.

Rozwa»amy krysztaª jonowy zªo»ony z jonów dodatnich i ujemnych tworz¡-
cych sie¢ krystaliczn¡.

Zakªadamy, »e jony spoczywaj¡ w poªo»eniach równowagi.

2 Przypomnienie z krystalogra�i: sie¢ prosta

W sieci krystalicznej poªo»enia w¦zªów sieci wyznaczone s¡ przez wektory sie-
ciowe zde�niowane jako

Rn = n1a1 + n2a2 + n3a3 , (1)

gdzie ai (i = 1, 2, 3) s¡ wektorami translacji podstawowych, a ni s¡ liczbami
caªkowitymi.

Poªo»enia jonów w komórce elementarnej okre±lone s¡ przez wektory bazy
komórki elementarnej (wektory translacji uªamkowych)

ts (s = 1, . . . , S) ,

gdzie S jest liczb¡ jonów w komórce elementarnej.
W krysztaªach jonowych S = 2.
Dwie typowe struktury krysztaªów jonowych:

(1) Struktura typu NaCl
Sie¢ krystaliczna NaCl jest struktur¡ regularn¡ centrowan¡ powierzchniowo.

Baza komórki elementarnej wyznaczona jest przez poªo»enia jonów Na i Cl.
Poªo»enia tych jonów wyznaczaj¡ wektory

t1 = tNa = 0

oraz
t2 = tCl = (1/2, 1/2, 1/2)a ,

gdzie a jest staª¡ sieci. Odlegªo±¢ najbli»szych s¡siadów R0 = a/2.
Komórka elementarna krysztaªu NaCl przedstawiona jest na Rys. 15.1.
Rys. 15.1. Komórka elementarna krysztaªu NaCl.

(2) Struktura typu CsCl
Sie¢ krystaliczna CsCl jest sieci¡ regularn¡ prost¡, a baza wyznaczona jest

przez poªo»enia jonów Cs i Cl. Wektory poªo»e« tych jonów s¡ nast¦puj¡ce:

t1 = tCs = 0
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i
t2 = tCl = (1/2, 1/2, 1/2)a .

Odlegªo±¢ najbli»szych s¡siadów R0 = a
√

3/2.
Komórka elementarna krysztaªu CsCl przedstawiona jest na Rys. 15.2.
Rys. 15.2. Komórka elementarna krysztaªu CsCl.

3 Energia Madelunga

Obliczymy caªkowit¡ energi¦ potencjaln¡ krysztaªu jonowego. Energia ta jest
sum¡ energii oddziaªywa« kulombowskich wszystkich par jonów.

�adunki jonów oznaczamy nast¦puj¡co:

qs = (−1)s+1e , (2)

czyli
q1 = +e , q2 = −e ,

przy czym ªadunek elementarny e > 0.
Energia potencjalna oddziaªywania kulombowskiego pary jonów w poªo»e-

niach Ri i Rj wyra»ona jest wzorem

Uij =
κqiqj

|Ri −Rj |
= ±κe

2

Rij
, (3)

gdzie znak + wyst¦puje dla jonów jednoimiennych, a znak − dla jonów ró»no-
imiennych. Ponadto

κ =
1

4πε0
, Rij = |Ri −Rj | .
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Energia potencjalna pojedynczego jonu w poªo»eniu Ri jest sum¡ energii par
(3)

Ui =
∑
j 6=i

Uij . (4)

We wzorze (4) suma biegn¡ca po j 6= i oznacza wyª¡czenie samooddziaªywania
przy obliczaniu energii rozwa»anego jonu.

Zgodnie z (4) caªkowit¡ energi¦ potencjaln¡ krysztaªu obliczamy jako

UM
def
=

1
2

N∑
i=1

Ui =
1
2

N∑
i=1

N∑
j 6=i

Uij , (5)

gdzie N jest liczb¡ jonów w krysztale.
Wzór (5) podaje de�nicj¦ energii Madelunga UM .
Zauwa»my, »e liczba wyrazów w sumie podwójnej (5) jest równa N (N − 1).

Zamiast liczby jonów N mo»emy wprowadzi¢ liczb¦ par jonów, któr¡ b¦dziemy
oznacza¢ symbolem N . Liczba par jonów jest równa liczbie komórek elementar-
nych w krysztale jonowym. Oczywi±cie N = 2N .

Z powodu równowa»no±ci wszystkich jonów w sieci energi¦ Madelunga mo-
»emy wyrazi¢ jako

UM =
1
2

2N∑
i=1

Ui = NU1 , (6)

gdzie U1 jest energi¡ potencjaln¡ dowolnego pojedynczego jonu. Jako jon ten
mo»e by¢ wybrany jon znajduj¡cy si¦ w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych. Wtedy
R1 = 0. Zgodnie z tym wyborem

U1 =
N∑
j=2

κq1qj
|R1 −Rj |

=
N∑
j=2

±κe2

R1j
. (7)
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Je»eli zde�niujemy bezwymiarow¡ odlegªo±¢ jako

%ij
def
=

Rij
R0

, (8)

gdzie R0 jest odlegªo±ci¡ najbli»szych s¡siadów, to wzór (7) przyjmie posta¢

U1 =
κe2

R0

N∑
j=2

(±1)
%1j

. (9)

Suma we wzorze (9) jest bezwymiarowa; nosi ona nazw¦ staªej Madelunga

α
def
=

N∑
j=2

(±1)
%1j

. (10)

Staªa Madelunga jest zawsze ujemna (α < 0). Nierówno±¢ t¦ mo»na mo»na
uzasadni¢ � bez wykonywania rachunków � bior¡c pod uwag¦ fakt, i» jony o
przeciwnym znaku ªadunku znajduj¡ si¦ bli»ej wybranego jonu, co oznacza, »e
w sumie (10) dominuj¡ wyrazy odpowiadaj¡ce oddziaªywaniom przyci¡gaj¡cym.

Energi¦ Madelunga mo»na wyrazi¢ za pomoc¡ staªej Madelunga nast¦puj¡co:

UM = N
κe2

R0
α . (11)

Oczywi±cie UM < 0.
Energia Madelunga wnosi gªówny wkªad do energii wi¡zania krysztaªu jono-

wego.
Zauwa»my, »e szereg (10) jest bardzo wolno zbie»ny ze wzgl¦du na zale»no±¢

∼ 1/% jego wyrazów od odlegªo±ci pomi¦dzy jonami.
Z tego powodu numeryczne obliczanie warto±ci staªej Madelunga z wykorzy-

staniem sumowania po kolejnych wyrazach szeregu i urywaniem sumowania na
pewnym wyrazie nie mo»e by¢ efektywn¡ metod¡ obliczeniow¡.

W praktyce numerycznej wykorzystywane s¡ dwie metody obliczania staªej
Madelunga:

(1) Metoda Evjena Zgodnie z t¡ metod¡ obliczamy sumy cz¦±ciowe po gru-
pach jonów znajduj¡cych si¦ w takich cz¦±ciach obj¦to±ci krysztaªu, które
s¡ elektrycznie oboj¦tne. Energia potencjalna takich grup jonów maleje
szybciej ni» 1/% (np. 1/%2 dla dipola, 1/%3 dla kwadrupola, itd), co przy-
spiesza zbie»no±¢ procedury sumowania szeregu.

(2) Metoda Ewalda Metoda ta zostanie przedstawiona w kolejnej cz¦±ci wy-
kªadu.

4 Metoda Ewalda obliczania sum sieciowych

Rozwa»my energi¦ Madelunga zapisan¡ w postaci

UM = NU1 , (12)
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gdzie N jest liczb¡ komórek elementarnych (par jonów), a

U1 = U1(R1 = 0) (13)

jest energi¡ potencjaln¡ pojedynczego jonu w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych.
Dot¡d poªo»enie R1 tego wybranego jonu jest ustalone przez wybór pocz¡tku

ukªadu wspóªrz¦dnych.
W celu otrzymania mo»liwie elastycznej metody dokonamy teraz uogólnie-

nia rozwa»a« zast¦puj¡c energi¦ U1(0) wielko±ci¡ u(r), która oznacza energi¦
potencjaln¡ jonu w dowolnym poªo»eniu r.

Dalsze obliczenia wykonamy dla dowolnego r, a nast¦pnie we wzorze ko«co-
wym poªo»ymy r = R1 = 0.

Zgodnie z pierwotnym zapisem

U1(R1) =
N∑
j=2

U1j(R1 −Rj) , (14)

przy czym Rj = Rn + ts (s = 1, 2).
We wzorze (14) zast¦pujemy sum¦ po j = 2, . . . ,N , czyli po wszystkich

pozostaªych jonach sieci, sum¡ po komórkach elementarnych n = 1, . . . , N i
jonach wewn¡trz pojedynczej komórki s = 1, 2, czyli

N∑
j=2

−→
′∑

ns

,

przy czym prim oznacza, »e suma biegnie po Rn + ts 6= 0.
W nowym zapisie

u(r) =
′∑

ns

κq1q2

|r−Rn − ts|
. (15)

Wygodniej b¦dzie wykonywa¢ obliczenia, je»eli wykonamy sumowanie po
wszystkich wektorach Rn i ts, a nast¦pnie w sposób bezpo±redni usuniemy oso-
bliwo±¢ wyst¦puj¡c¡ dla r = Rn+ts = 0. W tym celu wzór (15) przeksztaªcamy
do postaci

u(r) = κq1

(∑
ns

1
|r−Rn − ts|

− q1

r

)
. (16)

We wzorze (16) wykluczona zostaªa energia samooddziaªywania.
Wprowadzamy teraz potencjaª pola pochodz¡cego od wszystkich jonów w

punkcie o wektorze wodz¡cym r

Φ(r) =
∑
ns

κqs
|r−Rn − ts|

. (17)

Je»eli wyznaczymy potencjaª Φ, to obliczymy energi¦ energi¦ pojedynczego jonu
jako

u(0) = q1

[
Φ(r)− κq1

r

]
r −→ 0

, (18)
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a st¡d energi¦ Madelunga wedªug

UM = Nu(0) . (19)

Potencjaª (17) zawiera sum¦ po dwóch podsieciach, czyli po s = 1, 2, a zatem
mo»e by¢ zapisany w postaci

Φ(r) = κ

2∑
s=1

qsϕs(r) . (20)

We wzorze (20) szeregi dla dodatniej (s = 1) i ujemnej (s = 2) podsieci s¡
okre±lone jako

ϕs(r) =
∑
n

1
|r−Rn − ts|

. (21)

Z periodyczno±ci sieci krystalicznej wynika, »e dla ka»dego m = 1, . . . , N
zachodzi

ϕs(r + Rm) = ϕs(r) . (22)

Wystarczy wi¦c obliczy¢ jedn¡ wielko±¢ pomocnicz¡

ϕ(r)
def
=
∑
n

1
|r−Rn|

. (23)

Je»eli obliczymy wielko±¢ pomocnicz¡ (23), to potencjaªy pochodz¡ce od obu
podsieci wyznaczymy zast¦puj¡c ϕ(r) −→ ϕs(r) oraz r −→ r− ts.

Dygresja: wªasno±ci sieci odwrotnej

(1) De�nicja sieci odwrotnej

Sie¢ odwrotna okre±lona jest przez wektory translacji podstawowych bi,
gdzie i = 1, 2, 3. Wektory te mo»na zde�niowa¢ za pomoc¡ ich zwi¡zków z
wektorami translacji podstawowych sieci prostej, czyli

bi · aj = 2πδij . (24)

Wektor sieci odwrotnej de�niujemy nast¦puj¡co:

Gl = l1b1 + l2b2 + l3b3 , (25)

gdzie li s¡ liczbami caªkowitymi. Zgodnie z (24) zachodzi zwi¡zek

Rn ·Gl = 2πM , (26)

gdzieM jest liczb¡ caªkowit¡.
(2) Rozwini¦cie w szereg Fouriera

Rozwijamy w szereg Fouriera funkcj¦ posiadaj¡c¡ periodyczno±¢ sieci kry-
stalicznej prostej, czyli funkcj¦ o wªasno±ci

f(r + Rn) = f(r) . (27)
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Rozwini¦cie to ma posta¢

f(r) =
∑
l

f̃(Gl)eiGl·r , (28)

przy czym suma biegnie po wektorach sieci odwrotnej.
Transformata odwrotna ma posta¢

f̃(Gl) ≡ f̃l =
1
Ω

∫
Ω

d3rf(r)e−iGl·r , (29)

gdzie Ω jest obj¦to±ci¡ krysztaªu.
Koniec dygresji.
Wracamy do gªównego ci¡gu oblicze«.
Naszym celem jest obliczenie sumy

ϕ(r) =
∑
n

1
|r−Rn|

. (30)

Zauwa»my, »e suma (30) jest funkcj¡ periodyczn¡ wektorów sieci prostej, czyli

ϕ(r + Rn) = ϕ(r) . (31)

W dalszych obliczeniach korzystamy z transformaty caªkowej

1
|r−Rn|

=
2√
π

∞∫
0

dλe−λ
2|r−Rn|2 . (32)

Ponadto de�niujemy funkcj¦ pomocnicz¡

F (r, λ)
def
=

2√
π

∑
n

e−λ
2|r−Rn|2 . (33)

Funkcja pomocnicza (33) pozwala na obliczenie potencjaªu (30), poniewa»

ϕ(r) =

∞∫
0

dλF (r, λ) . (34)

Wªasno±ci funkcji F:

(i) Periodyczno±¢ w przestrzeni poªo»e«

F (r + Rm, λ) = F (r, λ) . (35)

(ii) Rozwini¦cie w szereg Fouriera w przestrzeni odwrotnej Zgodnie z (28) roz-
wini¦cie to ma posta¢

F (r, λ) =
∑
l

F̃le
iGl·r , (36)
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gdzie

F̃l ≡ F̃ (Gl, λ) =
1
Ω

∫
Ω

d3rF (r, λ)e−iGl·r . (37)

Obliczamy wspóªczynniki rozwini¦cia w szereg Fouriera zgodnie z (37)

F̃l =
2

Ω
√
π

∑
n

∫
Ω

d3re−λ
2|r−Rn|2e−iGl·r × eiGl·Rn︸ ︷︷ ︸

=1

=
2

Ω
√
π

∑
n

∫
Ω

d3re−λ
2|r−Rn|2e−iGl·(r−Rn)

︸ ︷︷ ︸
=N

∫
Ω
d3re−λ

2r2−iGl·r

. (38)

Ostatnie przeksztaªcenie w (38) wynika st¡d, i» warto±¢ caªki nie zale»y od wy-
boru pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych. Ze wzoru (38) otrzymujemy ostatecznie

F̃l =
2

Ω0
√
π

∫
d3re−λ

2r2−iGl·r , (39)

gdzie Ω0 = Ω/N jest obj¦to±ci¡ komórki elementarnej.
W celu obliczenia caªki (39) korzystamy ze wzoru∫

d3re−λ
2r2−iGl·r =

π3/2

λ3
e−G2/4λ2

, (40)

z którego otrzymujemy

F̃l =
2π

Ω0λ3
e−G2/4λ2

. (41)

W rezultacie wzory (37) i (41) prowadz¡ do wyniku

F (r, λ) =
2π

Ω0λ3

∑
l

e−G2
l /4λ

2
eiGl·r . (42)

Ze wzorów (33) i (42) otrzymujemy

2√
π

∑
n

e−λ
2|r−Rn|2 =

2π
Ω0λ3

∑
l

e−G2
l /4λ

2
eiGl·r . (43)

Jest to wa»ny wzór, za pomoc¡ którego mo»emy przeksztaªci¢ sum¦ po
wektorach sieci prostej (

∑
n) na sum¦ po wektorach sieci odwrotnej (

∑
l) i

odwrotnie.
Obliczy¢ teraz wielko±¢ pomocnicz¡ (23) jako

ϕ(r) =
∑
n

1
|r−Rn|

=

∞∫
0

dλF (r, λ) . (44)
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Obszar caªkowania po λ dzielimy na dwa obszary zgodnie z wªasno±ci¡ addy-
tywno±ci caªki

∞∫
0

dλF (r, λ)

︸ ︷︷ ︸
=I

=

L∫
0

dλF (r, λ)

︸ ︷︷ ︸
=I1

+
∫ ∞
L

dλF (r, λ)︸ ︷︷ ︸
=I2

. (45)

Funkcj¦ podcaªkow¡ F w caªce I1 wyra»amy za pomoc¡ sumy po wektorach
sieci odwrotnej wg. wzoru (41)

I1 =

L∫
0

dλF (r, λ) =
2π
Ω0

∑
l

L∫
0

dλ

λ3
e−G

2
l /4λ

2
eiGl·r . (46)

Caªk¦ po λ we wzorze (46) mo»na prosto obliczy¢ stosuj¡c zmian¦ zmiennych∫ L

0

dλ

λ3
e−G

2/4λ2
=

1
2

∫ ∞
1/L2

dζe−G
2ζ/4 =

2
G2

e−G
2/4L2

, (47)

czyli

I1 =
4π
Ω0

∑
l

1
G2
l

e−G
2
l /4L

2
eiGl·r . (48)

Obliczamy teraz wielko±¢ I2.

I2 =
2√
π

∑
n

∞∫
L

dλe−λ
2|r−Rn|2 . (49)

W celu obliczenia tej wielko±ci u»ywamy funkcji F wyra»onej za pomoc¡ sumy
po wektorach sieci prostej wg. wzoru (43). Obliczamy

2√
π

∞∫
0

dλe−λ
2|r−R|2 =

1
|r−R|

2√
π

∫ ∞
L|r−R|

dζe−ζ
2

=
erfc(L|r−R|)
|r−R|

. (50)

St¡d

I2 =
∑
n

erfc(L|r−Rn|)
|r−Rn|

. (51)

We wzorze (51) pojawia si¦ dopeªniaj¡ca funkcja bª¦du.
Przypomnijmy, »e funkcj¦ bª¦du de�niujemy jako

erf(x)
def
=

2√
π

∫ x

0

dte−t
2
, (52)
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a dopeªniaj¡c¡ (komplementarn¡) funkcja bª¦du jako

erfc(x)
def
=

2√
π

∫ ∞
x

dte−t
2

= 1− erf(x) . (53)

W dalszych rozwa»aniach pomocny b¦dzie wykres funkcji erfc (Rys. 15.3).
Rys. 15.3. Wykresy funkcji erf i erfc.

Zgodnie z (44) i (45) wyra»amy sum¦ sieciow¡ za pomoc¡ sumy po wektorach
sieci odwrotnej (suma po l) i sumy po wektorach sieci prostej (suma po n) jako∑

n

1
|r−Rn|

=
4π
Ω0

∑
l

1
G2
l

e−G
2
l /4L

2
eiGl·r +

∑
n

erfc(L|r−Rn|)
|r−Rn|

. (54)

Przy odpowiednim dobraniu warto±ci L obie sumy w (54) s¡ szybkozbie»ne, co
wynika z obecno±ci szybko znikaj¡cych wyrazów (funkcja Gaussa w 1. sumie i
funkcja erfc w 2. sumie).

Mo»na poda¢ nast¦puj¡c¡ �zyczn¡ interpretacj¦ szybkiej zbie»no±ci sum (54)
liczonych metod¡ Ewalda.

W sumach (54) dokonali±my zast¡pienia ªadunku punktowego wytwarzaj¡-
cego pole o potencjale ∼ (1/r) ªadunkiem o rozkªadzie Gaussa (centrowanym na
jonie). Potencjaª takiego rozkªadu ªadunku znika bardzo szybko przy r −→∞.

Zgodnie z (54) metoda Ewalda obliczania sumy sieciowej polega na podziale
tej sumy na dwie cz¦±ci, z których pierwsza (po wektorach sieci odwrotnej) ma
charakter dªugozasi¦gowy i jest szybkozbie»na w przestrzeni odwrotnej, a druga
(po wektorach sieci prostej) ma charakter krótkozasi¦gowy i jest szybkozbie»na
w przestrzeni zwykªej.

W celu obliczenia energii Madelunga za pomoc¡ wzoru (18) nale»y wykona¢
nast¦puj¡ce operacje:

(1) Zast¡pienie ϕ(r) przez ϕs(r), wprowadzenie r− ts zamiast r i wysumo-
wanie po obu podsieciach s, czyli

ϕ(r) −→ ϕs(r) =
∑
n

1
|r−Rn − ts|

. (55)
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Obliczamy st¡d potencjaª jako

Φ(r) = κ

2∑
s=1

qsϕs(r) . (56)

(2) Uwzgl¦dnienie poprawki na samooddziaªywanie, czyli usuni¦cie osobli-
wo±ci dla r −→ 0 wedªug (19)

u(0) = q1

[
Φ(r)− κq1

r

]
r −→ 0

. (57)

(3) Usuni¦cie z sumy po l wyrazu rozbie»nego, czyli wyrazu z Gl = 0. Ten
wyraz po prostu opuszczamy, czyli dokonujemy zast¡pienia

∑
l

−→
′∑

l

, (58)

gdzie suma z primem oznacza sum¦ po wszystkich wektorach sieci odwrotnej z
wyª¡czeniem wyrazu odpowiadaj¡cego Gl = 0.

Wyraz ten mo»na usun¡¢ z sumy po l, poniewa» prowadzi on do staªego
addytywnego przyczynka do potencjaªu, który nie ma znaczenia �zycznego.

Obecnie � zgodnie z punktem (2) � uwzgl¦dnimy w sposób jawny poprawk¦
na samooddziaªywanie.

Dla r −→ 0 rozbie»no±¢ wyst¦puje w wyrazie zawieraj¡cym Rn = 0. Wyraz
ten przeksztaªcamy nast¦puj¡co:

erfc(Lr)
r

− 1
r

=
1
r

2√
π

 ∞∫
Lr

dte−t
2
−
√
π

2


=

1
r

2√
π

 ∞∫
Lr

dte−t
2
−
∞∫

0

dte−t
2


=

1
r

2√
π

Lr∫
0

dte−t
2
. (59)

Je»eli r −→ 0, to
Lr∫
0

dt e−t
2

=

Lr∫
0

dt = Lr , (60)

czyli
erfc(Lr)

r
− 1
r
−→ − 2L√

π
. (61)

A zatem osobliwo±¢ zostaªa usuni¦ta.
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Po usuni¦ciu osobliwo±ci podstawiamy sumy (54) wyznaczone dla r = 0 do
wzoru na energi¦ jonu (19). Otrzymujemy

u(0) = κq1

{
2∑
s=1

qs

[
4π
Ω0

′∑
l

1
G2
l
e−G

2
l /4L

2
e−iGl·ts (62)

+
′∑

n

erfc(L|Rn|)
|Rn|

]
− 2L√

π
q1

}
.

Ostatecznie obliczamy energi¦ Madelunga wg. wzoru

UM = Nu(0) . (63)

Uwaga
We wzorze (63)

∑′
l oznacza sum¦ z wykluczeniem wyrazu dla Gl = 0, a

∑′
n

oznacza sum¦ z wykluczeniem wyrazu dla Rn = 0.

Warto±ci staªej Madelunga

krysztaª wektory bazowe wektor staªa
sieci translacji podsieci Madelunga

NaCl (1,1,0),(1,0,1),(0,1,1) (1,0,0) -1.747558
CsCl (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) (0.5,0.5,0.5) -1.726670
ZnS (1,1,0),(1,0,1),(0,1,1) (0.5,0.5,0.5) -1.6381

Dyskusja

(1) Rozwa»ali±my problem statyczny (zaniedbali±my ruch jonów).

(2) Zastosowania metody Ewalda:

(a) krysztaªy jonowe (wyznaczenie gªównego wkªadu do energii spójno-
±ci);

(b) inne krysztaªy (cz¦±ciowy przyczynek do energii spójno±ci);

(c) dynamika molekularna: wyznaczenie dªugozasi¦gowej poprawki do
oddziaªywa« (tzw. energii tªa).
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