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1 Robzniczkowanie numeryczne

Rozwazmy funkeje f(z) okreslona na sieci rownoodlegtych weztow. Funkcja f(x)
moze by¢ dana za pomoca wzoru analitycznego lub za pomocg tabeli wartosci.
Definiujemy sie¢ weztow

Tp =nh, (n=0,£1,+2,...) (1)

oraz odpowiadajacych im wartosci funkcji

fn = f(an) . (2)
Naszym celem jest wyznaczenie pierwszej pochodnej
f =1 0) (3)

za pomoca wartosci f,.

Pochodna w dowolnym punkcie x = z, znajdziemy dokonujac translacji
otrzymanego wyniku dla z = 0 o wartos¢ x,. Oznacza to, ze dokonujemy
zmiany zmiennych:

x— I =x+z,.

Rozwijamy funkcje f(z) w szereg Taylora wokol punktu = = 0.

[
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f(@) :fo+:vf’+%f”+%f”’+%f”+%f“+..- (4)

przy czym wszystkie pochodne obliczane sa w punkcie x = 0.
Na podstawie wzoru (4) obliczamy

h? h3 ht . R
fr1=f(£h) = fox hf + ?fﬂigfm‘f' Efwiﬁfv+0(h6) (5)
oraz
3 4 5
fro = f(&£2h) = fo £ 2hf' +2h%f" £ %f”’ + %f” + %f“ +O(h%) . (6)

W powyzszych wzorach O(h®) oznacza wyrazy rzedu h® i rzedow wyzszych.

Przy oszacowaniu rzedu wielkosci kolejnych wyrazéw rozwiniecia Taylora
zaktadamy, ze funkcja f(z) 1 wszystkie jej pochodne sa wielkosciami tego samego
rzedu. Zgodnie z wzorem (5) otrzymujemy

3
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f(x)
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%1=-3h X»=2h %x.1=h xp=0 x,=h xs=2h Xy=3h

Ze wzoru (8) wynika tréjpunktowa aproksymacja pierwszej pochod-

nej
/ fl — f—l 2
= ——+0(h%). 9
=R o) ©)
Jezeli w przedziale [—h, h] funkcja f(z) jest wielomianem drugiego stopnia, to
wzor (9) (bez drugiego wyrazu po prawej stronie) jest doktadny. Wzor ten
wykorzystuje symetryczna réznice wartosci funkcji f woko6t punktu x = 0
(trzy punkty na osi x).
W celu oszacowania pierwszej pochodnej funkeji f(z) mozna réowniez uzyé
innych roznic, a mianowicie réznicy ”do przodu” (przedniej)

f/: fl;fo +O(h) (10)
lub ré6znicy “do tylu” (tylnej)
f = % +O(h) (11)

Wzory (10) i (11) sa dwupunktowymi aproksymacjami pierwszej po-
chodnej.

Btad popelniany przy uzyciu dwupunktowych wzoréw (10) i (11) jest o jeden
rzad wielkosci wiekszy niz we wzorze (9). Wzory (10) i (11) opieraja si¢ na
liniowej interpolacji funkeji f(x) w podprzedziatach [0, k] i [—h,0].



Doktadnosé obliczania pierwszej pochodnej mozna poprawié uzywajac war-
tosci funkeji f(x) w punktach bardziej odleglych od punktu x = 0. Mozemy w
tym celu zastosowaé¢ rozwiniecie (6), zgodnie z ktorym

’ 8h3 " 5
fo—fo=4nf +7f +O(h”) . (12)

Uwaga
Przy szacowaniu bledu we wzorze (12) korzystamy z faktu, ze pomnozenie
przez 2™ nie zmienia rzedu wielkosci w rozwinieciu Taylora (4), czyli

25
O[(2h)°] ~ £:1° ~ O(A?)

Wynika to z nastepujacego przejscia granicznego:
n
lim — — 0.
n—oo n!
Wzor (12) pozwala na obliczenie poprawki potrzebnej do oszacowania pierw-

szej pochodnej
h3

S =h-fa-2nf+ O(h%). (13)
Podstawienie (13) do (8) prowadzi do
f’zﬁ(f72—8f71+8f1—f2)+0(h4)~ (14)

Otrzymujemy pieciopunktowy wzor na pierwsza pochodng (pieciopunk-
towa aproksymacje pierwszej pochodnej), ktory jest dokladniejszy o dwa
rzedy wielkosci od trojpunktowego wzoru (9).

Wyzsze pochodne obliczamy podobnie stosujac odpowiednie kombinacje li-

niowe wzoréw (5) i (6). Na przyklad dodanie stronami wzorow (5) prowadzi
do

fi+ fo1=2fo+ B2 f" +O(hY) . (15)
Otrzymujemy stad
fl/:f1_2£02+f—1 +O(h2) (16)

Jest to tréjpunktowy wzoér na druga pochodna, czyli przyblizenie drugiej
pochodnej z doktadnoscia do h2.

Bardzo duza doktadnos$é¢ przy numerycznym obliczaniu drugiej pochodnej
funkcji f(x) mozna uzyskac stosujac rozwiniecie

1 N
f” = ﬁ Z cnfn + O(hQN) ’ (17)

n=—N

w ktérym wartosci wspolczynnikéw podaje tabela wzieta z publikacji: B. Forn-
berg & D.M. Sloan, Acta Numerica '94 (ed. A. Iserles, Cambridge University
Press, 1994).

Wartosci wspotezynnikow rozwiniecia we wzorze (17) podane sg w tabeli 2.1.



Tabela 2.1. Wartosci wspo6lczynnikéw rozwinigcia we wzorze (17) dla réznej liczby wyrazow
okreslonej przez N.

N Co ct1 Cta Ct3 Cta Cts Cte
1 -2 1

2 5/2 1/3 | -1/12

3 -49/18 3/2 -2/20 1/90

1 205/72 8/5 | -1/5 | 8/315 | -1/560

5 | -5269/1800 | 5/3 | -5/21 | 5/126 | -5/1008 | 1/3150

6 | -5369/1800 | 12/7 | -15/56 | 10/189 | -1/112 | 2/1925 | -1/16632

Uwaga Podany powyzej sposéb przyblizania pochodnych, wykorzystujacy
rozwiniecie w szereg Taylora (4), mozna uogoélni¢ na pochodne wyzszych rzedow.
Ponadto mozemy otrzymywac¢ doktadniejsze przyblizenia pochodnych pierwszej
i drugiej.

2 Calkowanie numeryczne za pomoca metod kla-
sycznych
Wstep

Szukamy wartosci catki oznaczonej funkcji f(x) w przedziale [a, b], czyli

b
I:/f(x)dx. (18)

W przedziale [a, b] mozemy zdefiniowac sie¢ jednakowo odleglych weztow z,, =
a + nh, gdzie n =0,1,2,..., przy czym

(19)

a N jest liczba catkowita. Wygodnie jest przyjaé, ze N jest liczba parzysta.
Przy wyprowadzaniu wiekszosci metod numerycznego catkowania korzystamy
z addytywnosci operacji catkowania

a+2h a+4h b
I= / + / cet / f(z) dx (20)
a a+2h b—2h

W celu numerycznego obliczenia calki I w skoniczonym przedziale [a, b] wy-
starczy znalez¢ przyblizona formule na catke w podprzedziale [0, 2h] lub [—h, h],
a nastepnie zastosowa¢ wzor (20). W przypadku zastosowania metody prosto-
katow stosujemy podzial przedziatu [a,b] na podprzedzialy o szerokosci h.

2.1 Metoda prostokatow

Metoda prostokatow opiera sie na oszacowaniu pola pod krzywa y = f(z) za
pomoca prostokatow.



h=(b-a)/N
X,=a+nh

f(x)

fixg)|-----

(6.9 ] EEERRR AR

Xp=a X X2 Xn xy=b

do metody prostokatow.

Startujemy z wtasnosci addytywnosci catkowania, czyli

N-1

I=> iy, (21)

n=0

Zgodnie z metoda prostokatéw obliczamy oszacowanie catki I jako sume poél
prostokatéw, czyli catke ¢,, przyblizamy za pomoca wzoru

in = / f(@)dx >~ f(zn)h + O(hQ) = fnh+ O(hQ) : (22)
Ostatecznie
N-1
I~h> fut+O(h). (23)
n=0

W metodzie prostokatow funkcje f(x) przyblizamy w przedziale [a, b] za pomoca
funkcji przedzialami stalej rownej f(x,) w kazdym podprzedziale [z, T, 11].

2.2 Metoda Newtona-Cotesa (metoda trapezow)

Zgodnie z ta metoda funkcje podcatkowa f(z) przyblizamy funkcje za pomoca
funkcji liniowej w podprzedzialach [—h,0] i [0, h] stosujac przy tym dwupunk-
towe aproksymacje pierwszej pochodnej (10) i (11).

Jo—fa

f(@) = fo+ h

r+0(?), xzel[-h, 0], (24)

Tlustracja



flao)y = fot P00

Nastepnie obliczamy calki po podprzedziatach [—h, 0] i [0, h], czyli

r+0=?), 2|0, hl. (25)

0
_1— fo h?
11 = /f(x)dx = foh + %? + O(hg) (26)
“h
oraz
h 12
o= [ fwyin = fah+ LD o) (27)
0
Calke po podprzedziale [—h, h]
h
i= / f(z)dx (28)
—h
obliczamy jako sume calek
i=i1+is. (29)
Otrzymujemy stad wzor trapezéw w postaci
. h
t= §(f71+2f0+f1)+0(h3) (30)

Zauwazmy, ze wzor (30) jest wzorem na sume podl trapezow. Pole j-tego
trapezu wyrazone jest wzorem

Aj = 1 (wysoko$¢) x (suma podstaw).

Wzor (30) mozna otrzymac z bezposredniego sumowania pol trapezow A; +
Ag, przy czym

Ay = g(fq + fo) (31)

AQZg(f0+f1)- (32)

2.3 Metoda Simpsona (metoda parabol)

Przyblizamy funkeje f(z) za pomoca funkcji kwadratowej (paraboli). Stosujemy
trojpunktowe aproksymacje pochodnych pierwszej (9) i drugiej (16).

flx) = fo+ h ;hf_lx + h- ZQJ;(L);_ S z? + O(2?) (33)

dla przedziatu |z| < h.
Zauwazmy, ze w tym przedziale wartosci x maksymalny btad popelniony w
rozwinigciu (33) jest rzedu O(h?)x ~ O(a?).



Obliczamy calke

i = / f(a)dz

—h

podstawiajac za f(x) rozwiniecie (33) i otrzymujemy

i= Mg+ £+ O) (34)

Jest to wzor Simpsona (parabol), ktory jest dokladniejszy o dwa rzedy wiel-
kosci od wzoru trapezow.

Calke po przedziale [a, b] liczymy metoda Simpsona zgodnie z (20) nastepu-
jaco:

I = g[f(a) +4f(a+h)+2f(a+2h)+4f(a+ 3h)
+2f(a+4h) + ...+ 2f(b—2h) + 4f(b— h)
+f(0)] - (35)

2.4 Metody Gaussa

Metody te opieraja sie na aproksymacji funkcji podcatkowej f(z) za pomoca
wielomianu odpowiedniego stopnia, a nastepnie wykonaniu analitycznego cal-
kowania tego wielomianu.

W obliczeniach stosowane sg najczesciej metody Gaussa w wersji zmodyfiko-
wanej, zgodnie z ktora funkcja podcatkowa ma postaé iloczynu w(z) f(z), gdzie
w(x) jest pewna znang funkcja, tzw. funkcja wagowa. Funkcja wagowa moze
by¢ wybrana tak, aby usungé¢ osobliwosci funkcji podcatkowe;j.

Ogolny wzor na catke obliczong metoda Gaussa ma postaé

b

N
/w(x)f(:z:)d:c ~ ijf(x]) , (36)

a

przy czym {w;} jest zbiorem wag, {z;} jest zbiorem wspoirzednych, natomiast
j=1,...,N.

Jezeli funkcja f(x) jest wielomianem stopnia N, to wzor (36) jest doktadny.

Dla dowolnej funkcji f(z) wzor (36) podaje na ogot bardzo doktadna aprok-
symacje calki.

Rozmaito$¢ metod Gaussa bierze sie z uzycia réznych wielomiandéw orto-
gonalnych do aproksymacji funkcji f(x). Np. mamy do dyspozycji metody
Gaussa-Legendre’a, Gaussa-Laguerre’a, Gaussa-Hermite’a, itd.

We wzorze (36) wartosci wag {w, } i polozen {z,} zaleza od wielomianu wy-
branego do aproksymacji funkcji i sa zwykle zadane w procedurze numeryczne;j.
Stopiert wielomianu N jest wybierany przez uzytkownika. Okresla on doktad-
nos¢ przyblizenia.

Programy z zastosowaniem metod Gaussa dostepne sa w wiekszosci bibliotek
numerycznych.



2.5 Szczegoblne problemy przy catkowaniu numerycznym

(A) Nieskoniczona granica calkowania

Naszym zadaniem jest numeryczne obliczenie catki
I= /f(x) dx . (37)
0

Do obliczenia calki (37) nie mozemy zastosowaé¢ w sposob bezposredni po-
dzialu przedziatu calkowania na skoriczona sie¢ wezlow.

Mozemy natomiast zastosowaé jeden z nastepujacych sposobéw postepowa-
nia.

(1) Podzial przedzialu calkowania i zmiana zmiennej

Przeksztatlcamy catke (37 nastepujaco:

I= /c—|—7 f(z)dz . (38)
0 c

W drugiej calce podstawiamy ¢t = 1/z, przy czym 0 < t < 1/c. Otrzymujemy

stad
1/c

e s [T (L)
Io/f()d +/xf(> (39)

W ten sposéb unikamy nieskoriczonosci w gornej granicy catkowania.

(2) Zmiana zmiennej przeksztalcajaca nieskonczony przedzial
calkowania w przedzial skoiiczony

Dokonujemy podstawienia
r=-— (40)

ktore pozwala nam na przeksztalcenie catki (37) do postaci

I:Zf(x)datzo/l(l dtt)2 f(ltt) , (41)

(B) Osobliwos¢ w funkcji podcatkowej

Metode postepowania w tym przypadku pokazemy na przyktadzie.



Powiedzmy, ze naszym zadaniem jest numeryczne obliczenie catki

I= | f(z)dzx (42)
/

z funkcji f(x), ktora posiada osobliwosé typu f(x) ~ 1/y/z dlaz — 0.
Zapisujemy catke (42) w postaci sumy caltek

I= / fla)de + /1 f(a)dz (43)
0 €

Druga catka we wzorze (43) jest regularna i mozemy ja obliczy¢ numerycznie.
Pierwsza caltke obliczamy analitycznie jako

J %:2\/5. (44)

Odpowiedni dobor wartosci € (metoda prob i bledéw) zapewnia zadana doktad-
nosc.



