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1 Nazwa metody

Podstawowym zastosowaniem w fizyce metody Monte Carlo (MC) jest opis zlo-
zonych uktadéw fizycznych o duzej liczbie stopni swobody. Opis zlozonych ukta-
dow fizycznych musi mieé¢ charakter statystyczny (stochastyczny). Bazuje on
wiec na pojeciach prawdopodobienstwa, rozktadu prawdopodobienistwa oraz ge-
neratorach liczb losowych.

Odpowiednie metody opisu nazywane sa metodami Monte Carlo (od na-
zwy stynnego kasyna gier w Monaco). Zgodnie z obecna "modg” niektére sposrod
metod stochastycznych nazywane sa metodami Las Vegas. Nazwy te ma na
celu podkreslenie przypadkowego (stochastycznego) charakteru metod.

Prawdopodobnie wynalazca nazwy “metoda Monte Carlo” byt polski mate-
matyk Stanistaw Ulam.

Obecna klasyfikacja algorytmoéw stochastycznych:

(1) algorytmy Monte Carlo: szybkie, choé¢ nie zawsze dokladne,
(2) algorytmy Las Vegas: dokladne, choé nie zawsze szybkie.

Klasyfikacja ta jest zbyt ostra i raczej deprecjonujaca warto$¢ tych metod.

Wiekszo$¢ zastosowan w fizyce tych metod polega na obliczaniu catek wielo-
wymiarowych z uzyciem réznych rozktadéw statystycznych. W tej czesci wstep-
nej zajmiemy sie obliczaniem calek metodami Monte Carlo/Las Vegas.

2 Calkowanie funkcji jednej zmiennej

Idea metod MC moze byé¢ zobrazowana na nastepujacym przykladzie. Po-
wiedzmy, ze chcemy wyznaczyé powierzchnie stawu dysponujac w tym celu je-
dynie stosem kamieni. Niech staw o nieznanym polu powierzchni X znajduje
sie wewnatrz ogrodu, np. w ksztalcie prostokata, o znanym polu powierzchni A
(Rys. 3.1). Czy mozna uzy¢ stosu kamieni do oszacowania powierzchni stawu?

Tak, mozna. Nalezy w tym celu rzuca¢ kamienie do ogrodu w sposéb przy-
padkowy i liczy¢ liczbe pluskow.

Powierzchnie stawu szacujemy nastepujaco. Jezeli NV jest liczba rzuconych
kamieni, a N, — liczba pluskéw, to
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Bezposrednie zastosowanie tego pomystu do obliczania catek prowadzi do
tzw. metody Monte Carlo chybil—trafil (hit—or—miss Monte Carlo).



Rys.
3.1. Tlustracja idei metody Monte Carlo.



3 Metoda Monte Carlo chybit—trafil

Chcemy obliczy¢ calke z funkcji f(z) w przedziale [a, b], czyli

b
I:/f(a:)dx, (2)

Niech f(z) w tym przedziale speinia nier6wnosci

c< f(x) <d.

Uzywamy generatora liczb losowych o rozktadzie jednorodnym i losujemy N
par niezaleznych od siebie liczb pseudoprzypadkowych (z;,y;) takich, ze spet-
nione sg nastepujace nieréwnosci:

a<z; <b

oraz
c<y; <d.

Nastepnie wyznaczamy liczbe par N, spelniajgcych warunek
yi < f(xi) . (3)

Zgodnie z idea metody Monte Carlo oszacowaniem Monte Carlo
calki (2), czyli pola pod krzywa y = f(x), jest liczba

N,
IN:WPA—i—c(b—a), (4)

gdzie A= (b—a)(d — ¢).
Oszacowanie Monte Carlo catki (2)

In~1T, (5)

jest tym dokladniejsze, im wieksze jest V.

3.1 Podstawowa metoda Monte Carlo

W celu oszacowania caltki (2) opieramy sie na twierdzeniu o wartosci $redniej,
zgodnie z ktoérym

I:(b_a)<f>a (6)

gdzie (f) jest wartoscia $rednia funkcji f(z). Wartosé srednig liczymy metoda
MC jako

1 N
() =5 2 f@), (7)

gdzie z; (i =1,...,N) jest ciagiem N liczb przypadkowych o rozktadzie jedno-
rodnym w przedziale [a, b].
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3.2. Ilustracja do metody Monte Carlo chybil—trafit. Punkt (z1,y1) spelnia warunek (3), punkt
(z2,y2) tego warunku nie spetnia.
Otrzymujemy w ten sposob oszacowanie Monte Carlo catki (2)
N
b—a
Tl =" fa) (8)

i=1

W metodzie MC punkty z; sa przypadkowo rozrzucone w przedziale [a, b] zgod-
nie z rozktadem jednorodnym, a N jest liczba losowan.

Dla poréwnania wzér prostokatoéw dla catki (2) ma postaé

N-1

b—a
I~ N Z flxy), 9)

1=

przy czym h = (b — a)/N oraz x; = xg + ih, a f(x;) jest wartoscia funkcji f(x)
na poczatku kazdego podprzedziatu.

W odréznieniu od metody MC, w metodzie prostokatéw punkty x; sa roz-
lozone wewnatrz przedziatu [a, b] w sposob réwnomierny.

Blad metody prostokatow w podprzedziatach [z;_1, ;] jest rzedu O(h?), a
w przedziale [a, b] jest rzedu O(h), czyli O(N~1).

Oszacowaniem btedu metod MC zajmiemy sie pozniej.



3.2 Metoda $redniej wazonej

Metoda ta posiada nazwe angielska importance sampling.
Wprowadzimy ja na przykladzie obliczania calki jednowymiarowej (2).
Zgodnie z ta metoda wprowadzamy funkcje wagowa w(x) taka, ze w(z) >0

oraz
b

/dx w(z)=1. (10)

Funkcja w(z) okresla pewien rozklad prawdopodobienistwa w przedziale [a, b].
Przeksztatcamy calke (2) do postaci

b
I= /dw w(x) /(@) . (11)

a

Oszacowaniem Monte Carlo catki (11) jest

N
BT G 2

przy czym ciag liczb przypadkowych z; podlega rozkladowi prawdopodobien-
stwa w(z) w przedziale [a,b]. Otrzymujemy w ten sposob mozliwosé redukeji
wariancji, czyli bledu catkowania metoda Monte Carlo, poniewaz rozktad w(x)
mozna wybraé¢ tak, aby przyblizal przebieg funkcji f(x), a zatem redukowat
wariancje.

4 Calkowanie funkcji wielu zmiennych

Rozwazmy funkcje f(X) zalezna od d zmiennych X = (z1,...,z4), czyli
f(X) = f(z1,...,2q) .

Kazda ze zmiennych z; (j = 1,...,d) przyjmuje wartosci z przedziatu [a;, b;].
Szukamy oszacowania calki d-wymiarowej

by by
I:/dwl.../dxdf(ml,...,xd). (13)

za pomocg metody MC.
Oszacowaniem Monte Carlo catki (13) jest

QX
Iy = N;f(%’li,n-,xdi) ) (14)
gdzie Q = (by —aq) X ... X (bg—aq) jest d-wymiarowa objetoscia, a (z1;, ..., Z4;)

sa wybrane losowo wedtug rozkladu jednorodnego z przedziatow [a,, b,], przy
czymn=1,...,d.



Rys. 3.3. Dwuwymiarowy

rozklad masy.

Przyklad zastosowania metody Monte Carlo

Obliczmy wspoétrzedne srodka masy i moment bezwladnosci bryty sztywnej
dla d = 2. Zaktadamy pewien dwuwymiarowy rozktad masy o(z,y).
Masa elementu powierzchni dA = dxdy dana jest wzorem

dm = o(x,y)dxdy ,

gdzie o(z,y) jest dwuwymiarowa gestoscia masy. Caltkowita masa bryty

Mz/!mwmw%

gdzie Q jest objetoscia bryly. Wspolrzedne (X,Y") $rodka masy wyrazaja sie

wzorami .
X = [ [ dsdyeotey)
Q

Y = %//dxdyyg(w,y%
Q

Moment bezwladnosci brylty wzgledem osi z przechodzacej przez §rodek
masy dany jest wzorem

M= /dx/dy(w2+y2)p(x7y)-

Dla dowolnego rozkladu masy o(z,y) kazda z powyzszych catek mozna ob-
liczy¢ metoda MC.



Np. oszacowaniem momentu bezwladnosci jest

N

1
IZCM ~ Ny = (bl — a1)(b2 — G/Q)N ;(xf + y?)@(ﬂii,yi) y

gdzie a1 < x; < by oraz as < y; < ba, (x;,y;) jest parg niezaleznych od sie-
bie liczb przypadkowych generowanych zgodnie z rozktadem jednorodnym w
przedziatach [a1,b1] 1 [ag, b2], a N jest liczba losowan tych par.

5 Analiza bledéw calkowania numerycznego
Metoda prostokaté6w w dwoéch wymiarach

Obliczamy caltke z funkeji f(z,y) po powierzchni A za pomoca dwuwymiaro-
wej wersji metody prostokatéw. Odpowiednim oszacowaniem tej catki jest suma
objetosci prostopadioscianéw o polu podstawy AxzAy i wysokoSciach f(x;,y;),
czyli

N-—1
1= [ dudyfa,) = Aaty 3 Flasw) (15)
A =0

W celu oszacowania bledu catkowania rozwijamy funkcje f(z,y) w szereg
Taylora wokot punktu (z;,y;). Otrzymujemy

S = S@wr g @)
of o
|0y 0 (16)

Blad catkowania dla elementu powierzchni Ao; = AxAy wyznaczony jest przez
réznice
i = / drdy f(z,y) — f(zi, yi) AzAy (17)
Aoi

przy czym powierzchnia Acg; okre§lona jest przez nieréwnosci x; < x < x; + Az
iy <y <y +Ay.
Podstawiamy (16) do (17) i calkujemy analitycznie

8 = [z, y) AxAy + 5 e (Az)® Ay

(fﬂi,yz‘)

10f 9
— Ay)*A
20y (%,yz)( vy A

—f(wi,yi) Az Ay . (18)




Otrzymujemy stad

1o
522lax

0
(Az)*Ay + aff

Ay)? Az

19

Korzystajac z faktu, ze Ay = O(Ax) sa nieskoriczenie matymi tego samego
rzedu dostajemy oszacowanie btedu catkowania metoda prostokatéow zwigzanego
z pojedynczym prostopadto$cianem

5 ~ O[(Ax)?] . (20)
Jezeli catkowita liczba prostopadto$cianéw wynosi N, przy czym

A

N ~ R

to oszacowanie globalnego btedu catkowania po powierzchni A za pomoca me-
tody prostokatéow w dwoéch wymiarach ma postac

§=N 6 ~O[(Az)] ~ O(N~?) . (21)

Dla poréwnania oszacowany btad metody prostokatéw w jednym wymiarze
wynosi
§~O(N). (22)

Wyniki (22) i (21) mozemy uogdlni¢ na przypadek catki po przestrzeni d-
wymiarowej
6~ O(N~Hd) (23)

Bledy calkowania w innych metodach klasycznych

Przypomnijmy, ze metoda trapezéw dla calki funkcji jednej zmiennej pro-
wadzi do btedu
§~O(N7?), (24)

natomiast metoda Simpsona daje btad
§~O(N™?). (25)

Wyrazenia na bledy (23), (24) i (25) mozemy uogdélni¢ na przypadek catkowa-
nia po przestrzeni d-wymiarowej. W przypadku catkowania funkcji d zmiennych
szacowany blad wynosi

5~ O(N~—™/d) | (26)

gdzie m opisuje blad calkowania w jednym wymiarze.

Jezeli d — oo, to § — O(N®) = O(1), a wiec blad catkowania metodami
klasycznymi staje sie rzedu wartosci funkcji podcatkowe;.



6 Blad calkowania metoda Monte Carlo

Jezeli X = (x1,...,24) oznacza wektor w przestrzeni d-wymiarowej, to oszaco-
waniem MC calki po przestrzeni d-wymiarowej

I= [ dXf(X) (27)
/
jest
0 N
In =+ Z f(X3), (28)

gdzie punkty X; = (x1;,...,24;) zostaly wylosowane w sposob przypadkowy
wedlug d-wymiarowego rozktadu jednorodnego.
Wzor (28) mozna przepisaé¢ w postaci

1
gdzie wielkosci
i = Qf(Xy) (30)

sa zmiennymi losowymi podlegajacymi pewnemu rozktadowi, ktéry niekoniecz-
nie jest rozkladem jednorodnym.

Wartosci zmiennych losowych &; bedziemy traktowaé jako wyniki serii N
losowan (N préob) badz wyniki serii N pomiaréw. Aby oszacowaé blad serii N
pomiardéw, trzeba przeprowadzi¢ kolejne serie pomiaréw po N pomiaréw kazda.
Oznaczmy przez Mg liczbe serii zlozonych z N pomiaréw (losowar) w kazdej
serii.

Wtedy MgN jest catkowita liczba pojedynczych pomiaréw (losowan).

Niech &;; bedzie wynikiem i-tego pomiaru w s-tej serii pomiaréw, przy czym

s =1,...,Mg oraz i = 1,...,N. Obliczamy warto$¢ Srednig dla s-tej serii
pomiaréw
1N
(&)= ;ssi (31)
oraz wartos¢ srednia dla catkowitej liczby (rownej MgN) pomiaréw
| Ms | Ms N
(3 Mssz:;<€> MSN;;& (32)

Uwaga

Ciag wartosci $rednich arytmetycznych (£;) podlega rozktadowi Gaussa, po-
niewaz jest to ciag sum liczb przypadkowych.

Wtasnosé ta wynika z centralnego twierdzenia granicznego.



Roznica pomiedzy srednia (31) dla s-tej serii pomiaréw a $rednia (32) wszyst-
kich pomiaréw wynosi
Ay = (&) — (&), (33)
natomiast roznica pomiedzy wynikiem pojedynczego pomiaru a Srednia (32)
dana jest wzorem

651 = fsi - <§> . (34)

Obliczmy teraz wariancje dla ciagu $rednich arytmetycznych (), przy czym
S = 1, ey Ms,

1 &
2 _ 2
Us—ﬁS;Asv (35)

Natomiast wariancje wszystkich MgN pomiaréw (Mg serii po N pomiaréw
kazda) obliczamy jako

o= MiNZZ(S;. (36)

Zgodnie z (33)
1 1
As = N Z fsi - <€> N Z(gsz - <§>) ) (37)
poniewaz ZZJ\LI(Q = N(£). Ostatecznie

1 N
A, = v ;5 . (38)

Podstawiamy (38) do (35) i otrzymujemy

1 Ms N
O'gv = Z (Z 632) Zésj
=1 j=1
B MSNz ZZ e Nz 2; Zl 0si0sj - (39)
s=11i=1 s=11,j

Drugi wyraz w (39) zeruje sie, poniewaz jest on proporcjonalny do $redniej

<5siésj> s

gdzie odstepstwa od $redniej é4; podlegajg — podobnie jak &;; — rozktadowi przy-
padkowemu o $redniej (6) = 0. W zwiazku z tym (39) prowadzi do nastepujacego
Wwzoru na wariancje

(40)

b
I
2%



Miarg btedu dla pojedynczej serii N pomiaréw jest odchylenie standar-
dowe, czyli pierwiastek kwadratowy z wariancji (40)

Uszﬁ. (41)

Wynika stad, ze niezaleznie od liczby wymiaréw przestrzeni btad catkowania
za pomoca metody Monte Carlo jest rzedu

O(N~Y2y, (42)

Uwaga
Przyjmujac poziom ufnosci o = 0.997 dla rozktadu Gaussa $rednich arytme-
tycznych (£,) otrzymujemy nastepujace oszacowanie bltedu metody Monte Carlo
3o
05 = —— . 43
=% (43)

Jest to tzw. regula trzech sigma.
Otrzymane wyniki mozna uja¢ w tabeli podajacej poréwnanie bledéw cal-
kowania otrzymanych za pomoca réznych metod.

Tabela 3.1. Poréwnanie bltedéow catkowania za pomoca réznych metod. Dla
d > dy metoda MC prowadzi do mniejszego bledu.

metoda btad do

Monte Carlo | N~1/2

prostokatow | N~V | 3
trapezow N-2/d | 5
Simpsona N-%d | g

Z Tabeli 3.1 wynika, ze metoda MC staje sie doktadniejsza od kazdej z metod
klasycznych, gdy wymiar przestrzeni, po ktorej catkujemy, przekracza d.

Dodatkowa zaleta metody MC jest mozliwo§¢ zmniejszenia btedu catkowania
przez redukcje odchylenia standardowego o [por. wzor (41)].
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