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1 Nazwa metody

Podstawowym zastosowaniem w �zyce metody Monte Carlo (MC) jest opis zªo-
»onych ukªadów �zycznych o du»ej liczbie stopni swobody. Opis zªo»onych ukªa-
dów �zycznych musi mie¢ charakter statystyczny (stochastyczny). Bazuje on
wi¦c na poj¦ciach prawdopodobie«stwa, rozkªadu prawdopodobie«stwa oraz ge-
neratorach liczb losowych.

Odpowiednie metody opisu nazywane s¡ metodami Monte Carlo (od na-
zwy sªynnego kasyna gier w Monaco). Zgodnie z obecn¡ �mod¡� niektóre spo±ród
metod stochastycznych nazywane s¡ metodami Las Vegas. Nazwy te ma na
celu podkre±lenie przypadkowego (stochastycznego) charakteru metod.

Prawdopodobnie wynalazc¡ nazwy �metoda Monte Carlo� byª polski mate-
matyk Stanisªaw Ulam.

Obecna klasy�kacja algorytmów stochastycznych:

(1) algorytmy Monte Carlo: szybkie, cho¢ nie zawsze dokªadne,

(2) algorytmy Las Vegas: dokªadne, cho¢ nie zawsze szybkie.

Klasy�kacja ta jest zbyt ostra i raczej deprecjonuj¡ca warto±¢ tych metod.

Wi¦kszo±¢ zastosowa« w �zyce tych metod polega na obliczaniu caªek wielo-
wymiarowych z u»yciem ró»nych rozkªadów statystycznych. W tej cz¦±ci wst¦p-
nej zajmiemy si¦ obliczaniem caªek metodami Monte Carlo/Las Vegas.

2 Caªkowanie funkcji jednej zmiennej

Idea metod MC mo»e by¢ zobrazowana na nast¦puj¡cym przykªadzie. Po-
wiedzmy, »e chcemy wyznaczy¢ powierzchni¦ stawu dysponuj¡c w tym celu je-
dynie stosem kamieni. Niech staw o nieznanym polu powierzchni X znajduje
si¦ wewn¡trz ogrodu, np. w ksztaªcie prostok¡ta, o znanym polu powierzchni A
(Rys. 3.1). Czy mo»na u»y¢ stosu kamieni do oszacowania powierzchni stawu?

Tak, mo»na. Nale»y w tym celu rzuca¢ kamienie do ogrodu w sposób przy-
padkowy i liczy¢ liczb¦ plusków.

Powierzchni¦ stawu szacujemy nast¦puj¡co. Je»eli N jest liczb¡ rzuconych
kamieni, a Np � liczb¡ plusków, to

X

A
=
Np
N

(1)

Bezpo±rednie zastosowanie tego pomysªu do obliczania caªek prowadzi do
tzw. metody Monte Carlo chybiª�tra�ª (hit�or�miss Monte Carlo).



Rys.

3.1. Ilustracja idei metody Monte Carlo.
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3 Metoda Monte Carlo chybiª�tra�ª

Chcemy obliczy¢ caªk¦ z funkcji f(x) w przedziale [a, b], czyli

I =

b∫
a

f(x)dx , (2)

Niech f(x) w tym przedziale speªnia nierówno±ci

c ≤ f(x) ≤ d .

U»ywamy generatora liczb losowych o rozkªadzie jednorodnym i losujemy N
par niezale»nych od siebie liczb pseudoprzypadkowych (xi, yi) takich, »e speª-
nione s¡ nast¦puj¡ce nierówno±ci:

a ≤ xi ≤ b

oraz
c ≤ yi ≤ d .

Nast¦pnie wyznaczamy liczb¦ par Np speªniaj¡cych warunek

yi ≤ f(xi) . (3)

Zgodnie z ide¡ metody Monte Carlo oszacowaniem Monte Carlo
caªki (2), czyli pola pod krzyw¡ y = f(x), jest liczba

IN =
Np
N
A+ c(b− a) , (4)

gdzie A = (b− a)(d− c).
Oszacowanie Monte Carlo caªki (2)

IN ' I , (5)

jest tym dokªadniejsze, im wi¦ksze jest N .

3.1 Podstawowa metoda Monte Carlo

W celu oszacowania caªki (2) opieramy si¦ na twierdzeniu o warto±ci ±redniej,
zgodnie z którym

I = (b− a)〈f〉 , (6)

gdzie 〈f〉 jest warto±ci¡ ±redni¡ funkcji f(x). Warto±¢ ±redni¡ liczymy metod¡
MC jako

〈f〉 =
1
N

N∑
i=1

f(xi) , (7)

gdzie xi (i = 1, . . . , N) jest ci¡giem N liczb przypadkowych o rozkªadzie jedno-
rodnym w przedziale [a, b].
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Rys.

3.2. Ilustracja do metody Monte Carlo chybiª�tra�ª. Punkt (x1, y1) speªnia warunek (3), punkt

(x2, y2) tego warunku nie speªnia.

Otrzymujemy w ten sposób oszacowanie Monte Carlo caªki (2)

I ' IN =
b− a
N

N∑
i=1

f(xi) . (8)

W metodzie MC punkty xi s¡ przypadkowo rozrzucone w przedziale [a, b] zgod-
nie z rozkªadem jednorodnym, a N jest liczb¡ losowa«.

Dla porównania wzór prostok¡tów dla caªki (2) ma posta¢

I ' b− a
N

N−1∑
i=0

f(xi) , (9)

przy czym h = (b− a)/N oraz xi = x0 + ih, a f(xi) jest warto±ci¡ funkcji f(x)
na pocz¡tku ka»dego podprzedziaªu.

W odró»nieniu od metody MC, w metodzie prostok¡tów punkty xi s¡ roz-
ªo»one wewn¡trz przedziaªu [a, b] w sposób równomierny.

Bª¡d metody prostok¡tów w podprzedziaªach [xi−1, xi] jest rz¦du O(h2), a
w przedziale [a, b] jest rz¦du O(h), czyli O(N−1).

Oszacowaniem bª¦du metod MC zajmiemy si¦ pó¹niej.
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3.2 Metoda ±redniej wa»onej

Metoda ta posiada nazw¦ angielsk¡ importance sampling.
Wprowadzimy j¡ na przykªadzie obliczania caªki jednowymiarowej (2).
Zgodnie z t¡ metod¡ wprowadzamy funkcj¦ wagow¡ w(x) tak¡, »e w(x) ≥ 0

oraz
b∫
a

dx w(x) = 1 . (10)

Funkcja w(x) okre±la pewien rozkªad prawdopodobie«stwa w przedziale [a, b].
Przeksztaªcamy caªk¦ (2) do postaci

I =

b∫
a

dx w(x)
f(x)
w(x)

. (11)

Oszacowaniem Monte Carlo caªki (11) jest

IN =
b− a
N

N∑
i=1

f(xi)
w(xi)

, (12)

przy czym ci¡g liczb przypadkowych xi podlega rozkªadowi prawdopodobie«-
stwa w(x) w przedziale [a, b]. Otrzymujemy w ten sposób mo»liwo±¢ redukcji
wariancji, czyli bª¦du caªkowania metod¡ Monte Carlo, poniewa» rozkªad w(x)
mo»na wybra¢ tak, aby przybli»aª przebieg funkcji f(x), a zatem redukowaª
wariancj¦.

4 Caªkowanie funkcji wielu zmiennych

Rozwa»my funkcj¦ f(X) zale»n¡ od d zmiennych X = (x1, . . . , xd), czyli

f(X) = f(x1, . . . , xd) .

Ka»da ze zmiennych xj (j = 1, . . . , d) przyjmuje warto±ci z przedziaªu [aj , bj ].
Szukamy oszacowania caªki d-wymiarowej

I =

b1∫
a1

dx1 . . .

bd∫
ad

dxd f(x1, . . . , xd) . (13)

za pomoc¡ metody MC.
Oszacowaniem Monte Carlo caªki (13) jest

IN =
Ω
N

N∑
i=1

f(x1i, . . . , xdi) , (14)

gdzie Ω = (b1−a1)× . . .×(bd−ad) jest d-wymiarow¡ obj¦to±ci¡, a (x1i, . . . , xdi)
s¡ wybrane losowo wedªug rozkªadu jednorodnego z przedziaªów [an, bn], przy
czym n = 1, . . . , d.
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Rys. 3.3. Dwuwymiarowy

rozkªad masy.

Przykªad zastosowania metody Monte Carlo

Obliczmy wspóªrz¦dne ±rodka masy i moment bezwªadno±ci bryªy sztywnej
dla d = 2. Zakªadamy pewien dwuwymiarowy rozkªad masy %(x, y).

Masa elementu powierzchni dA = dxdy dana jest wzorem

dm = %(x, y)dxdy ,

gdzie %(x, y) jest dwuwymiarow¡ g¦sto±ci¡ masy. Caªkowita masa bryªy

M =
∫ ∫

Ω

dxdy%(x, y) ,

gdzie Ω jest obj¦to±ci¡ bryªy. Wspóªrz¦dne (X,Y ) ±rodka masy wyra»aj¡ si¦
wzorami

X =
1
M

∫ ∫
Ω

dxdyx%(x, y) ,

Y =
1
M

∫ ∫
Ω

dxdyy%(x, y) .

Moment bezwªadno±ci bryªy wzgl¦dem osi z przechodz¡cej przez ±rodek
masy dany jest wzorem

ICMz =
∫
dx

∫
dy(x2 + y2)%(x, y) .

Dla dowolnego rozkªadu masy %(x, y) ka»d¡ z powy»szych caªek mo»na ob-
liczy¢ metod¡ MC.
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Np. oszacowaniem momentu bezwªadno±ci jest

ICMz ' IN = (b1 − a1)(b2 − a2)
1
N

N∑
i=1

(x2
i + y2

i )%(xi, yi) ,

gdzie a1 ≤ xi ≤ b1 oraz a2 ≤ yi ≤ b2, (xi, yi) jest par¡ niezale»nych od sie-
bie liczb przypadkowych generowanych zgodnie z rozkªadem jednorodnym w
przedziaªach [a1, b1] i [a2, b2], a N jest liczb¡ losowa« tych par.

5 Analiza bª¦dów caªkowania numerycznego

Metoda prostok¡tów w dwóch wymiarach

Obliczamy caªk¦ z funkcji f(x, y) po powierzchni A za pomoc¡ dwuwymiaro-
wej wersji metody prostok¡tów. Odpowiednim oszacowaniem tej caªki jest suma
obj¦to±ci prostopadªo±cianów o polu podstawy ∆x∆y i wysoko±ciach f(xi, yi),
czyli

I =
∫
A

dxdyf(x, y) ' ∆x∆y
N−1∑
i=0

f(xi, yi) . (15)

W celu oszacowania bª¦du caªkowania rozwijamy funkcj¦ f(x, y) w szereg
Taylora wokóª punktu (xi, yi). Otrzymujemy

f(x, y) = f(xi, yi) +
∂f

∂x (xi, yi)
(x− xi)

+
∂f

∂y (xi, yi)
(y − yi) + . . . (16)

Bª¡d caªkowania dla elementu powierzchni ∆σi = ∆x∆y wyznaczony jest przez
ró»nic¦

δi =
∫

∆σi

dxdyf(x, y)− f(xi, yi)∆x∆y , (17)

przy czym powierzchnia ∆σi okre±lona jest przez nierówno±ci xi ≤ x ≤ xi + ∆x
i yi ≤ y ≤ yi + ∆y.

Podstawiamy (16) do (17) i caªkujemy analitycznie

δi = f(xi, yi) ∆x∆y +
1
2
∂f

∂x (xi, yi)
(∆x)2 ∆y

+
1
2
∂f

∂y (xi, yi)
(∆y)2∆x

−f(xi, yi) ∆x ∆y . (18)
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Otrzymujemy st¡d

δi =
1
2

[
∂f

∂x (xi, yi)
(∆x)2∆y +

∂f

∂y (xi, yi)
(∆y)2∆x

]
(19)

Korzystaj¡c z faktu, »e ∆y = O(∆x) s¡ niesko«czenie maªymi tego samego
rz¦du dostajemy oszacowanie bª¦du caªkowania metod¡ prostok¡tów zwi¡zanego
z pojedynczym prostopadªo±cianem

δi ' O[(∆x)3] . (20)

Je»eli caªkowita liczba prostopadªo±cianów wynosi N , przy czym

N ' A

(∆x)2
,

to oszacowanie globalnego bª¦du caªkowania po powierzchni A za pomoc¡ me-
tody prostok¡tów w dwóch wymiarach ma posta¢

δ = N δi ' O[(∆x)] ' O(N−1/2) . (21)

Dla porównania oszacowany bª¡d metody prostok¡tów w jednym wymiarze
wynosi

δ ' O(N−1) . (22)

Wyniki (22) i (21) mo»emy uogólni¢ na przypadek caªki po przestrzeni d-
wymiarowej

δ ' O(N−1/d) (23)

Bª¦dy caªkowania w innych metodach klasycznych

Przypomnijmy, »e metoda trapezów dla caªki funkcji jednej zmiennej pro-
wadzi do bª¦du

δ ' O(N−2) , (24)

natomiast metoda Simpsona daje bª¡d

δ ' O(N−4) . (25)

Wyra»enia na bª¦dy (23), (24) i (25) mo»emy uogólni¢ na przypadek caªkowa-
nia po przestrzeni d-wymiarowej. W przypadku caªkowania funkcji d zmiennych
szacowany bª¡d wynosi

δ ' O(N−m/d) , (26)

gdzie m opisuje bª¡d caªkowania w jednym wymiarze.

Je»eli d −→ ∞, to δ −→ O(N0) = O(1), a wi¦c bª¡d caªkowania metodami
klasycznymi staje si¦ rz¦du warto±ci funkcji podcaªkowej.
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6 Bª¡d caªkowania metod¡ Monte Carlo

Je»eli X = (x1, . . . , xd) oznacza wektor w przestrzeni d-wymiarowej, to oszaco-
waniem MC caªki po przestrzeni d-wymiarowej

I =
∫
Ω

ddXf(X) (27)

jest

IN =
Ω
N

N∑
i=1

f(Xi) , (28)

gdzie punkty Xi = (x1i, . . . , xdi) zostaªy wylosowane w sposób przypadkowy
wedªug d-wymiarowego rozkªadu jednorodnego.

Wzór (28) mo»na przepisa¢ w postaci

IN =
1
N

N∑
i=1

ξi , (29)

gdzie wielko±ci
ξi = Ωf(Xi) (30)

s¡ zmiennymi losowymi podlegaj¡cymi pewnemu rozkªadowi, który niekoniecz-
nie jest rozkªadem jednorodnym.

Warto±ci zmiennych losowych ξi b¦dziemy traktowa¢ jako wyniki serii N
losowa« (N prób) b¡d¹ wyniki serii N pomiarów. Aby oszacowa¢ bª¡d serii N
pomiarów, trzeba przeprowadzi¢ kolejne serie pomiarów po N pomiarów ka»da.
Oznaczmy przez MS liczb¦ serii zªo»onych z N pomiarów (losowa«) w ka»dej
serii.

Wtedy MSN jest caªkowit¡ liczb¡ pojedynczych pomiarów (losowa«).
Niech ξsi b¦dzie wynikiem i-tego pomiaru w s-tej serii pomiarów, przy czym

s = 1, . . . ,MS oraz i = 1, . . . , N . Obliczamy warto±¢ ±redni¡ dla s-tej serii
pomiarów

〈ξs〉 =
1
N

N∑
i=1

ξsi (31)

oraz warto±¢ ±redni¡ dla caªkowitej liczby (równej MSN) pomiarów

〈ξ〉 =
1
MS

MS∑
s=1

〈ξs〉 =
1

MSN

MS∑
s=1

N∑
i=1

ξsi . (32)

Uwaga
Ci¡g warto±ci ±rednich arytmetycznych 〈ξs〉 podlega rozkªadowi Gaussa, po-

niewa» jest to ci¡g sum liczb przypadkowych.
Wªasno±¢ ta wynika z centralnego twierdzenia granicznego.
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Ró»nica pomi¦dzy ±redni¡ (31) dla s-tej serii pomiarów a ±redni¡ (32) wszyst-
kich pomiarów wynosi

∆s = 〈ξs〉 − 〈ξ〉 , (33)

natomiast ró»nica pomi¦dzy wynikiem pojedynczego pomiaru a ±redni¡ (32)
dana jest wzorem

δsi = ξsi − 〈ξ〉 . (34)

Obliczmy teraz wariancj¦ dla ci¡gu ±rednich arytmetycznych 〈ξs〉, przy czym
s = 1, . . . ,MS ,

σ2
S =

1
MS

MS∑
s=1

∆2
s , (35)

Natomiast wariancj¦ wszystkich MSN pomiarów (MS serii po N pomiarów
ka»da) obliczamy jako

σ2 =
1

MSN

MS∑
s=1

N∑
i=1

δ2
si . (36)

Zgodnie z (33)

∆s =
1
N

N∑
i=1

ξsi − 〈ξ〉 =
1
N

N∑
i=1

(ξsi − 〈ξ〉) , (37)

poniewa»
∑N
i=1〈ξ〉 = N〈ξ〉. Ostatecznie

∆s =
1
N

N∑
i=1

δsi . (38)

Podstawiamy (38) do (35) i otrzymujemy

σ2
S =

1
MS

MS∑
s=1

1
N2

(
N∑
i=1

δsi

) N∑
j=1

δsj


=

1
MSN2

MS∑
s=1

N∑
i=1

δ2
si +

1
MSN2

MS∑
s=1

N∑
i,j=1

δsiδsj . (39)

Drugi wyraz w (39) zeruje si¦, poniewa» jest on proporcjonalny do ±redniej

〈δsiδsj〉 ,

gdzie odst¦pstwa od ±redniej δsi podlegaj¡ � podobnie jak ξsi � rozkªadowi przy-
padkowemu o ±redniej 〈δ〉 = 0. W zwi¡zku z tym (39) prowadzi do nast¦puj¡cego
wzoru na wariancj¦

σ2
S =

σ2

N
. (40)
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Miar¡ bª¦du dla pojedynczej serii N pomiarów jest odchylenie standar-
dowe, czyli pierwiastek kwadratowy z wariancji (40)

σS =
σ√
N

. (41)

Wynika st¡d, »e niezale»nie od liczby wymiarów przestrzeni bª¡d caªkowania
za pomoc¡ metody Monte Carlo jest rz¦du

O(N−1/2) . (42)

Uwaga
Przyjmuj¡c poziom ufno±ci α = 0.997 dla rozkªadu Gaussa ±rednich arytme-

tycznych 〈ξs〉 otrzymujemy nast¦puj¡ce oszacowanie bª¦du metody Monte Carlo

σS =
3σ√
N

. (43)

Jest to tzw. reguªa trzech sigma.
Otrzymane wyniki mo»na uj¡¢ w tabeli podaj¡cej porównanie bª¦dów caª-

kowania otrzymanych za pomoc¡ ró»nych metod.

Tabela 3.1. Porównanie bª¦dów caªkowania za pomoc¡ ró»nych metod. Dla
d ≥ d0 metoda MC prowadzi do mniejszego bª¦du.

metoda bª¡d d0

Monte Carlo N−1/2 �
prostok¡tów N−1/d 3
trapezów N−2/d 5
Simpsona N−4/d 9

Z Tabeli 3.1 wynika, »e metoda MC staje si¦ dokªadniejsza od ka»dej z metod
klasycznych, gdy wymiar przestrzeni, po której caªkujemy, przekracza d0.

Dodatkow¡ zalet¡ metody MC jest mo»liwo±¢ zmniejszenia bª¦du caªkowania
przez redukcj¦ odchylenia standardowego σ [por. wzór (41)].
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