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1 Wstep

W rozdziale tym zajmiemy sie zastosowaniem metod réznicowych do numerycz-
nego rozwigzywania rownan rozniczkowych zwyczajnych. Rozwazmy uktad M
zwyczajnych réwnan roézniczkowych pierwszego rzedu o postaci

dy;

= fi(z,y1,..., , 1

dr fi(@,n ynr) (1)

gdzie x jest zmienng niezalezna, yi, ...,y sa zmiennymi zaleznymi (niewiado-
mymi), a f; = fi,..., f;r sa znanymi funkcjami.

Rownania (1) sa z soba sprzezone. Rownania te mozna przedstawi¢ w zapisie
wektorowym jako

dy

2 f 2

Y ty), (2
przy czym'y = (y1,...,yn) Ooznacza zbior M zmiennych zaleznych, a f jest

funkcja wektorowa (o M sktadowych).

Roéwnania rozniczkowe pierwszego rzedu (1) posiadaja szeroki zakres zasto-
sowan w fizyce, poniewaz wiekszo$¢ praw fizyki klasycznej mozna wyrazié¢ za
pomoca uktadu réwnan o postaci (1). Jezeli w prawie fizyki wystepuja row-
nania rézniczkowe wyzszego rzedu, to zawsze mozna je sprowadzi¢ do uktadu
rownan pierwszego rzedu (1).

Redukcje rownania drugiego rzedu do ukladu réwnan rzedu pierwszego po-
kazemy na przyktadzie réwnania ruchu Newtona.

Rozwazmy réwnanie Newtona dla ruchu jednowymiarowego czastki o masie
m pod dzialaniem sity F(z), ktore ma postaé
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A zatem otrzymalisémy ukltad dwoch sprzezonych z soba réwnan roézniczkowych
pierwszego rzedu (sa to rownania Hamiltona).

Wynika stad, ze przy rozwiazaniu wielu problemoéw fizyki klasycznej wystar-
czajace beda metody numeryczne rozwiazywania uktadu (1) rownan rozniczko-
wych pierwszego rzedu.

Ponadto mozemy dokona¢ dalszej redukcji. Przy rozwigzywania uktadu row-
nan (1) mozna rozwazaé¢ pojedyncze rownanie typu (1). Jezeli bowiem znaj-
dziemy metode rozwiazywania pojedynczego rownania o postaci

= ) (7



dla jednej zmiennej zaleznej y = y1, to latwo bedziemy mogli uogé6lnié¢ te metode
na przypadek ukladu réwnan (1) rozwiazujac po kolei kazde z rownan uktadu.
Traktujemy przy tym pozostale zmienne y = ys, ..., yns jako parametry.
Wobec tego w rozdziale tym bedziemy dyskutowaé¢ metody numerycznego
rozwiazywania rownania (7) z zadanym warunkiem poczatkowym o postaci

y(0) = yo - (8)

Uwaga Zadanie warunku poczatkowego (8) zapewnia jednoznaczno$é roz-
wigzan.

2 Roznicowa postaé¢ problemu

Szukamy rozwiazania réwnania (7), czyli funkcji y(x) w przedziale x € [0,1]
z warunkiem poczatkowym (8). Rozwigzanie w dowolnym innym przedziale
uzyskamy z przeskalowania i translacji przedziatu [0, 1].

Przeskalowanie polega na zmianie przedziatu

[0,1] — [0,4] , (9)

gdzie b > 0.
Natomiast translacja polega na nastepujacej zmianie przedziatu

[O’b] - [avb"_bl] ) (10)

przy czym b+ by > a.

W celu prostej prezentacji metody w dalszym ciagu bedziemy rozwazali roz-
wiazania w przedziale [0, 1].

Przedzial [0, 1] dzielimy na N jednakowych podprzedzialow o dtugosci h =
1/N kazdy, przy czym

T, = nh (11)

sa wezlami sieci. Oznaczamy
Yn = y(zn) - (12)
Jezeli znajdziemy formule rekurencyjna wiazaca vy, z Yn—1,Yn—2, ... itd., to

otrzymamy metode pozwalajaca na catkowanie réwnania (7) krok po kroku w
przedziale [0, 1].

3 Metoda Eulera

Zamiast pierwszej pochodnej po lewej stronie (7) podstawimy jej roznicowe przy-
blizenie za pomoca réznicy przedniej, czyli

PELZI0 4 O(h) = £ (s ) - "



Otrzymujemy stad zwiazek rekurencyjny
Ynt1 = Yn + hf(@n, yn) + O(h?) . (14)

Btlad lokalny, czyli btad popelniony w pojedynczym kroku z x,, do z, 41,
jest rzedu O(h?). Natomiast blad globalny, rozumiany jako btad oszacowania
po N krokach, np. wartosci y(1), jest rzedu
1

NO(h?) = ;

O(h*) = O(h) .

4 Metoda Adamsa-Bashfortha

Wykonujemy analityczne catkowanie rownania (7) w podprzedziale [2,,, T;41]
T4l
Ynt+1 = Yn + / f(:v,y)dx . (15)
Tn

Calke zawierajaca nieznang zmienna y wykonujemy stosujac nastepujaca liniows
interpolacje funkcji f wzgledem zmiennej a:
fn B fnfl

Fa@) = fot 221 ) 4 Ol - ) (16)

przy czym x € [zp, T, + hj.
Obliczamy analitycznie catke we wzorze (15) podstawiajac Tpi1 =z, + h

Tp41 Tn+h _
[ e = [ dx[fn+W<x—xn>

. . h
+ O0(z?)]
_ fn — fnfl h?
= s o0 a7)

Podstawiajac (17) do (15) otrzymujemy podstawowy wzor metody, czyli

s = v+ 0 fu = 3 faa) + O (18)

Metoda Adamsa-Bashfortha (18) jest metoda dwukrokowa o bledzie lokalnym
O(h3) i bledzie globalnym O(h?).

5 Metody implicite

W metodach explicite (jawnych) wartosé¢ y,+1 okreslona jest w sposob bezpo-
gredni (jawny) za pomoca znanej wartosci y,. W metodach implicite (niejaw-
nych) nalezy rozwiazaé¢ dodatkowe rownanie, aby wyznaczyé y,1 za pomoca

Yn-



Rozwazmy réwnanie (7) w punkcie 2,412 = (n + $)h , czyli w polowie
odcinka pomiedzy weztami sieci x,, oraz 1.

dy

Ir = f(Tng1/2)Yn+1/2) - (19)

Tnt1/2

W réwnaniu (19) zastepujemy pochodng po lewej stronie przez symetryczne
przyblizenie réznicowe (z zamiana h — Sh).

dy Yn+1 — Yn 2
— = Z———+0(h%). (20)
dx xn+1/2 h

Natomiast warto$¢ funkcji f,11/2 = f(@nt1/2, Ynt1/2) zastepujemy przez Sred-
nig wartosé tej funkcji liczong dla dwdch sasiednich weztow sieci

Jnt12 = %(fn+fn+l)+o(h2) : (21)

Ze zwiazkow (20) i (21) otrzymujemy

P2 U L O(1) = 3 + fus) + OR) (22)

Wynika stad zwiazek rekurencyjny

h
Ynt+1 = Yn + D) [f(@nsyn) + f(@nt1, Yns1)] + O(hg) . (23)
Rownanie to zawiera y,11 po obu stronach. Jego rozwigzanie (otrzymane na
0gol za pomoca ztozonej procedury numerycznej) dostarcza rozwiazania réwna-
nia rézniczkowego metoda implicite.

6 Metody Runge’go-Kutty

Rozwazmy wynik pojedynczego kroku w catkowaniu rownania (7), czyli wzor
(15). Przyblizamy funkcje podcatkowa f(x,y) za pomoca rozwiniecia w szereg
Taylora wzgledem zmiennej x wokot punktu x, 1,2 = (n+1/2)h

(@ = Zpy1/2) + O(h?) . (24)
Tnt1/2

f(@,y) = fagi2 + %

Pamietamy przy tym, ze & € [z, Tpi1].
Podstawiamy (24) do (15) i otrzymujemy

$n+1/2+%
df
Ynt1 = Yn+hfppio+ e (T — Zpq12) do
€ xn+1/2 N
Tn+1/2— 3
+0O(h?) (25)



Calka we wzorze (25) znika, poniewaz calkujemy funkcje antysymetryczna po
przedziale symetrycznym. Otrzymujemy stad

Ynt+1 = Yn + hf(ffn+1/2,yn+1/2) + O(hg) . (26)

W celu pozbycia si¢ zaleznosci od y,,1/2 po prawej stronie definiujemy

k=nhf(n,yn) - (27)
Wtedy
k
Ynt1/2 = Y(Tny1/2) = Yn + 5 +0(h?) . (28)

Zauwazmy, ze podstawienie (28) nie zwieksza btedu w réownaniu (25).

Jako wynik konicowy otrzymujemy

st = v+ hf (o + gt )+ O0) (29)

Wykorzystanie wzoru (29) prowadzi do metody Runge’go- Kutty dru-
giego rzedu. Blad globalny tej metody jest rzedu O(h?).

Algorytm metody Rungego-Kutty polega na obliczaniu w kazdym kroku naj-
pierw pomocniczej wielkosci k (27), a nastepnie y,11 (29).

Metody Runge’go-Kutty wyzszych rzedéw mozna otrzymywaé¢ wedtug
powyzszego schematu stosujac coraz dokladniejsze metody obliczania calki w
rownaniu (15).

Np. calkowanie metoda Simpsona prowadzi do metody Rungego-Kutty
rzedu trzeciego z bledem globalnym O(h?).

W ogoélnym przypadku rzad metody r jest okreslony przez wyktadnik po-
tegi w oszacowaniu bledu globalnego w sposéb nastepujacy:
jezeli blad globalny metody wynosi

on"),

to metoda Runge’go-Kutty jest rzedu r.



