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1 Wstep

Rozwazamy ruch jednej czastki klasycznej w jednym wymiarze. Otrzymane wy-
niki bedzie mozna tatwo uogoélni¢ na przypadek pojedynczej czastki poruszajacej
sie w dwoch i trzech wymiarach. W uogo6lnieniu tym wykorzystujemy zasade
superpozycji.

Korzystajac z II zasady dynamiki Newtona mozna zapisa¢ réwnania jedno-
wymiarowego ruchu czastki jako

dx
dt
dv
priakl (2)
Naszym zadaniem jest znalezienie numerycznego rozwiazania ukladu row-
nan (1) i (2) dla pewnej chwili czasu, czyli znalezienie rozwiazania lokalnego.
Znajac rozwiazania lokalne dla kolejnych chwil czasowych otrzymamy rozwiag-
zanie globalne za pomoca sumowania rozwiazan lokalnych, czyli catkowania
numerycznego.
Rozwiazanie lokalne polega na podaniu procedury rekurencyjnej wia-
zacej wartosci poltozenia x,, 11 1 predkosci v,41 w (n + 1)-ym kroku czasowym z
wartosciami tych wielkosci w kroku n-tym, czyli z z,, i v,, przy czym

Tp =2(ty) , vp=v(ts), (3)

=v, (1)

oraz
topp1 =tn + I . (4)

2 Metoda Eulera

Zgodnie z ta metoda stosujemy przyblizenie pierwszej pochodnej za pomoca
roznicy przedniej dla potozenia i predkodci. W wyniku otrzymujemy

Tpy1 = Tp + 0,0+ O(hz) ) (5)
Upi1 = Un + anh + O(R?) . (6)
Blad lokalny metody jest rzedu O(h?), natomiast btad globalny jest rzedu O(h).

W ogélnym przypadku przez rzad metody r rozumiemy wyktadnik potegi
w wyrazeniu, ktore okresla rzad bledu globalnego, czyli

o) .

Metoda Eulera jest zatem metoda pierwszego rzedu (r = 1).

Metode Eulera mozemy ponadto sklasyfikowa¢ jako metode samostartu-
Jjaca.

Oznacza to, ze znajac polozenie i predkos¢ w chwili ¢,, mozemy wyznaczy¢
te wielkosci w kolejnej chwili ¢,,41.

W szczegdlnosci startujac z zadanych warunkéw poczatkowych dla t =
to obliczamy potozenia z,, i predkosci v, dla kolejnych chwil czasowych, czyli
tto,. ...



3 Metoda Eulera-Cromera
W metodzie tej stosujemy przyblizenie ostatniego punktu, zgodnie z ktérym
Upi1 = Un + anh + O(h?) (7)

oraz
Tnt1l = Tn + U7L+1h + O(h2) . (8)

Metoda ta nie poprawia dokladno$ci metody Eulera. Podobnie jak metoda
Eulera jest metoda samostartujaca.

4 Metoda punktu posredniego

Predkosé i potozenie wyznaczamy wedlug tej metody za pomoca nastepujacych
WZOTOW:

Vpi1 = Un + anh + O(h?) (9)
oraz L
Tpa1 = Tp + §(vn + 1) + O(R?) . (10)

Powyzsze wzory wynikaja z metody implicite rozwiazywania réwnain rézniczko-
wych. Podstawiajac (9) do (10) otrzymujemy

h2
Tn41 = Tn + /Unh + ?an + O(hg) . (11)

Jest to metoda samostartujaca, bedaca metoda pierwszego rzedu dla predkosci,
a drugiego rzedu dla potozenia.

5 Metoda Newtona-Feynmana

W metodzie tej wprowadzamy chwile posrednie ¢, 1,2 w $rodkach przedziatow
czasowych [ty t,11] 1 obliczamy predkosci srednie. Jako predkoscé érednia wybie-
ramy predkosé w chwili ¢, /5. Algorytm metody opiera si¢ na nast¢pujacych
wykonywanych kolejno operacjach podstawienia:

Un+1/2 = Un—1/2 + anh + O(h?)) (12)

oraz
Tp41 = Ty + Vpy1/2h + O(R%) . (13)

Btad globalny metody jest rzedu O(h?), a zatem jest to metoda drugiego rzedu.

Metoda ta nie jest metoda samostartujaca. Oznacza to, ze zastosowanie
powyzszego algorytmu nie pozwala na obliczenie vy /5. W celu wyznaczenia vy /o
nalezy zastosowa¢é jakakolwiek inng metode samostartujaca, np. metode Eulera,
zgodnie z ktora

1
V1/2 = Vo + iaoh . (14)



6 Algorytmy Verleta

Algorytmy Verleta sg najczesciej stosowane w dynamice molekularnej. Zapew-
niajg one rozsadny kompromis pomiedzy szybkoscig obliczen a ich doktadnoscia.

7 Podstawowy algorytm Verleta

Napiszmy rozwiniecie w szereg Taylora dla z,41 1 p—1

1 f
Tpi1 = Tn +vnh + 5anh? +0(h?),

1
Tn—1 = Tpn — Unh + §anh2 + O(hs) .

Dodajac stronami (15) i (16) otrzymujemy
Tpy1 + Tpo1 = 22, + anh® + O(RY)

poniewaz wyrazy rzedu O(h?®) znosza sie.
Z rownania (17) otrzymujemy

Tn+l = 2xn — Tp_1+ anh2 + O(h4) .

Natomiast odejmujac stronami (16) od (15) otrzymujemy

Tn+1 — Tn—-1 2
n=——-"—"""—""+0O(h").
v o7 +O(h7)

(18)

(19)

Podstawowy algorytm Verleta opiera sie na formutach (18) i (19). Wynika
z nich, ze blad globalny tego algorytmu jest O(h?) dla polozenia, a O(h') dla

predkosci.

Mozna zauwazy¢, ze wzor (19) jest symetryczng (trojpunktows) aproksyma-

cja roznicowy, pierwszej pochodnej.
Podstawowy algorytm Verleta nie jest samostartujacy.

8 Predkosciowa forma algorytmu Verleta (zmo-

dyfikowany algorytm Verleta)

Algorytm ten stanowi implementacje nastepujacych wzorow:

1
Tp+1 = Tn + Unh + 50/71]7/2 + O(hg)

oraz

1
Unt1 = Up + §(an + ani1)h + O(h?) .

Wyprowadzenie tych wzoréw podane jest w Uzupelnieniu A.



Mozna zauwazy¢, ze wzor (20) jest aproksymacja polozenia w dowolnym
ruchu za pomoca znanego wzoru na potozenie w ruchu jednostajnie zmiennym.

Wzory (20) i (21) tworza algorytm Verleta w zmodyfikowane]j postaci.

Jest to tzw. predkosciowa wersja algorytmu Verleta.

Jak widaé algorytm ten jest samostartujacy, co jest jego zaleta w zastoso-
waniach do obliczenn metodami dynamiki molekularnej.

Bledy tego algorytmu dla predkosci sa takie same jak dla podstawowego
algorytmu Verleta.

9 Przestepny algorytm Verleta
Nazwa algorytmu

Angielska nazwa tego algorytmu (leap-frog formulation of the Verlet algori-
thm) jest czesto niepoprawnie ttumaczona jako algorytm "zabiego skoku”.

W jezyku angielskim "leap frog” oznacza zabawe polegajaca na kolejnym
przeskakiwaniu poszczeg6lnych uczestnikow zabawy stojacych ze zgietymi ple-
cami przez innych jej uczestnikow. Inaczej jest to typowy trening grupy spor-
towcow.

W polskim ttumaczeniu nazwy mozna skorzystaé z tego, ze leap year oznacza
rok przestepny.

A zatem mozemy méwié o algorytmie przestepnym.

Ponizej podany jest ciag wzordéw algorytmu. Kolejno obliczamy

Tp — Tp—1

Un-1/2= ———— on?), (22)
Up41/2 = Un—1/2 + ha, + o(r?), (23)
Tn4+1 = Tn + hﬂ]n+1/2 + O(hQ) ) (24)

1
Un = = (Up_1/2 + Ung1/2) + O(h?). (25)

2

Wzory te przedstawiaja ewolucje czasowa ukladu w sposéb oczywisty, a wiec
nie wymagaja wyprowadzenia.

Algorytm ten nie jest samostartujacy.

Stosujemy go w ten sposob, ze w kazdym kroku obliczamy kolejno wartosci
po lewych stronach rownan (22), (23), (24) i (25).

10 Algorytm Beemana-Schofielda

Algorytm ten opiera si¢ na nastepujacych wzorach:

h2
Tn4+l = Tn + Unh + F(4an - anfl) + O(h4) ) (26)

h
Upt1 = Up + E(Qanﬂ +5a, — an_1) + O(R?) . (27)



Wyprowadzenie tych wzoréw podane jest w Uzupelnieniu B.

Algorytm ten nie jest samostartujacy.

Btedy przy obliczaniu polozenia sg takie jak w podstawowym algorytmie
Verleta, natomiast algorytm ten jest dokltadniejszy przy wyznaczaniu predkosci.

Algorytm ten posiada wazna zalete:

obliczone za jego pomoca wartosci energii bardzo dobrze spelniaja zasade
zachowania energii calkowitej.

11 Metoda predykcji-korekcji

Metoda ta rézni sie od poprzednio przedstawionych podejéé tym, ze w kazdym
kroku czasowym wykonywana jest petla iteracyjna. Zgodnie z ta metoda prze-
widujemy nowe polozenie jako

£n+1 =Tp_1+ Zh’l)n . (28)

Nowa wartos¢ potozenia Z,11 pozwala nam wyznaczy¢ przewidywane przyspie-
szenie a1 jako

- 1.

Unt1 = EF(wil) : (29)

Uzywamy nastepnie d,; w celu wyznaczenia poprawionych (skorygowanych)
warto$ci vp41 1 Tp41, czyli

1
Un+4+1 = Up —+ §(C~Ln+1 -+ an)h (30)

oraz )
Tpal = Tp + §(Un+1 +vn)h . (31)

Poprawiona warto$¢ z, 41 jest uzywana do wyznaczenia nowej wartosci prze-
widywanego przyspieszenia a,11 wg. (29), a to przyspieszenie stosujemy do
wyznaczenia v, 11 1 ne1 wg. (30) i (31).

W kazdym kroku czasowym wykonujemy nastepujaca petle iteracyjna:

(29) = (30) = (31) = (29) = (30) ... .
Iteracje powyzsze powtarzane sa dotad, az spelniona zostanie nier6wnosé
|Znt1 — Tn1| <€,

gdzie ¢ jest zadana doktadnoscia.
Metoda ta nie jest samostartujaca.

12 Metoda Runge’go-Kutty drugiego rzedu

Znang metode Runge’go-Kutty, wprowadzong poprzednio dla pojedynczego row-
nania roézniczkowego zwyczajnego pierwszego rzedu, adaptujemy do rozwigzy-
wania uktadu rownan ruchu (1) i (2).



Wielkosci pomocnicze k w metodzie Runge’go-Kutty definiujemy oddzielnie
dla potozenia (k) i predkosci (k,) w sposdb nastepujacy:

ko v = hfu(tn) | (32)

gdzie f, = v, oraz
def

kv = anh = hf'u(tn) 5 (33)
gdzie f, = a.
Zgodnie z metoda Runge’go-Kutty dla rownania rézniczkowego piszemy wzory
dla potozenia
Tpt1 = Tn + ho(tyy1/2) + OR?) (34)

i predkosci
Unt1 = Un +ha(tpg1/2) + O(h?) . (35)

Wyznaczamy teraz predkosé w srodku przedziatu czasowego [t,,, t,+1] z doklad-
noscia O(h?), czyli

h Ky
v <tn + 2) = vt 5+ O(h?) . (36)

Natomiast przyspieszenie liczone w srodku przedziatu [t,,, t,41] aproksymujemy
nastepujaco:

Ky
a(tn+1/2) =a (wn + 2) . (37)
Podstawiamy (36) do (34)
Tpi1 =Tn+h (vn + k;) +0O(R?) . (38)

Ponadto podstawiamy (37) do (35)
ky 3
Unt1 =Up + ha | T, + 5 )t oh?) . (39)

Wzory (38) i (39) stanowia algorytm Runge’go-Kutty 2. rzedu.

Algorytm ten jest samostartujacy.

W trakcie wykonywania algorytmu Runge’go-Kutty nalezy wyznaczaé na-
stepujace wielko$ci pomocnicze:

kg = hon (40)

goraz
k, = ha,, . (41)

Doktadnosé tego algorytmu moze byé poprawiana w sposéb systematyczny po-
przez zastosowanie metod Runge’go-Kutty wyzszych rzedow.



13 Przypadek sily zaleznej od predkosci

Nalezy zauwazy¢, ze stosowany powyzej podzial metod catkowania réwnan ru-
chu na samostartujace i niesamostartujace jest stuszny wytacznie w przypadku,
gdy sila nie zalezy od predkosci, czyli gdy

F=F(z,t) # f(v) .
Jezeli natomiast sita zalezy od predkosci,
F = F(x7 /U7 t) )

to niektére sposréd oméwionych metod przestaja byé samostartujace. Prowadzi
to do koniecznoéci stosowania mniej doktadnych metod, np. metody Eulera, do
wystartowania algorytmu.

14 Przyklady catkowania réwnan ruchu

14.1 Rzut pionowy w polu grawitacyjnym Ziemi

Wprowadzamy taki uklad wspolrzednych, ze o$ y jest skierowana pionowo w
gore. Naszym celem jest rozwiazanie uktadu réwnan rézniczkowych

_ W

= 42
v= (42)
oraz p
v
= — 43
o= (43)
przy czym przyspieszenie
1
=_F 44
a=—F(yv) (44)

jest funkcja polozenia y i predkosci v = v,.
Rownania (42) i (43) sa rownowazne rownaniu Newtona, ktore jest rowna-
niem rézniczkowym 2. rzedu i ma postaé

d2y_F
dt2  m

(45)

14.2 Ruch w jednorodnym polu grawitacji z zaniedbaniem
oporu powietrza

W tym przypadku dziala wylacznie stala sita grawitacji

F=F)=-mg. (46)
Roéwnanie ruchu ma postaé
d?y
a2 =-9 (47)



i jest catkowalne analitycznie. Jego rozwigzaniami sa

o(t) = vo — gt (1)
oraz 1
y(t) = yo + vot — 59752 . (49)

Rozrézniamy dwa przypadki ruchu w kierunku pionowym.

(1) Wznoszenie
W tym przypadku
Yo=0, v9>0

(2) Spadanie
W tym przypadku
Yo=h, v<0

14.3 Ruch w kierunku pionowym z uwzglednieniem oporu
powietrza

W tym przypadku pojawia sie sita oporu (sila tarcia) zalezna od predkosci
F; = _Ft(v)ev ) (50)

gdzie

Sktadowa pionowa sity wypadkowej
F=F,=F)FF, (51)
przy czym znak — odpowiada wznoszeniu, a znak + odpowiada spadaniu.
Dla zalezno$ci sily oporu od predkosci stosujemy zwykle jeden w dwoch

wzorow fenomenologicznych.

(1) Przyblizenie liniowe stuszne dla matych predkosci:
FY () = vl (52)
(2) Przyblizenie kwadratowe stuszne dla wiekszych predkosci:
Ft(2)(v) = o2 (53)
We wzorach (52) i (53) wystepuja nastepujace parametry:

v =ar (54)



(parametryzacja ta jest stuszna dla obiektu o przekroju kolistym o promieniu 7,
« jest staly proporcjonalnosci)

1

gdzie stala C' < 1 jest wspolczynnikiem oporu powietrza, o jest gestoscia po-
wietrza, a A jest polem przekroju poprzecznego obiektu poruszajacego sie.

W kazdym przypadku sita oporu F}(v) ro$nie wraz ze wzrostem predkosci.
W zwiazku z tym opor powietrza dla pewnej predkosci krytycznej v = v, osiaga
warto$¢ maksymalng rowna

|Fi(ve)| = |- (56)

W przypadku spadania osiagniecie predkosci krytycznej oznacza, ze sita wypad-
kowa F' = 0, a zatem przyspieszenie réwniez sie zeruje, czyli obiekt zaczyna
spadaé¢ ruchem jednostajnym z predkoscia ve.

e spadanie spadochroniarza
Mozna wyznaczy¢ predkosci krytyczne dla obu przyblizen (52) i (53). W
przyblizeniu liniowym

o) = ? . (57)
1

W przyblizeniu kwadratowym
ma\ /2
v® = <9> . (58)
Y2

Sity wypadkowe dzialajace na spadajacy obiekt mozna wyrazi¢ za pomoca
predkosci krytycznych.
(1) w przypadku liniowym

Fi(v)= —mg(l—|ol/ot”) da |v| <o® (59)
Fi(v) = 0 dla |v| > oV (60)

(2) w przypadku kwadratowym

Fo(v) = —myg (1 - 02/@9)2) dla |v] < v® (61)
Fy(v) = 0 dla v > 0@ (62)

14.4 Ruch pionowy w polu grawitacyjnym podlegajacym
prawu grawitacji Newtona

Zmieniamy wzor na site grawitacji zgodnie z prawem grawitacji Newtona

Fy — Fyly) = _(gT@\fP : (63)



gdzie M = masa Ziemi, R = promien Ziemi. Inny zapis wzoru (63)

mg
Fg(y) = T 20 (64)
(1+4%)
przy czym
GM
1= R

14.5 Dwuwymiarowy ruch czastki w polu grawitacji Ziemi
(rzut uko$ny)

Rozwazamy rzut ukosny w jednorodnym polu grawitacji. Réwnania na sktadowe
predkosci

dv,
Yz _ B cos
m— y cos 6 (65)
dv .
md—ty = —mg — Fysin , (66)

gdzie 0 jest katem pomiedzy wektorem predkosci a osig z.
Dla sity oporu powietrza proporcjonalnej do kwadratu predkosci

F? = q0? (67)

otrzymujemy nastepujace rownania ruchu

d'Ux Y2

@ m (68)
dv Y2
oI (69)

Dhugosé wektora predkosci zawiera obie skltadowe

— /2 2
V=4 /vg vy

Wynika stad, ze ruchy w kierunkach z i y sa sprzezone z soba (nie sa od siebie
niezalezne).

14.6 Ruch w polu centralnym

Rozwazamy problem dwdch czastek o masach m i mo oddziatywujacych z soba
za posrednictwem pola sit centralnych. W ogélnym przypadku mamy do czy-
nienia z ukladem o 6 stopniach swobody (dwie czastki poruszajace sie w trzech
wymiarach).

Pokazemy, ze problem ten bedzie mozna sprowadzi¢ do problemu jednej
czastki (o masie zredukowanej 1) poruszajacej sie w plaszczyznie, czyli do ruchu
uktadu o 2 stopniach swobody.

10



m

)

ern
m,
0 2
r2=ry-r;
e12=T12/I2
Fi2=-F

Czastki oddziatywuja z soba sila centralna, co oznacza, ze
Fo1 = f(riz)ers . (70)

Jest to sila, z jaka czastka 2. dziala na czastke 1. Natomiast sila, z jaka czastka
1. dziala na czastke 2. wyraza sie wzorem

Fio=—Fo . (71)

Uktad dwoch czastek.

Problem dwoéch czastek mozna sprowadzi¢ do problemu jednej czastki prze-
chodzac do nowych zmiennych. Zamiast wektorow potozen czastek ry i ro w
laboratoryjnym uktadzie wspélrzednych wprowadzamy wektor potozenia srodka
masy R i wektor potozenia wzglednego r. Oznaczmy masy czastek jako m; = m
ime =M. Wtedy

m M

R:R =
CcM m+Mr1+m+Mr2

(72)

oraz
r=rTIijo =11 —TI9g. (73)

Srodek masy porusza sie ruchem jednostajnym z predkoscia Vas = const,
a zatem ruch ten mozemy odseparowaé przechodzac do ukladu $rodka masy.
Otrzymujemy réwnanie ruchu wzglednego

pE = F(r) | (74)

czyli problem jednej czastki o masie zredukowanej p i wektorze potozenia r.

Masa zredukowana
mM

m+M

u:

11



Dla sity centralnej
F(r) = f(r)e, , (75)

gdzie r =|r|ie, =r/r.
Calki ruchu dla ukladu dwoéch czastek w polu centralnym

Dla ruchu w polu centralnym istnieje kilka calek ruchu, wsrod ktérych naj-
wazniejszymi sa:

(1) energia catkowita (liczona w ukladzie srodka masy)

E=T+U (76)
(2) moment pedu (wzgledny)

J=prxv, (77)

gdzie v =1 jest predkoscia wzgledna.

Ad (1)
Zasada zachowania energii wynika z braku pola zewnetrznego.

Ad (2)
Zasada zachowania momentu pedu J wynika z centralnego charakteru sit

Moment sity F

N=rxF=f(r)rxe.=0. (78)
Moment pedu spelnia réwnanie ruchu
dJ
— =N=0 79
- , (79)
z ktorego wynika, ze
J = const . (80)

Staly momentu pedu J = pr x v wyznacza plaszczyzne I1
Ly, (81)

w ktorej leza wektory r i v, a zatem w tej plaszczyznie odbywa sie ruch wzgledny
czastek.

—> Ruch ukladu dwoéch czastek oddzialywujacych za posrednictwem cen-
tralnego pola sit jest ruchem plaskim.

= Do opisu tego ruchu wystarcza dwie wspotrzedne, np. (z,y) lub (r, ¢).

—> Rozwazany uklad posiada dwa stopnie swobody.

Czesto rozwazany jest ruch w polu grawitacyjnym.

12



W tym przypadku sita ma postaé

GmM
F(r) = - e (82)

gdzie G jest uniwersalng stalg grawitacji
m3

G =6.6726 x 1071 — .
. kg s2

Problem ruchu planety w polu grawitacji Storica wygodnie jest rozwiazywac
w tzw. jednostkach astronomicznych.

Astronomiczna jednostka dlugosci

1 AU = 1.496 x 10'"' m
Jest to dtugosé wielkiej potosi orbity Ziemi.
Astronomiczna jednostka czasu
1yr=1rok=3.15x10"s

Rozwiazujemy numerycznie rownanie ruchu

d’r GmM

,u@ o r2

e.=F (83)

we wspolrzednych kartezjanskich z,y. Sila grawitacji F = (F,, F,) posiada
nastepujace sktadowe:

GmMz

F,=— e (84)
GmMy

F,=- 5 (85)

Roéwnania dwuwymiarowego ruchu we wspoélrzednych kartezjanskich przyj-

mujg postaé
d*z

x
d’y Y

Rownania (86) i (87) mozna calkowa¢ numerycznie metodami roznicowymi.
Znalezione rozwiazania, czyli

v(t) = (va (1), vy(1))

powinny spetnia¢ zasade zachowania energii, ktéra ma postaé

2 GmM
ad —L:const:Eo7 (88)

13



gdzie Ey jest energig poczatkowa dwoch czastek w uktadzie srodka masy.
Energia Ey wyznaczona jest przez warunki poczatkowe

r(0) =rop,
oraz
v(0) =vo ,
za pomocy zwiazku
2 GmM
FEy = Ko EmAd . (89)
2 To

Dla orbit zamknietych (elipsa, okrag)
Ey<0 = E<O.
Dla orbit otwartych (parabola, hiperbola)

Ey>0 = E>0.

14.7 Problem spadania na centrum

Rozwazmy ruch planety o masie m w polu grawitacyjnum gwiazdy o masie
M. Zakladamy, ze gwiazda spoczywa, a jej Srodek jest poczatkiem ukladu
wspolrzednych.

Korzystamy z zasad zachowania energii caltkowitej F uktadu gwiazda-planeta
i momentu pedu planety J.

E=T+U = const (90)
gdzie
T mu? 7 U:meM 7
2 T
J = mrv; = const (91)

gdzie v; = v, jest skladows transwersalne (prostopadla do promienia) predkosci
planety (w plaszczyznie x — y).
Predkosé¢ v planety mozna roztozyé na dwie sktadowe:

e radialng v,,

e transwersalng vy.

J = mru; (92)
stad otrzymujemy
J
= 93
- (93)
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mv?  m 9 mu?2 J?

Tziz— 2 = _—
2 g (U tvi) ="+ g

Drugi wyraz w ostatnim wyrazeniu po prawej stronie rownania (94) zalezy od
odlegltosci planeta-gwiazda i pelni role energii potencjalnej. Jest to tzw. ener-
gia odsrodkowa (centryfugalna).

(94)

J2
Uodsr(r) - W (95)
Efektywna energia potencjalna definiujemy jako
J? GmM
Uetf(r) = Upasr(r) + U(r) = omrz (96)
A zatem )
B =25 4 Uy (r) (97)
Z rownania (96) wynika, ze dla J # 0
Ueff(T — 0) — +00 . (98)

Wtasnosé (98) oznacza, ze spadanie planety na centrum (gwiazde) nie
jest mozliwe.

Funkcja Uegs(r) posiada minimum dla r = 7g.

Odlegtosé te wyznaczymy z warunku

Wepr

S =0 (99)

J? GmM
———+

7 =0

mr3 r
Otrzymujemy stad promieri stabilnej orbity planety

J2

= Gl (100)

To

Jezeli J — 0, to 79 — 0, co oznacza mozliwosé spadania na centrum.

14.8 Przyklady zastosowan
(1) uklad Stonce—planeta

(2) gwiazda podwdjna

15



15 Uzupeklienie A: Wyprowadzenie predkoscio-
wej formy algorytmu Verleta

Rozwiniecie w szereg Taylora dla z,,41 ma postaé
1
Tpi1 = Tp + v h + §a"h2 +O(h?), (101)

Do wzoru (101) dodajemy stronami nastepujaca réwnosé:

1 1

0= §In+1 - §$n+1

i otrzymujemy
1 1 1 9 4
Tpal = Tp + i(xnﬂ —Tp_1) — 5¥n-1 + xp — 3%n+1 + anh* + O(h") . (102)

Zgodnie ze wzorami (15) i (16) otrzymujemy

Tp+1 — Tn

5 L — v,h+O(h?) . (103)

Mozna zauwazy¢, ze po ostatnim przeksztatceniu btad roénie o jeden rzad.
Ze wzorow (102) i (103) otrzymujemy

1
Tpi1l = Ty + Vph — i(z"-H — 22, + Tp_ 1) + anh® + O(R?) . (104)
Przyspieszenie a, mozna przyblizy¢ za pomoca wzoru (18) z doktadnoscia

do O(h?) jako
Tp4+1 — 23371 + Tp—1

Uy = = +O(h?) . (105)
Podstawiamy (105) do (104) i otrzymujemy
1
Tpi1 = Tp + vnh + §anh2 +O(Rr?) . (106)

Mozna zauwazy¢, ze wzor (106) jest aproksymacja polozenia w dowolnym ruchu
za pomocy znanego wzoru na polozenie w ruchu jednostajnie zmiennym.
Predkos¢ vy, 1 przyblizamy za pomoca symetrycznego wzoru réznicowego

Uny1 = W +Oh?). (107)

Stosujemy formutle (18) do z,42 1 otrzymujemy
Tpyo = 2Tpi1 — Tp + a1 h® + O(RY) . (108)
Podstawienie (108) do (107) prowadzi do

Tpi1 — Tp + Lap1h?
Uppq = 2 L om?). (109)
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Zgodnie ze wzorem (18)

n - n7+nh2+ln h2
Vpyy = ] ah 201 L O(h?). (110)

Podstawiamy teraz za x,,_1 jego rozwiniecie w szereg Taylora (16) i otrzy-
mujemy

1
Vng1 :vn+§(an+an+1)h+(’)(h2) . (111)

Wzory (106) i (111) tworza algorytm Verleta w zmodyfikowanej (pred-
kosciowej) postaci.

16 Uzupelnienie B: Wyprowadzenie algorytmu Beemana-
Schofielda

(1) Wyznaczanie polozenia

Obliczamy przyspieszenie w chwilach ¢,, oraz t,+; stosujac tréojpunktowe
przyblizenie drugiej pochodnej:

Lp—1 — 2xn + Tn41

2
an = = +O(h?), (112)
9 — 2%, _
4oy = PRI o2, (113)
n - 2 n n
g = 21 T2 o) (114)

Predkosé¢ obliczamy stosujac aproksymacje pieciopunktowa

Tp—2 — 8xn—l + 8xn+1 — Tn42

Uy = o +O(h*). (115)
Ze wzoru (115) wynika, ze
Tp_o = 12hv, + 8Tp_1 — 8Tpp1 + Tpyo + O(AY) . (116)
Natomiast wzor (114) prowadzi do
Tpyo = h2ani1 — Tn + 220401 + O(RY) (117)
a ze wzoru (113) otrzymujemy
Tp_o=h%a,_1+ 20,1 —x, + O(h?). (118)
Podstawiamy teraz (117) do (116) i otrzymujemy
Tp_o = 12hv, + 8T _1 — 6211 — Tp + h2an,1 + O(hY) . (119)
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Z przyréwnania prawych stron wzoréw (118) i (119) otrzymujemy
h? 4
Tpn—1 = Tp+1 — 2h’Un + F(anil — an+1) + O(h ) . (120)

Z kolei wzor (112) prowadzi do
Tp_1 = h%an + 22, — xpqq + O(RY) . (121)

Z poréwnania (120) i (121) wynika, ze

h2
Tpt1l = Tp + hop, + E(Gan +apt1 — apo1) + O(h4) . (122)

Stosujac interpolacje liniowa dla przyspieszenia, czyli

Ap—1 + an+1

otrzymujemy
An+41 = 2an —Qp—1+ O(h2) . (124)
Podstawienie (124) do (122) prowadzi do formuly rekurencyjnej na polozenie
h? 4
Tpi1 = Ty + hv, + E(Zlan - anfl) + O(h ) . (125)

(2) Wyznaczania predkosci

Rozwiazujemy numerycznie rownanie
dv
= 126
priake (126)
postugujac sie metodg Adamsa-Bashfortha. Obliczamy predkosé w jednym

kroku czasowym jako
tnth

Upt1 = Up + / dt a(t) . (127)
t"L
Stosujemy interpolacje liniowa funkeji a(t)

—Qp-1

a(t) = an + 2 Lt~ ) + Ol(t — )] (128)

przy czym t € [tn, t, + h].
Obliczamy catke we wzorze (127)
tnth

)2
dta(t) = aph+ = t)”

5 +O(h?)

— ah+ g(an 1)+ O

= B0 au) + O (129)
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Podstawiamy (129) do (127)
h 3
Uptl = Up + 5(3an —ap—1)+0O(R%). (130)
We wzorze (130) przeksztalcamy drugi wyraz za pomoca (128)

20, — A1 = a1 + O(h?) (131)

otrzymujac

h h

5(3(@ —Qp_1) = 6(511” —@y_1 +2a,41) + O(R?) . (132)
Ze wzorow (130) i (132) otrzymujemy konicows formule rekurencyjng na

predkosé

h
Upt1 = Up + 6(5an — Qp—1 + 2an+1) + O(hg) . (133)
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