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1 Wstep

Zbadamy wtlasnosci mini-uktadu planetarnego, czyli uktadu zlozonego z dwoch
planet poruszajacych sie¢ w polu nieruchomej gwiazdy.

Jest to przykltad klasycznego ukltadu o kilku stopniach swobody. Innym
przyktadem klasycznego uktadu o kilku stopniach swobody jest uktad zlozony
7z dwéch gwiazd (gwiazdy podwdjnej) i jednej planety.

Przyjmujemy, ze mamy do czynienia z ukladem o kilku stopniach swo-
body, jezeli liczba f stopni swobody uktadu 3 < f < 10.

Jezeli f > 10, to mamy do czynienia z ukladem o duzej liczbie stopni
swobody. Metody obliczeniowe opracowane dla uktadéw o kilku stopniach
swobody moga by¢ uogolnione na uklady o duzej liczbie stopni swobody.

2 Mini-uklad planetarny

Rozpatrujemy klasyczny uktad 3 cial zlozony z gwiazdy i dwoch planet. Za-
ktadamy, ze gwiazda o masie M spoczywa w poczatku ukltadu wspoétrzednych,
a zatem uklad ten posiada f = 6 stopni swobody. Zaktadamy ponadto, ze
planety i gwiazda oddzialywuja z sobg sitami grawitacyjnymi, podlegajacymi
prawu grawitacji Newtona.

Rys. 12.1. Mini-uktad planetarny.

Mini-uktad planetarny opisany jest za pomoca réwnan ruchu

mia; = F1 +Fq2, (1)
moag = Fo + Fap | (2)

gdzie sila przyciagania j-tej planety przez gwiazde dana jest wzorem

m; .
Fj = —GMT;I'J‘ (] = 1,2) ) (3)
J



a sila przyciagania wzajemnego planet

mim
Fi3 = -G 13 2rs . (4)
12

Zgodnie z III zasada dynamiki Newtona
For =—-Fio. (5)

Przed rozpoczeciem rozwiazywania rownan ruchu przeprowadzimy dyskusje
problemu.

(1) Nie istnieja analityczne rozwigzania rownan ruchu (1) i (2). Wynika stad
konieczno$¢ ich rozwiazywania numerycznego.

(2) Sily grawitacyjne sa zachowawcze, a wiec catkowita energia ukladu jest
zachowana, czyli
FEi,t = const .

(3) Sily wewnetrzne dzialajace w uktadzie sa centralne, a wiec catkowity mo-
ment pedu jest zachowany, czyli

Jiot = const .

(4) Nie sa natomiast zachowane momenty pedu poszczegélnych planet 1 i 2.
Wynika stad, ze mozliwe jest spadanie planet na gwiazde. Ponadto moz-
liwe sg zderzenia planet ze soba.

(5) Mini-uklad planetarny jest zwiazany, tzn. zadna z planet nie ucieka do
nieskonczonosci, jezeli
Eirt <0.

Ze wzgledu na spelnienie zasady zachowania energii, warunek wiazania uktadu
planetarnego, czyli
EY . = Eiot = const <0 (6)

okreslony jest przez warunki poczatkowe, ktore majg postac
roj =r;(0), vo; =v;(0). (7)

W celu uproszczenia zapisu réwnan oraz prezentacji graficznej rozwiazan
podam opis mini-uktadu planetarnego w dwoch wymiarach, czyli dla f = 4.
Rownania ruchu (1) i (2) moga by¢ calkowane numerycznie za pomoca do-
wolnej z poznanych wczesniej metod calkowania réwnan ruchu. Zastosujemy
tutaj najprostsza metode Eulera. Rozpisujemy rownania (1) i (2) na plaszczyz-
nie r —y
GM ij/ -/

Azj = ——3— Tj — (z1 — x2)(—1) (8)
x] g,
GM Gm'/ ./
yj === 3 yj—?;(yl—w)(—ly ; 9)
J



przy czym dla j = 1,2 wskaznik j’ przyjmuje odpowiednio wartosci 5/ = 2, 1.
Ponadto w rownaniach (8) i (9)

ri=2/a2+y?, ra = V(w1 —22)? + (11— 92)? -

Przedstawie teraz algorytm rozwiazywania uktadu rownan (8) i (9) metoda
Eulera na siatce czasowej zdefiniowanej w przedziale [tg, timaz] jako tp41 = tn+h,
gdzie h jest krokiem czasowym, n = 0,1,..., a t;,q, jest maksymalng dtugoscia
rozwazanego przedziatu czasu.

(0) Zadajemy warunki poczatkowe dla to =0

zj = 2;(0), yj =y;(0), (10)
”23‘ = v55(0) , Ugj = vy;(0) . (11)
(1) Podstawiamy
Tj = l‘? y  Yj = Z/;J )
Vgj = Ugj s Vyj = Ugj .

(2) Obliczamy przyspieszenia wg wzoréw (8) i (9).

(3) Obliczamy potozenia i predkosci dla t,,+1 = t,, + h stosujac metode Eulera,
czyli wykonujemy rachunki

Ij(tn+1) =Tj (tn) + hvxj(tn) s (12)
Yi(tn+1) = y;(tn) + hvy;(tn) , (13)
Vgj (tn+1) = Ugy (tn) + har] (tn) s (14)
Vy;(tnt1) = vy;(tn) + hay; (tn) (15)

(4) Powtarzamy rachunki dla kolejnych ¢, zaczynajac od punktu (2).

Powyzszy schemat obliczeniowy daje nam mozliwo$¢ numerycznego wyzna-
czania trajektorii obu planet, ponadto mozemy “do$wiadczalnie” badaé¢, czy
uktad jest zwigzany, kiedy nastepuje zderzenie planet z soba, a kiedy planeta
spada na centrum.

Mini-uktad planetarny moze wykazywaé trzy rodzaje niestabilno$ci:

(1) ucieczka planety do nieskoriczonosci, czyli brak wiazania,
(2) zderzenie planet z soba,

(3) spadanie na centrum (zderzenie planety z gwiazda), ktére wynika z nieza-
chowania kretu pojedynczej planety.



Rozwazany powyzej mini-uklad planetarny mozna tez zastosowaé¢ do opisu
ukladu planetarnego z kilkoma planetami, jezeli ruch danej planety zaburza —
w sposéb istotny — jedynie najblizsza planeta.

W ten sposob dokonane zostalo odkrycie planety Neptun. Odpowiednie
obliczenia wykonali na poczatku XIX wieku John Couch i Urbain Leverrier.
Obliczyli oni zaburzenia trajektorii zaobserwowanego wczesniej Urana.

Wiyniki tych obliczen postuzyty astronomowi niemieckiemu Johannowi Galle
do skierowania teleskopu w "odpowiednie” miejsce na niebie, co umozliwito mu
wykonanie pierwszej obserwacji Neptuna (Berlin, 1846).



