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1 Wst¦p

Zbadamy wªasno±ci mini-ukªadu planetarnego, czyli ukªadu zªo»onego z dwóch
planet poruszaj¡cych si¦ w polu nieruchomej gwiazdy.

Jest to przykªad klasycznego ukªadu o kilku stopniach swobody. Innym
przykªadem klasycznego ukªadu o kilku stopniach swobody jest ukªad zªo»ony
z dwóch gwiazd (gwiazdy podwójnej) i jednej planety.

Przyjmujemy, »e mamy do czynienia z ukªadem o kilku stopniach swo-
body, je»eli liczba f stopni swobody ukªadu 3 ≤ f < 10.

Je»eli f ≥ 10, to mamy do czynienia z ukªadem o du»ej liczbie stopni
swobody. Metody obliczeniowe opracowane dla ukªadów o kilku stopniach
swobody mog¡ by¢ uogólnione na ukªady o du»ej liczbie stopni swobody.

2 Mini-ukªad planetarny

Rozpatrujemy klasyczny ukªad 3 ciaª zªo»ony z gwiazdy i dwóch planet. Za-
kªadamy, »e gwiazda o masie M spoczywa w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych,
a zatem ukªad ten posiada f = 6 stopni swobody. Zakªadamy ponadto, »e
planety i gwiazda oddziaªywuj¡ z sob¡ siªami grawitacyjnymi, podlegaj¡cymi
prawu grawitacji Newtona.

Rys. 12.1. Mini-ukªad planetarny.

Mini-ukªad planetarny opisany jest za pomoc¡ równa« ruchu

m1a1 = F1 + F12 , (1)

m2a2 = F2 + F21 , (2)

gdzie siªa przyci¡gania j-tej planety przez gwiazd¦ dana jest wzorem

Fj = −GM
mj

r3
j

rj (j = 1, 2) , (3)



a siªa przyci¡gania wzajemnego planet

F12 = −G
m1m2

r3
12

r12 . (4)

Zgodnie z III zasad¡ dynamiki Newtona

F21 = −F12 . (5)

Przed rozpocz¦ciem rozwi¡zywania równa« ruchu przeprowadzimy dyskusj¦
problemu.

(1) Nie istniej¡ analityczne rozwi¡zania równa« ruchu (1) i (2). Wynika st¡d
konieczno±¢ ich rozwi¡zywania numerycznego.

(2) Siªy grawitacyjne s¡ zachowawcze, a wi¦c caªkowita energia ukªadu jest
zachowana, czyli

Etot = const .

(3) Siªy wewn¦trzne dziaªaj¡ce w ukªadzie s¡ centralne, a wi¦c caªkowity mo-
ment p¦du jest zachowany, czyli

Jtot = const .

(4) Nie s¡ natomiast zachowane momenty p¦du poszczególnych planet 1 i 2.
Wynika st¡d, »e mo»liwe jest spadanie planet na gwiazd¦. Ponadto mo»-
liwe s¡ zderzenia planet ze sob¡.

(5) Mini-ukªad planetarny jest zwi¡zany, tzn. »adna z planet nie ucieka do
niesko«czono±ci, je»eli

Etot < 0 .

Ze wzgl¦du na speªnienie zasady zachowania energii, warunek wi¡zania ukªadu
planetarnego, czyli

E0
tot = Etot = const < 0 (6)

okre±lony jest przez warunki pocz¡tkowe, które maj¡ posta¢

r0j = rj(0) , v0j = vj(0) . (7)

W celu uproszczenia zapisu równa« oraz prezentacji gra�cznej rozwi¡za«
podam opis mini-ukªadu planetarnego w dwóch wymiarach, czyli dla f = 4.

Równania ruchu (1) i (2) mog¡ by¢ caªkowane numerycznie za pomoc¡ do-
wolnej z poznanych wcze±niej metod caªkowania równa« ruchu. Zastosujemy
tutaj najprostsz¡ metod¦ Eulera. Rozpisujemy równania (1) i (2) na pªaszczy¹-
nie x− y

axj = −GM

r3
j

xj −
Gmj′

r3
12

(x1 − x2)(−1)j′
(8)

ayj = −GM

r3
j

yj −
Gmj′

r3
12

(y1 − y2)(−1)j′
, (9)
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przy czym dla j = 1, 2 wska¹nik j′ przyjmuje odpowiednio warto±ci j′ = 2, 1.
Ponadto w równaniach (8) i (9)

rj =
√

x2
j + y2

j , r12 =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 .

Przedstawi¦ teraz algorytm rozwi¡zywania ukªadu równa« (8) i (9) metod¡
Eulera na siatce czasowej zde�niowanej w przedziale [t0, tmax] jako tn+1 = tn+h,
gdzie h jest krokiem czasowym, n = 0, 1, . . ., a tmax jest maksymaln¡ dªugo±ci¡
rozwa»anego przedziaªu czasu.

(0) Zadajemy warunki pocz¡tkowe dla t0 = 0

x0
j = xj(0) , y0

j = yj(0) , (10)

v0
xj = vxj(0) , v0

yj = vyj(0) . (11)

(1) Podstawiamy
xj = x0

j , yj = y0
j ,

vxj = v0
xj , vyj = v0

yj .

(2) Obliczamy przyspieszenia wg wzorów (8) i (9).

(3) Obliczamy poªo»enia i pr¦dko±ci dla tn+1 = tn + h stosuj¡c metod¦ Eulera,
czyli wykonujemy rachunki

xj(tn+1) = xj(tn) + hvxj(tn) , (12)

yj(tn+1) = yj(tn) + hvyj(tn) , (13)

vxj(tn+1) = vxj(tn) + haxj(tn) , (14)

vyj(tn+1) = vyj(tn) + hayj(tn) . (15)

(4) Powtarzamy rachunki dla kolejnych tn zaczynaj¡c od punktu (2).

Powy»szy schemat obliczeniowy daje nam mo»liwo±¢ numerycznego wyzna-
czania trajektorii obu planet, ponadto mo»emy �do±wiadczalnie� bada¢, czy
ukªad jest zwi¡zany, kiedy nast¦puje zderzenie planet z sob¡, a kiedy planeta
spada na centrum.

Mini-ukªad planetarny mo»e wykazywa¢ trzy rodzaje niestabilno±ci:

(1) ucieczka planety do niesko«czono±ci, czyli brak wi¡zania,

(2) zderzenie planet z sob¡,

(3) spadanie na centrum (zderzenie planety z gwiazd¡), które wynika z nieza-
chowania kr¦tu pojedynczej planety.
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Rozwa»any powy»ej mini-ukªad planetarny mo»na te» zastosowa¢ do opisu
ukªadu planetarnego z kilkoma planetami, je»eli ruch danej planety zaburza �
w sposób istotny � jedynie najbli»sza planeta.

W ten sposób dokonane zostaªo odkrycie planety Neptun. Odpowiednie
obliczenia wykonali na pocz¡tku XIX wieku John Couch i Urbain Leverrier.
Obliczyli oni zaburzenia trajektorii zaobserwowanego wcze±niej Urana.

Wyniki tych oblicze« posªu»yªy astronomowi niemieckiemu Johannowi Galle
do skierowania teleskopu w �odpowiednie� miejsce na niebie, co umo»liwiªo mu
wykonanie pierwszej obserwacji Neptuna (Berlin, 1846).
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