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1 Wst¦p

Metoda Numerova podaje bardzo dokªadny algorytm rozwi¡zywania równania
Poissona i niezale»nego od czasu równania Schr®dingera. Algorytm ten opiera
si¦ na aproksymacji drugiej pochodnej wy»szego rz¦du ni» w przypadku rozwi¡-
zywania równa« ruchu w mechanice klasycznej.

2 Równanie Poissona

Równanie Poissona sªu»y do wyznaczenia potencjaªu Φ(r) pola elektrostatycz-
nego wytworzonego przez ªadunki elektryczne o zadanej g¦sto±ci ªadunku %(r).

Ogólna posta¢ równania Poissona

∇2Φ(r) = −%(r)
ε0

, (1)

gdzie ε0 jest przenikalno±ci¡ elektryczn¡ pró»ni.
Równanie Poissona we wspóªrz¦dnych sferycznych (r, θ, φ)

1
r

∂2

∂r2
(rΦ) +

1
r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Φ
∂θ

)
+

1
r2 sin2 θ

∂2Φ
∂φ2

= −%(r, θ, φ)
ε0

, (2)

przy czym Φ = Φ(r, θ, φ).
Rozwa»amy rozkªad ªadunku o symetrii sferycznej

%(r) = %(r) , (3)

gdzie r = |r|.
Stosujemy metod¦ separacji zmiennych do przeksztaªcenia równania (2).

Zgodnie z t¡ metod¡ potencjaª elektrostatyczny ma posta¢ iloczynu

Φ(r, θ, φ) =
ϕ(r)
r

Y (θ, φ) , (4)

gdzie ϕ(r) jest funkcj¡ pomocnicz¡, a Y (θ, φ) jest funkcj¡ kulist¡.
K¡towa cz¦±¢ operatora Laplace'a Ω(θ, φ) dziaªa na funkcj¦ kulist¡ nast¦pu-

j¡co:
Ω(θ, φ) Y (θ, φ) = l(l + 1)Y (θ, φ) , (5)

gdzie l = 0, 1, . . ..
W elektrostatyce liczba l oznacza rz¡d tensora momentu multipolowego

w rozwini¦ciu multipolowym potencjaªu.
Warto±ci l = 0 odpowiada monopol (skalar), l = 1 odpowiada dipol (wektor),

l = 2 odpowiada kwadrupol (tensor rz¦du drugiego), itd.
Zgodnie z (4) i (5) równanie Poissona (2) redukuje si¦ do równania ró»nicz-

kowego zwyczajnego drugiego stopnia

d2ϕ

dr2
+
l(l + 1)
r2

ϕ = −r%
ε0

. (6)



Najpierw rozwa»ymy sferycznie symetryczne rozwi¡zania równania Poissona,
czyli rozwi¡zania dla l = 0 (fale kuliste z l = 0). Podstawiaj¡c l = 0 do równania
(6) otrzymujemy sferycznie symetryczne równanie Poissona o postaci

d2ϕ

dr2
= −r%

ε0
. (7)

Rozwi¡zuj¡c to równanie otrzymujemy funkcj¦ pomocnicz¡ ϕ(r), a z niej poten-
cjaª elektrostatyczny

Φ(r) =
ϕ(r)
r

. (8)

3 Równanie Schr®dingera

Niezale»ne od czasu równanie Schr®dingera dla cz¡stki o masie m0 w polu cen-
tralnym o energii potencjalnej U(r) ma posta¢

− ~2

2m0
∇2Ψ + U(r)Ψ = EΨ . (9)

Podobnie jak równanie Poissona (2) równanie Schr®dingera (9) mo»na równie»
rozwi¡za¢ metod¡ separacji zmiennych we wspóªrz¦dnych sferycznych

Ψ(r, θ, φ) =
ψ(r)
r

Ylm(θ, φ) , (10)

przy czym ψ(r) jest funkcj¡ pomocnicz¡.
Podstawiamy (10) do (9) i otrzymujemy radialne równanie Schr®dingera

d2ψ

dr2
+

2m0

~2

[
E − l(l + 1)

2m0r2
− U(r)

]
ψ = 0 (11)

Rozwi¡zanie równania (11) dla funkcji pomocniczej ψ(r) pozwala nam na wy-
znaczenie radialnej funkcji falowej wedªug wzoru

R(r) =
ψ(r)
r

. (12)

4 Ogólna posta¢ równa« Poissona i Schr®dingera

Równanie Poissona o postaci (6) i równanie Schr®dingera o postaci (11) mo»na
zapisa¢ w jednolity sposób za pomoc¡ jednego ogólnego równania. Oba równania
na funkcje pomocnicze ϕ(r) (6) i ψ(r) (11) któr¡ mo»na przedstawi¢ w tej samej
postaci ogólnej

d2y

dx2
+ g(x)y = S(x) , (13)

gdzie y = y(x) jest szukan¡ funkcj¡ zmiennej niezale»nej x.
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W przypadku równania Poissona

g(x) =
l(l + 1)
x2

, (14)

przy czym dla l = 0 funkcja g(x) = 0, natomiast S(x) jest funkcj¡ ¹ródªa
dan¡ wzorem

S(x) = −x%(x)
ε0

. (15)

W przypadku równania Schr®dingera

g(x) =
2m0

~2

[
E − l(l + 1)

2m0x2
− U(x)

]
, (16)

natomiast
S(x) = 0 . (17)

Rozwa»my lokalne wªasno±ci rozwi¡za« równania jednorodnego, tzn. rów-
nania (13) z S = 0, czyli równania

d2y

dx2
+ g(x)y = 0 . (18)

Rozwi¡zania lokalne równania (18) posiadaj¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci:

(1) Je»eli g(x) > 0, czyli g(x) = k2(x), gdzie k(x) jest funkcj¡ rzeczywist¡, to

y(x) ∼ e±ik(x)x . (19)

Rozwi¡zania (19) s¡ funkcjami oscyluj¡cymi z lokaln¡ k¡tow¡ liczb¡
falow¡ k(x).

(2) Je»eli g(x) < 0, czyli g(x) = −κ2(x), gdzie κ(x) jest funkcj¡ rzeczywist¡,
to

y(x) ∼ e±κ(x)x . (20)

Rozwi¡zania (20) s¡ funkcjami rosn¡cymi lub malej¡cymi wykªadniczo z
lokalnym tªumieniem κ(x).

Ogólne wªasno±ci równa« Poissona i Schr®dingera

Równanie Poissona jest typowym równaniem dla problemu z zadanymi
warunkami brzegowymi.

Np. w przypadku jednej zmiennej [równanie (6)] jednoznaczne rozwi¡zania
otrzymamy, je»eli zadamy warto±¢ funkcji ϕ(r) w dwóch punktach lub warto±ci
funkcji ϕ(r) i jej pierwszej pochodnej ϕ′(r) w jednym punkcie.

Równanie Schr®dingera jest typowym równaniem na warto±ci wªasne
E.

Ponadto jego rozwi¡zanie wymaga zadania warunków brzegowych dla funkcji
falowej.
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5 Algorytm Numerova

Wprowadzamy sie¢ w¦zªów xn = nh, gdzie n = 1, 2, . . ., i rozwijamy funkcj¦
y(x) w szereg Taylora funkcji wokóª w¦zªa xn. Otrzymujemy

yn±1 = yn ± hy′n +
h2

2
y′′ ± h3

6
y′′′n +

h4

24
y(iv) ± h5

120
y(v) +O(h6) , (21)

przy czym yn±1 = y(xn ± h). W rozwini¦ciu (21) wszystkie pochodne funkcji
y(x) liczone s¡ dla x = xn.

Dodaj¡c stronami oba rozwini¦cia (21) dla y±1 otrzymujemy trójpunktowy
wzór ró»nicowy na drug¡ pochodn¡

y′′n =
yn+1 − 2yn + yn−1

h2
− h2

12
y(iv)
n +O(h4) . (22)

We wzorze (22) zapisali±my w jawny sposób poprawk¦ rz¦duO(h2). Poprawk¦ t¦
mo»na wyznaczy¢ z równania ró»niczkowego (13), które przepisujemy w postaci

d2y

dx2
= S(x)− g(x)y . (23)

Na podstawie równania (23) otrzymujemy oszacowanie czwartej pochodnej

y(iv)
n =

d2

dx2
(S − gy)

x = xn
. (24)

Czwarta pochodna (24) obliczona z dokªadno±ci¡ do O(h2) wyra»ona jest
wzorem

y(iv)
n =

Sn+1 − 2Sn + Sn−1

h2
− (gy)n+1 − 2(gy)n + (gy)n−1

h2

+ O(h2) , (25)

gdzie (gy)n = g(xn)y(xn). Podstawiamy (22) i (25) do równania (13) rozwa»a-
nego dla x = xn

y′′n + gnyn − Sn = 0 . (26)

W równaniu (26) przybli»amy drug¡ pochodn¡ y′′n z dokªadno±ci¡ do O(h4)
zgodnie z (22).

Po pomno»eniu równania (22) stronami przez h2 i przeksztaªceniu otrzymu-
jemy (

1 +
h2

12
gn+1

)
yn+1

−2
(

1− 5h2

12
gn

)
yn +

(
1 +

h2

12
gn−1

)
yn−1

=
h2

12
(Sn+1 + 10Sn + Sn−1) +O(h6) . (27)
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Równanie (27) jest podstawowym równaniem algorytmu Numerova.
Równanie (27) jest liniowym równaniem algebraicznym na nieznan¡ warto±¢

yn+1 (lub yn−1). Równanie (27) dostarcza wzoru rekurencyjnego na yn+1 (lub
yn−1). Mo»e sªu»y¢ do caªkowania równania ró»niczkowego do przodu, czyli
w kierunku rosn¡cego x, co oznacza nast¦puj¡cy schemat rekurencyjny

(yn−1, yn) −→ yn+1 −→ yn+2 −→ . . . ,

lub do tyªu, czyli w kierunku malej¡cego x, tzn.

(yn+1, yn) −→ yn−1 −→ yn−2 −→ . . . .

Zgodnie z (27) bª¡d lokalny caªkowania metod¡ Numerova wynosi O(h6).
Dla porównania bª¡d lokalny metody Rungego-Kutty 2. rz¦du wynosiO(h3),

a metody Rungego-Kutty czwartego rz¦du wynosi O(h5).

Wynika st¡d du»a dokªadno±¢ metody Numerova.
Formuªa rekurencyjna (27) jest trójczªonowa, a wi¦c do jej wystartowania �

przy caªkowaniu do przodu � wymagana jest znajomo±¢ yn−1 oraz yn. Warto±ci
te znajdujemy z zadanych warunków brzegowych w nast¦puj¡cy sposób.

Powiedzmy, »e caªkujemy równanie ró»niczkowe do przodu w przedziale
[a, b]. Wtedy zadane warunki brzegowe w punkcie a maj¡ posta¢

y(a) = ya , (28)

y′(a) = y′a . (29)

W pierwszym kroku zamiast yn−1 podstawiamy ya, natomiast yn wyliczamy z
rozwini¦cia w szereg Taylora z dokªadno±ci¡ O(h) jako

yn = ya + hy′a . (30)

6 Zastosowanie algorytmu Numerova do caªko-

wania równania Poissona

Rozwa»my równanie (7) na funkcje pomocnicz¡ ϕ(r). Pami¦tamy, »e potencjaª
elektrostatyczny obliczamy ze wzoru (8). Je»eli %(0) = %0 jest sko«czone, to
warunek brzegowy dla ϕ(r) = rΦ(r) przyjmuje posta¢

ϕ(0) = 0 . (31)

Drugim warunkiem brzegowym jest zadana warto±¢ pierwszej pochodnej

ϕ′0 =
dϕ

dr r = 0
, (32)
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gdzie ϕ′0 jest zadane.
Nasze zadanie polega na caªkowaniu równania (7) w przedziale [0, ∞). W

praktyce musimy przyj¡¢ przedziaª sko«czony [0, B], gdzie B jest odpowied-
nio du»e, lecz sko«czone (B < ∞). Do wystartowania algorytmu Numerova
u»ywamy warto±ci

ϕ0 = ϕ(0) = 0 (33)

oraz
ϕ1 = ϕ0 + hϕ′0 = hϕ′0 . (34)

Stosujemy algorytm Numerowa (27) w wersji caªkowania do przodu (w tym
przypadku caªkujemy na zewn¡trz od centrum w r = 0) pami¦taj¡c, »e g = 0
oraz S = −r%(r)/ε0.

Podstawowa formuªa algorytmu (27) przyjmuje w tym przypadku posta¢

ϕn+1 = 2ϕn − ϕn−1 +
h2

12
(Sn+1 + 10Sn + Sn−1) +O(h6) . (35)

Rozwi¡zania nie�zyczne

Pomimo du»ej dokªadno±ci algorytmu Numerova praktyczne zastosowanie
wzoru (35) do caªkowania równania Poissona w przedziale [0, B] mo»e prowadzi¢
do pewnego bª¦du o charakterze systematycznym, który wyst¦puje dla du»ych
warto±ci r.

W celu znalezienia ¹ródªa tego bª¦du rozwa»my rozwi¡zania równania Po-
issona (7) w obszarze asymptotycznym, tzn. dla du»ych r. W tym obszarze
%(r) −→ 0 i równanie (7) przechodzi w równanie jednorodne

d2ϕ

dr2
= 0 . (36)

Równanie (36) posiada dwa liniowo niezale»ne rozwi¡zania

ϕ1(r) = C1r (37)

oraz
ϕ2(r) = C2 , (38)

gdzie C1 i C2 s¡ staªymi.
Rozwi¡zanie ogólne równania (36) jest kombinacj¡ liniow¡ rozwi¡za« (37) i

(38), czyli
ϕ(r) = C1r + C2 . (39)

Wzór (39) podaje równocze±nie rozwi¡zanie równania niejednorodnego (7), które
jest sªuszne w obszarze asymptotycznym, czyli dla r −→∞.

Zastanówmy si¦ teraz nad sensem �zycznym rozwi¡za« (37) i (38). W tym
celu rozwa»amy otrzymane z nich potencjaªy elektrostatyczne

Φ1(r) = C1 = const (40)
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oraz

Φ2(r) =
C2

r
. (41)

Sens �zyczny posiada wyª¡cznie potencjaª Φ2(r), poniewa» dla r −→∞ dowolny
ograniczony przestrzennie rozkªad ªadunku %(r) mo»na traktowa¢ jako ªadunek
punktowy wytwarzaj¡cy potencjaª kulombowski o postaci (41). A zatem dla
r −→∞ poprawne �zycznie rozwi¡zanie musi mie¢ posta¢ asymptotyczn¡

Φ(r) ∼ 1
r
. (42)

Zastosowanie algorytmu Numerova (z caªkowaniem na zewn¡trz) generuje
poprawne matematycznie (dokªadne) rozwi¡zanie problemu, które w ob-
szarze du»ych r ma posta¢

ϕ(r) = C1r + C2 .

Jednak»e pierwszy wyraz w tym rozwi¡zaniu nie posiada sensu �zycznego,
poniewa» prowadzi do nie�zycznego potencjaªu

Φ1 = const 6= 0 .

7 Poprawa dziaªania algorytmu Numerova

Istniej¡ dwie metody usuni¦cia nie�zycznych rozwi¡za« otrzymanych za pomoc¡
algorytmu Numerova.

7.1 (1) Odj¦cie nie�zycznego rozwi¡zania

W obszarze r ≥ rc, gdzie rc jest odpowiednio du»e, poprawne �zycznie roz-
wi¡zanie otrzymujemy odejmuj¡c od rozwi¡zania numerycznego ϕnum(r) cz¦±¢
nie�zyczn¡, która w tym obszarze asymptotycznym jest znana. Jest to funkcja
liniowa C1r. Otrzymujemy prosty sposób poprawy dziaªania algorytmu Nume-
rova

ϕ(r) = ϕnum(r)− C1r , (43)

gdzie C1 jest tangensem k¡ta nachylenia wykresu funkcji ϕnum(r), który wy-
znaczamy z dokªadnego rozwi¡zania numerycznego.

7.2 (2) Caªkowanie do ±rodka

Algorytm Numerova mo»e by¢ wystartowany w odpowiednio du»ej odlegªo±ci
r = B od centrum. Wtedy caªkowanie b¦dzie przebiega¢ do wn¦trza (do
±rodka) rozkªadu ªadunku. Przy tym sposobie caªkowania ulegaj¡ zmianie
warunki brzegowe.
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Dla odpowiednio du»ego r dowolny rozkªad ªadunku zawarty w sko«czonej
obj¦to±ci wytwarza potencjaª kulombowski

Φ(r) =
Q

4πε0r
, (44)

gdzie Q jest caªkowitym ªadunkiem, który obliczamy caªkuj¡c analitycznie lub
numerycznie znan¡ g¦sto±¢ ªadunku

Q =
∫
d3r%(r) . (45)

Z postaci analitycznej potencjaªu (44) obliczamy asymptotyczn¡ posta¢ funk-
cji pomocniczej, czyli

ϕ(r) = Q/4πε0 . (46)

A zatem warunek brzegowy dla odpowiednio du»ego B ma posta¢

ϕ(B) = ϕ(B + h) =
Q

4πε0
. (47)

Znamy wi¦c ϕn+1 oraz ϕn i mo»emy zastosowa¢ algorytm Numerova do
wyznaczenia ϕn−1, ϕn−2, . . . . W ten sposób caªkujemy równanie Poissona w
kierunku malej¡cego r, czyli do wn¦trza (do ±rodka) obszaru caªkowania.

Nale»y zauwa»y¢, »e optymalne zastosowanie algorytmu powinno obejmowa¢
zarówno caªkowanie na zewn¡trz jak i do wewn¡trz. Rozwi¡zania otrzymane za
pomoc¡ obu sposobów caªkowania nale»y �sklei¢� z sob¡ w pewnym punkcie
po±rednim rs, przy czym 0 < rs < B.
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