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1 Wstep

Metoda Numerova podaje bardzo dokladny algorytm rozwigzywania réwnania
Poissona i niezaleznego od czasu rownania Schrédingera. Algorytm ten opiera
sie na aproksymacji drugiej pochodnej wyzszego rzedu niz w przypadku rozwia-
zywania rownan ruchu w mechanice klasycznej.

2 Ro6wnanie Poissona

Rownanie Poissona stuzy do wyznaczenia potencjalu ®(r) pola elektrostatycz-
nego wytworzonego przez tadunki elektryczne o zadanej gestosci tadunku o(r).
Ogolna posta¢ réwnania Poissona

V20(r) = —@ , (1)
€0
gdzie ¢ jest przenikalnoscia elektryczna proézni.
Rownanie Poissona we wspotrzednych sferycznych (r, 6, ¢)
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przy czym ® = &(r, 6, ¢).

Rozwazamy rozklad tadunku o symetrii sferycznej

o(r) = o(r) , 3)

gdzie r = |r|.
Stosujemy metode separacji zmiennych do przeksztalcenia rownania (2).
Zgodnie z ta metoda potencjal elektrostatyczny ma postaé iloczynu

2(r.0,0) = *y (.0), @

gdzie o(r) jest funkcja pomocnicza, a Y (6, ¢) jest funkcja kulista.
Katowa cze$¢ operatora Laplace’a (0, ¢) dziala na funkcje kulista nastepu-
jaco:
Q0,9) Y(0,0) =11+ 1)Y(0,0) (5)
gdzie [ =0,1,....
W elektrostatyce liczba [ oznacza rzad tensora momentu multipolowego
w rozwinieciu multipolowym potencjatu.
Wartosci I = 0 odpowiada monopol (skalar), ! = 1 odpowiada dipol (wektor),
I = 2 odpowiada kwadrupol (tensor rzedu drugiego), itd.
Zgodnie z (4) i (5) rownanie Poissona (2) redukuje si¢ do réwnania réznicz-
kowego zwyczajnego drugiego stopnia
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Najpierw rozwazymy sferycznie symetryczne rozwigzania rownania Poissona,
czyli rozwigzania dla [ = 0 (fale kuliste z I = 0). Podstawiajac | = 0 do réwnania
(6) otrzymujemy sferycznie symetryczne réwnanie Poissona o postaci

P ro
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Rozwiazujac to rownanie otrzymujemy funkcje pomocnicza ¢(r), a z niej poten-
cjal elektrostatyczny

o(r) = £ (8)

3 Roéwnanie Schrédingera

Niezalezne od czasu rownanie Schrédingera dla czastki o masie mg w polu cen-
tralnym o energii potencjalnej U(r) ma postaé

h? 9

Podobnie jak réwnanie Poissona (2) réwnanie Schrédingera (9) mozna réwniez
rozwigzaé metoda separacji zmiennych we wspotrzednych sferycznych

P(r)

r

(r,0,¢0) = Yim (0, ) (10)
przy czym 9(r) jest funkcja pomocnicza.
Podstawiamy (10) do (9) i otrzymujemy radialne réwnanie Schrédingera

2

dr? h? 2mor?

—U@)| =0 (11)

Rozwiazanie réwnania (11) dla funkcji pomocniczej ¥ (r) pozwala nam na wy-
znaczenie radialnej funkcji falowej wedlug wzoru

R(r) = 20 (12)

4 Ogoblna postaé¢ rownan Poissona i Schrédingera

Rownanie Poissona o postaci (6) i rownanie Schrédingera o postaci (11) mozna
zapisa¢ w jednolity sposob za pomoca jednego ogdlnego réwnania. Oba réwnania
na funkcje pomocnicze ¢(r) (6) i ¢(r) (11) ktora mozna przedstawic w tej samej
postaci ogélnej

d*y

8+ gla)y = S(@) (13)

gdzie y = y(x) jest szukana funkcja zmiennej niezaleznej x.



W przypadku réwnania Poissona

9(r) = —%5—, (14)

przy czym dla | = 0 funkcja g(z) = 0, natomiast S(z) jest funkcja zZrodia
dang wzorem

() = — @) (15)

W przypadku réwnania Schrédingera

g(l‘) - B2 E - 2m0$2 - U(x) ) (16)
natomiast
S(xz)=0. (17)

Rozwazmy lokalne wlasnosci rozwigzan rownania jednorodnego, tzn. row-
nania (13) z S = 0, czyli rownania
d*y
Jz2 +g(x)y=0. (18)
Rozwigzania lokalne réwnania (18) posiadaja nastepujace wlasnosci:
(1) Jezeli g(z) > 0, czyli g(z) = k*(z), gdzie k(z) jest funkcja rzeczywista, to
y(x) ~ 6:I:ilc(nc)ac ] (19)

Rozwiazania (19) sa funkcjami oscylujacymi z lokalng katowsa liczba
falowa k(x).

(2) Jezeli g(z) < 0, czyli g(z) = —~k2(x), gdzie k(x) jest funkcja rzeczywista,
to
y(x) ~ e, (20)

Rozwiazania (20) sa funkcjami rosnacymi lub malejacymi wyktadniczo z
lokalnym tlumieniem x(zx).

Ogodlne wlasnosci ré6wnan Poissona i Schrédingera

Roéwnanie Poissona jest typowym réwnaniem dla problemu z zadanymi
warunkami brzegowymi.

Np. w przypadku jednej zmiennej [réwnanie (6)] jednoznaczne rozwigzania
otrzymamy, jezeli zadamy wartosé¢ funkeji p(r) w dwoch punktach lub wartosci
funkeji o(r) i jej pierwszej pochodnej ¢’ (r) w jednym punkcie.

Rownanie Schrédingera jest typowym réwnaniem na wartosSci wlasne
E.

Ponadto jego rozwigzanie wymaga zadania warunkéw brzegowych dla funkcji
falowe;j.



5 Algorytm Numerova

Wprowadzamy sie¢ weztéw x, = nh, gdzie n = 1,2,..., i rozwijamy funkcje
y(x) w szereg Taylora funkcji wokol wezta x,,. Otrzymujemy
h? h3 ht hb
. Znﬂ:h/ 7/117/// 7(11}):‘:7(1)) Ohﬁ 21
Ynl = Yo £ hyn + Sy £y + o 120Y TOMY),  (21)
przy czym yp+1 = y(x, £ h). W rozwinieciu (21) wszystkie pochodne funkeji
y(x) liczone sa dla © = x,.
Dodajac stronami oba rozwiniecia (21) dla y+; otrzymujemy trojpunktowy
wzo6r réznicowy na druga pochodna

Yn+1 — 2Yn + Yn— h? iv
N U oY) (22)

We wzorze (22) zapisalismy w jawny sposob poprawke rzedu O(h?). Poprawke te
mozna wyznaczy¢ z rownania rézniczkowego (13), ktore przepisujemy w postaci
d*y
— =5(x) —g(z)y . 23
gz = @) —g(@)y (23)
Na podstawie réwnania (23) otrzymujemy oszacowanie czwartej pochodnej

(i) _ &
Yn ~ = ) (S —gy) . (24)

T =2x,

Czwarta pochodna (24) obliczona z dokladnoscia do O(h?) wyrazona jest
wzorem

(o) _ Snt1 =280 +Sn—1 (gYn+1 = 2(9Y)n + (9Y)n—1
yn - h2 h2

+ O0(h?), (25)

gdzie (gy)n = g(zn)y(x,). Podstawiamy (22) i (25) do réwnania (13) rozwaza-
nego dla z =z,
y;{ + gnYn — Sn =0. (26)

W réwnaniu (26) przyblizamy druga pochodna y!/ z doktadnoscia do O(h*)
zgodnie z (22).

Po pomnozeniu réwnania (22) stronami przez h? i przeksztalceniu otrzymu-
jemy

h2
(1 + 129n+1> yn+1

5h? h?

2

=13 (Sps1+ 108, + Sp—1) + O(R®) . (27)



Rownanie (27) jest podstawowym réwnaniem algorytmu Numerova.

Rownanie (27) jest liniowym réwnaniem algebraicznym na nieznana warto$c
Yn+1 (lub y,_1). Réwnanie (27) dostarcza wzoru rekurencyjnego na y,41 (lub
Yn—1). Moze stuzyé¢ do calkowania réwnania rézniczkowego do przodu, czyli
w kierunku rosnacego z, co oznacza nastepujacy schemat rekurencyjny

(yn—layn) — Yn+1l — Yn42 — ...,

lub do tyhtu, czyli w kierunku malejacego x, tzn.

(yn+17yn) — Yn—-1 — Yn—2 — ...

Zgodnie z (27) btad lokalny catkowania metoda Numerova wynosi O(hS).
Dla poréwnania btad lokalny metody Rungego-Kutty 2. rzedu wynosi O(h?),
a metody Rungego-Kutty czwartego rzedu wynosi O(h%).

Wynika stad duza dokladnos$é metody Numerova.

Formula rekurencyjna (27) jest trojcztonowa, a wiec do jej wystartowania —
przy catkowaniu do przodu — wymagana jest znajomo$¢ y,,—1 oraz y,. Wartosci
te znajdujemy z zadanych warunkéw brzegowych w nastepujacy sposob.

Powiedzmy, ze calkujemy rownanie rézniczkowe do przodu w przedziale
[a, b]. Wtedy zadane warunki brzegowe w punkcie a maja postac

y(a) = Ya (28)

y'(a) =yq - (29)

W pierwszym kroku zamiast y,_; podstawiamy y,, natomiast y,, wyliczamy z
rozwiniecia w szereg Taylora z doktadnoscia O(h) jako

Yn = Ya + hyl, . (30)

6 Zastosowanie algorytmu Numerova do calko-
wania ro6wnania Poissona

Rozwazmy rownanie (7) na funkcje pomocnicza ¢(r). Pamietamy, ze potencjat
elektrostatyczny obliczamy ze wzoru (8). Jezeli o(0) = oo jest skoniczone, to
warunek brzegowy dla ¢(r) = r®(r) przyjmuje postaé

(0)=0. (31)

Drugim warunkiem brzegowym jest zadana warto$¢ pierwszej pochodnej

dy
=X 32
()00 dT 7‘:07 ( )



gdzie @[ jest zadane.

Nasze zadanie polega na calkowaniu réwnania (7) w przedziale [0, co). W
praktyce musimy przyja¢ przedzial skonczony [0, B], gdzie B jest odpowied-
nio duze, lecz skoniczone (B < o). Do wystartowania algorytmu Numerova
uzywamy wartosci

®o =(0) =0 (33)
oraz
01 = o + hel = hyj - (34)

Stosujemy algorytm Numerowa (27) w wersji calkowania do przodu (w tym
przypadku catkujemy na zewnatrz od centrum w r = 0) pamietajac, ze g = 0
oraz. S = —ro(r)/eo.

Podstawowa formuta algorytmu (27) przyjmuje w tym przypadku postaé¢

2

h
Ontl = 20n — Pp_1 + D (Spi1 4108, + S,_1) + O(R°) . (35)

Rozwigzania niefizyczne

Pomimo duzej dokladnosci algorytmu Numerova praktyczne zastosowanie
wzoru (35) do catkowania rownania Poissona w przedziale [0, B] moze prowadzi¢
do pewnego btedu o charakterze systematycznym, ktoéry wystepuje dla duzych
wartosci 7.

W celu znalezienia zrodla tego btedu rozwazmy rozwigzania réwnania Po-
issona (7) w obszarze asymptotycznym, tzn. dla duzych r. W tym obszarze
o(r) — 0 i rownanie (7) przechodzi w rownanie jednorodne

d%p
—-— = 36
er ( )
Rownanie (36) posiada dwa liniowo niezalezne rozwiazania
p1(r) =Chr (37)
oraz
pa(r) =Cso, (38)

gdzie Cy i Cy sy stalymi.
Rozwigzanie ogblne rownania (36) jest kombinacja liniowa rozwigzan (37) i
(38), czyli
p(r)=Cir+Cy . (39)

Wzoér (39) podaje rownoczesnie rozwiazanie rownania niejednorodnego (7), ktore
jest stuszne w obszarze asymptotycznym, czyli dla r — oo.

Zastanowmy sie teraz nad sensem fizycznym rozwiazan (37) i (38). W tym
celu rozwazamy otrzymane z nich potencjaty elektrostatyczne

4 (r) = C1 = const (40)



oraz

_&

Dy (r) .

(41)
Sens fizyczny posiada wytacznie potencjal ®5(r), poniewaz dla r — oo dowolny
ograniczony przestrzennie rozklad tadunku o(r) mozna traktowaé jako tadunek
punktowy wytwarzajacy potencjal kulombowski o postaci (41). A zatem dla
r — 0o poprawne fizycznie rozwigzanie musi mie¢ posta¢ asymptotyczna

D(r) ~ —. (42)
r
Zastosowanie algorytmu Numerova (z catlkowaniem na zewnatrz) generuje
poprawne matematycznie (dokladne) rozwigzanie problemu, ktore w ob-
szarze duzych r ma postac

<p(7‘) = ClT + 02 .

Jednakze pierwszy wyraz w tym rozwigzaniu nie posiada sensu fizycznego,
poniewaz prowadzi do niefizycznego potencjatu

®; =const #0 .

7 Poprawa dzialania algorytmu Numerova

Istniejg dwie metody usuniecia niefizycznych rozwigzan otrzymanych za pomoca
algorytmu Numerova.

7.1 (1) Odjecie niefizycznego rozwigzania

W obszarze r > r., gdzie r. jest odpowiednio duze, poprawne fizycznie roz-
wigzanie otrzymujemy odejmujac od rozwigzania numerycznego @pm () czesé
niefizyczna, ktéra w tym obszarze asymptotycznym jest znana. Jest to funkcja
liniowa Cyr. Otrzymujemy prosty sposoéb poprawy dziatania algorytmu Nume-
rova

SO(T) = (Pnum(r) - Cir, (43)

gdzie C jest tangensem kata nachylenia wykresu funkcji ¢pum (1), ktory wy-
znaczamy z dokladnego rozwigzania numerycznego.

7.2 (2) Calkowanie do $rodka

Algorytm Numerova moze by¢ wystartowany w odpowiednio duzej odleglosci
r = B od centrum. Wtedy catkowanie bedzie przebiega¢ do wnetrza (do
srodka) rozkladu tadunku. Przy tym sposobie calkowania ulegaja zmianie
warunki brzegowe.



Dla odpowiednio duzego r dowolny rozktad tadunku zawarty w skonczonej
objetosci wytwarza potencjal kulombowski

Q

dregr’

O(r) (44)

gdzie @ jest catkowitym ladunkiem, ktory obliczamy catkujac analitycznie lub
numerycznie znang gestosé¢ tadunku

Q= /d?’rg(r) . (45)

Z postaci analitycznej potencjatu (44) obliczamy asymptotyczna postaé funk-
cji pomocniczej, czyli
o(r) = Q/4re . (46)

A zatem warunek brzegowy dla odpowiednio duzego B ma postaé

Q

P(B)=p(B+h)= 1t

(47)

Znamy wiec ¢,41 oraz @, i mozemy zastosowa¢ algorytm Numerova do
wyznaczenia @, _1, Pn_2,... - W ten sposéb caltkujemy réwnanie Poissona w
kierunku malejacego r, czyli do wnetrza (do $rodka) obszaru catkowania.

Nalezy zauwazy¢, ze optymalne zastosowanie algorytmu powinno obejmowac
zaréwno calkowanie na zewnatrz jak i do wewnatrz. Rozwiazania otrzymane za
pomoca obu sposobéw catkowania nalezy sklei¢” z soba w pewnym punkcie
posrednim r, przy czym 0 < rg < B.



