VIII.
MODELOWE POTENCJALY
EFEKTYWNE



1 Wstep

Dla uktadéw wielu czastek czesto stosujemy przyblizony (modelowy) opis od-
dzialywar oparty na uzyciu efektywnych oddzialywan par czastek (potencjaty
dwuczastkowe) lub trojek czastek (potencjaly trojczastkowe).

Potencjaly efektywne moga by¢ konstruowane/obliczne nastepujaco:

(1) Znajdujemy przyblizone oddzialywanie modelujace wtasnosci uktadu
wielu czastek opierajac sie na intuicji fizycznej i uproszczonych rachunkach
analitycznych.

(2) Nakladamy pewne dodatkowe warunki na potencjal efektywny. Np. za-
stosowanie zasady wariacyjnej prowadzi do wariacyjnego potencjalu
efektywnego, warunek ortogonalnosci funkcji falowych elektronéw wa-
lencyjnych do funkcji falowych elektronéw rdzenia atomu pozwala na wy-
znaczenie pseudopotencjatu.

(3) Zadamy, aby potencjal efektywny poprawnie odtwarzal mierzalne doswiad-
czalnie wielkosci. Jest to tzw. potencjal empiryczny.

(4) Obliczamy potencjal rozwiazujac rownanie Poissona.

Modelowe potencjaly efektywne znajdujg zastosowania przy rozwigzywaniu
probleméw zaréwno mechaniki klasycznej jak i kwantowej. Powiedzmy, 7e zna-
lezlismy efektywny potencjal elektrostatyczny ®(r) jako funkcje polozenia r
czastki o tadunku ¢. Znajac potencjat obliczamy efektywna energie poten-
cjalna czastki jako

U(r) = q0(r) . (1)

Energia potencjalna U moze by¢ uzywana zaréwno w réwnaniach ruchu me-
chaniki klasycznej jak i mechaniki kwantowej.

Dla czastki klasycznej o masie m rozwiazujemy réwnanie ruchu sformuto-
wane, np. w postaci IT zasady dynamiki Newtona, czyli

F =ma,
przy czym sile potencjalna F obliczamy jako gradient energii potencjalnej (1)
F=-VU.
Natomiast dla czastki kwantowej zwykle rozwigzujemy jednoczastkowe réw-

nanie Schrodingera

ov
e = (T +U)¥
mdt (T+0U)v,

w ktérym efektywna energia potencjalna U wystepuje w sposob jawny.



2 Ogoblna postaé potencjatu dla ukladu N czastek

Rozwazmy uktad N identycznych czastek. Potencjal dla tego uktadu mozna

przedstawi¢ jako funkcje wektoréow polozen czastek ry,...,ry w nastepujacej
postaci:
N N N
®(ry,... ,ry) = Zcpl(ri) + Z Pa(r;,r;) + Z w3(rs, 15, r6) + ..., (2)
=1 i,j=1 ij, k=1
i< i<j<k

gdzie 1(r) jest potencjalem jednoczastkowym (jest to potencjal pojedynczej
czastki w polu zewnetrznym), o (r;, r;) jest potencjalem dwuczastkowym (jest
to potencjal oddzialywania pary czastek), ¢s(r;,r;, 1)) jest potencjatem troj-
czastkowym (jest to potencjal oddzialywania trojki czastek), itd.

Na ogot kolejne wyrazy szeregu (2) wnosza malejace przyczynki do catkowi-
tego potencjalu ® i mozna sie ograniczy¢ do uwzglednienia 2-3 pierwszych sum.
Zwykle potencjal jednoczastkowy ¢; jest znanym potencjalem pola zewnetrz-
nego. W zwigzku z tym w dalszym ciggu bedziemy sie zajmowac przede wszyst-
kim ré6znymi typami potencjatéw dwuczastkowych. Ponadto podamy przyktad
potencjatu tréjczastkowego.

3 Potencjal Yukawy

Potencjal Yukawy stuzy do modelowego opisu oddziatywania jadrowego nukleon-
nukleon. Zgodnie z modelem Yukawy oddzialywanie nukleonéw z sobg zachodzi
za posrednictwem pola mezonowego (poprzez wymiane mezonoéw ).

W celu znalezienia potencjalu tego oddzialywania opieramy si¢ na analogii
z elektrodynamika klasyczna, zgodnie z ktéra potencjal skalarny pola elektro-
magnetycznego w przypadku statycznym spelnia réwnanie Poissona

1
VZp(r) = ——ofr) , (3)
€0
gdzie o(r) jest gestoscia tadunku elektrycznego.
Jezeli zrodlem pola elektromagnetycznego jest tadunek punktowy g, to réw-
nanie Poissona ma postaé¢

o(r) = qd(r) . (4)

Rozwigzaniem tego réwnania jest potencjal tadunku punktowego
o(r) = —, (5)
gdzie k = 1/4meg, a r = |r|.

W ten sposéb otrzymujemy potencjal kulombowski, ktory jest poten-
cjalem dlugozasiegowym.



Zasieg sit jadrowych jest skonczony, zatem — w celu uwzglednienia krétko-
zasiegowego charakteru pola sit jadrowych — réwnanie Poissona modyfikujemy
zgodnie z propozycja Yukawy

V2o —C?p=0, (6)

gdzie C' jest liczba rzeczywista.
Rozwigzaniem roéwnania (6) jest potencjal krétkozasiegowy.
Szukamy sferycznie symetrycznych rozwigzan réwnania (6), czyli rozwiazan
o postaci
o(r) =o(r), (7)
gdzie r = |r|.
Dla sferycznie symetrycznego potencjatu

&
T ordr?

Vg(r) [re(r)] - (8)

Z rownan (6) i (8) wynika réwnanie na potencjal

d? 9
Sz lre(r)] = Colre(r)] . (9)
Rownanie (9) rozwiazujemy wprowadzajac funkcje pomocnicza

df

x(r) = re(r) - (10)

Funkcja pomocnicza spetnia rownanie

d*x(r)

e C%x(r) . (11)

Rownanie (11) posiada dwa rozwiazania
x(r) = Ae*tCT . (12)

Jezeli C' > 0, to zgodnie z warunkiem znikania pola dla r — oo wybieramy znak
minus.
Ostatecznie otrzymujemy

(13)

Jest to potencjal Yukawy.

We wzorze (13) A jest stalg sprzezenia (parametrem sprzezenia), przy
czym A < 0 dla sil przyciagajacych, a A > 0 dla sit odpychajacych, C jest
parametrem ekranowania. Zasieg oddzialywania wyznaczamy wg. wzoru

1
D=—
C



Dla sit jadrowych D ~ 107 m = 1 fm.

Potencjal Yukawy posiada szerokie zastosowania. Poza zastosowaniem w
fizyce jadrowej do modelowania oddziatywan jadrowych jest on réwniez uzywany
w fizyce ciala stalego, np. do opisu pola jonu domieszki ekranowanego przez
gaz elektronowy. Potencjal (13) jest w tym przypadku nazywany potencjalem
Debye’a - Hiickela.

Ponadto superpozycja potencjaléw Yukawy i eksponencjalnego stanowi efek-
tywny potencjal wiazacy elektron na atomie wodoru. Wyprowadzeniem tego
potencjatu zajmiemy sie w kolejnym podrozdziale.

4 Potencjal efektywny atomu wodoru

Rozwazmy potencjal wytworzony przez neutralny atom wodoru, ktéry znajduje
sie w stanie podstawowym, czyli w stanie 1s. Funkcja falowa stanu 1s ma postaé

Vis(r) = %e—r/a 7 (14)

mas

gdzie a = h?/(km.e?) jest promieniem Bohra atomu wodoru. Zgodnie z (14)
gestos¢ tadunku ujemnego (elektronu w stanie 1s) dana jest wzorem

_ 2 _ 7i —2r/a 15
o— €|1/J1s| 7Ta36 ) ( )
a gesto$¢ tadunku dodatniego (protonu spoczywajacego w poczatku uktadu

wspOlrzednych) wynosi

0s = ed(r) | (16)
Potencjal tadunku o gestosci o = 04+ + p— obliczamy z réwnania Poissona
Vip=-2 (17)
€0
Zgodnie z zasada superpozycji
p=9y+eo-, (18)
czyli
1
Vi +Vip_ = —o(ert o). (19)

Korzystamy z tego, ze potencjal pola wytworzonego przez proton jest potencja-
tem dodatniego tadunku punktowego, a zatem dany jest wzorem

e
= . 20
pr(r) = (20)
Podstawiajac (20) do (19) otrzymujemy
e 1 e o—
VA= )+ Vi = —6(r) - =—. 21
4dreg (r) TV €0 (x) €0 @)



Korzystamy z tozsamosci znanej, np. z elektrodynamiki klasycznej,

V2 (1) = —4mé(r) . (22)

Vip. =-=. (23)

Rozktad tadunku ujemnego o_ posiada symetrie sferyczna, a wiec potencjal ¢_
réwniez powinien by¢ sferycznie symetryczny. W tym przypadku

12

Vi = -
¢ r dr?

(re-) - (24)

Podstawiamy (15) do (24) i otrzymujemy

1 d? € _or/a
rar ) = e (25)
Definiujemy funkcje pomocnicza
x(r) =re_(r), (26)
ktora spetnia réwnanie
d2 € —2r/a
WX(T) = p— re=2r/e (27)

Narzucamy nastepujace warunki brzegowe na funkcje pomocnicza x(r):
(1) dlar — 0 : x(r) — 0;
(2) dlar — oo : x(r) — —e/4meg, poniewaz ¢ — —e/4dmeqr.

Rozwiazaniem rownania (27) speliajacym warunki brzegowe (1) i (2) jest funk-
cja

e r
- ~1 (f 1) —2T/“} . 28
x(r) 4dreg { + a th)e (28)
Potencjal pola pochodzacego od ujemnego tadunku ma postac
e r
= 1- (f 1) *2’“/“} . 29
¥ dmeqr [ a th)e (29)

Ostatecznie zgodnie z zasada superpozycji (18) uzyskujemy szukany potencjal
w postaci

olr) = = (2 +1) e (30)

Potencjal (30) moze byé¢ uzyty do obliczenia energii potencjalnej czastki
naladowanej, czyli
U(r) = qe(r) , (31)



. atom [ ~
- /
N =

gdzie g jest tadunkiem czastki znajdujacej sie w polu o potencjale ¢(r).
Zgodnie z (30) i (31) potencjal wytworzony przez atom wodoru w stanie 1s
jest odpychajacy dla czastki o ladunku dodatnim, czyli np. dla protonu,
a przyciagajacy dla czastki o ladunku ujemnym, czyli np. dla elektronu.
Wynik ten stanowi sugestie, chociaz nie dowdd, mozliwoéci powstania stanu
zwigzanego jonu H™.

5 Potencjal van der Waalsa

Rozwazmy dwa atomy w odlegtosci r pomiedzy ich jadrami. Zaktadamy, ze
tadunki obu atoméw oraz ich Srednie elektryczne momenty dipolowe sa réwne
zero. Atomy moga natomiast posiada¢ chwilowe elektryczne momenty dipolowe.
Pole elektryczne Eq(r) wytworzone przez chwilowy dipol elektryczny p; atomu 1 indukuje dipol
elektryczny ps na atomie 2, co prowadzi do przyciagajacego oddzialywania dipol-dipol.
Przyjmijmy, ze w pewnej chwili czasu atom 1 posiada chwilowy elektryczny
moment dipolowy p;. Dipol p; wytwarza pole elektryczne Eq(r) o potencjale

Kp1-T
r3

p1(r) = ; (32)

gdzie k = 1/4meq. Pole elektryczne dipola 1 obliczamy jako gradient potencjalu
(32)

Ei(r) =-Ve1, (33)
czyli
1 1
Ei(r) = -« r—3V(p1 -r)+p1-rV (ﬁ)] . (34)
W wyniku obliczeri dostajemy
K
Ei(r) = 3 [(p1-er)er —pi] (35)

gdzie e, = r/r jest wersorem wektora polozenia r.



Pole elektryczne dipola 1 indukuje elektryczny moment dipolowy atomu 2,
ktory jest proporcjonalny do pola indukujacego Eq, czyli

p2 = agoEq , (36)

gdzie « jest polaryzowalno$cig atomu.
Polaryzowalno$¢ posiada wymiar [a] = m3.
Zgodnie z (35)
QEQR
p2 = 7[(1’1 -er)e, —pi] . (37)
Energia potencjalna oddzialtywania dipola 2 z polem E; wytworzonym przez
dipol 1 dana jest wzorem
U12(I') = —PpP2- E1 . (38)

Jest to energia potencjalna oddzialywania dwéch dipoli elektrycznych. Wzoér
(38) mozemy zapisa¢ inaczej jako

A
Upz(r) = —6 (39)
gdzie stata A > 0.
W jawnej postaci
A = agok®[(p1 - er)e, —p1)? . (40)

Np. dla gazoéw szlachetnych A ~ 10~77Jm®.
Potencjal van der Waalsa wprowadzamy zgodnie z (39) jako

gdzie a = A/|q|, a ¢ jest ladunkiem.

6 Potencjal Lennarda-Jonesa

Potencjal van der Waalsa moze stanowi¢ sktadowa przyciagajaca potencjalu
efektywnego, modelujacego oddzialywanie pomiedzy neutralnymi atomami (mo-
lekutami). Jezeli do tego potencjatu dodamy pewien potencjal odpychajacy, to
otrzymamy potencjal efektywny odpowiedzialny za wigzanie dwoch atoméw w
molekute lub dwodch mniejszych molekut w wieksza molekute. Sktadowa odpy-
chajaca potencjalu modeluje dziatanie zakazu Pauli’ego.

Powyzsze rozumowanie prowadzi do potencjalu Lennarda-Jonesa, ktory zo-

stal zdefiniowany jako
o 12 o\ 6
plr) =4D {(r) (%) } (42)

Parametry potencjalu (42) posiadaja nastepujace wymiary: [o0] = m, [D] =
[energia/tadunek] = [potencjal]. Interpretacja tych parametréw wynika z naste-
pujacych wlasnosci potencjatu (42):



‘ Foin ‘

r/c

1) dlar—0: ¢ — o0,

2) dlar - oc0: ¢ —0,

)dlar=0: =0,

(1)

(2)

3)

(4) dla r = 74, = 2/%0 ~ 1.120 potencjal przyjmuje minimum o wartosci
Omin = ©(Tmin) = —D.

Potencjal Lennarda-Jonesa.

Energia potencjalna oddzialywania dwoch atoméw dana jest wzorem

U(r) = qe(r) , (43)

o= [(2)"-(2)] w
gdzie € = ¢D.

Typowe wartosci parametrow w (44) sa nastepujace, np. dla argonu o =
3.405 A, & = 10.32 meV.

Jezeli wprowadzimy tzw. jednostki naturalne (oparte na jednostkach masy
m, odleglodci o i energii €), to

czyli

e =mo?/7T%.

Stad otrzymujemy jednostke czasu 7, uzywang z symulacjach metodami dyna-
miki molekularne;j.
Przyktadowo, dla argonu m = 6.69 x 10726 kg, a stad 7 = 1.82 x 10712 5.
Dyskusja

(1) Zaleznosé r—° opisuje przyciagganie pomiedzy dwoma wyindukowanymi di-
polami elektrycznymi (oddzialywanie van der Waalsa).



(2) Zaleznosé r~1'2? zostala dobrana do zaleznosci 7—% jedynie dla wygody ra-

chunkéw analitycznych. Opisuje ona krétkozasiegowe odpychanie rdzeni
atomoéw lub molekul, ktorego gtownym zZrodlem jest zakaz Pauli’ego.

(3) Potencjal Lennarda-Jonesa posiada charakter krotkozasiegowy.

Ad (3):
Rozwazmy przyktadowe wartosci:

U(r = 2.560) ~ —1.6 x 1072

U(r =3.360) ~ —7.7x 1074

Wynika stad, ze w praktycznych zastosowaniach tego potencjatu mozna wprowa-
dzi¢ promien r. obciecia oddzialywania. Dla r > r. mozemy przyjmowac,
ze oddzialywanie znika.

W rachunkach przyjmujemy zwykle

=(25-33)0

7 Superpozycja potencjaléw Coulomba i Yukawy

Wtasnosci jakosciowo podobne do potencjalu Lennarda-Jonesa posiada poten-
cjal efektywny, bedacy kombinacja liniowa potencjaléw Coulomba i Yukawy.
Zaleta takiego potencjatu jest wystepowanie znacznie mniejszych co do modutu
wyktadnikéw poteg, dzieki czemu potencjal ten jest na ogot wolnozmienng funk-
cja r. Jawna postaé tego potencjalu jest nastepujaca:

A B —Cr
plr) =5+ e, (45)

gdzie A jest parametrem sprzezenia pola kulombowskiego, przy czym przyjmu-
jemy zawsze, ze A > 0, B jest parametrem sprzezenia pola Yukawy, ktéry moze
przyjmowaé zaréwno dodatnie jaki i ujemne wartosci, a C jest parametrem ekra-
nowania, ktory okresla zasieg pola Yukawy (dlugos¢ ekranowania) za pomoca
zwigzku D = 1/C.

Superpozycja potencjaléw Coulomba i Yukawy.

Rozwazmy wlasnodci potencjatu (45) dla B > |A|.

1) dlar —0: ¢(r) ~ (B—A)/r — o0,

3

(1)
(2) dlar — oo: p(r) ~ —A/r — 0,
(3) ¢(r)=0dlaro=DIn(B/A),

(4)

4) potencjal przyjmuje minimum dla r = r,,, > rg.

Wynika stad, ze dla B > |A| potencjal ten posiada charakter efektywnego
potencjatu wiazacego.

10
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8 Potencjal Morse’a
Jest to modelowy potencjal wigzacy o postaci
2
p(r) = D [1 = 7ot (46)
przy czym D > 0, « > 01 rg > 0. Dla r = 0 przyjmuje wartosé
9o =p(0) = D(1 —e*™)2 < D.

Dlar — oo : ¢ — D. Potencjal Morse’a posiada minimum dla » = rg o
wartosci ¢(rg) = 0. W otoczeniu minimum

o(r ~ 7o) ~ Da?(r —rg)? .

W potencjale Morse’a (46) mozna wprowadzi¢ inny poziom odniesienia, a

mianowicie warto§¢ potencjatu dla ¢(r — oo0) = D. Otrzymujemy w ten
sposoéb
o(r) =¢(r)— D, (47)
czyli
@(r) = D |e2(r=ro) _ 26_0‘(7”_7’0)} . (48)

Potencjal Morse’a.
Posta¢ (48) potencjatu Morse’a mozna przeksztalcic wprowadzajac nowa

zmienna
y=e o), (49)

co prowadzi do
¢(y) = D(y* - 2y) . (50)

Po kolejnej zmianie zmiennej na

n=y-1 (51)

11



©(r)

otrzymujemy
p(n) =D(n* - 1). (52)

Wynika stad, ze — z doktadnoscia do stalej — potencjal Morse’a (48) ma po-
sta¢ potencjalu jednowymiarowego oscylatora harmonicznego, dla ktorego row-
nania Newtona i Schrodingera sa posiadaja rozwiazania analityczne. Jest to
jeden z powodéw uzywania potencjatu Morse’a.

9 Potencjal Mihalkovica

Na podstawie obliczen ab initio energii catkowitej krysztatow metalicznych Ma-
rek Mihalkovic (Instytut Fizyki Stowackiej Akademii Nauk, Bratystawa) wpro-
wadzil potencjaly efektywne oddzialywania pomiedzy atomami metali w kwa-
zikrysztatach i stopach metalicznych.

Posta¢ efektywnej energii potencjalnej oddzialywania atom-atom

Ur) = (A)B + (C)D cos(Er + F) , (53)

r = odleglo$¢ pomiedzy jadrami atomoéow

A, B,C,D,E, F = parametry potencjalu dopasowane do wynikéw obliczen
ab initio

Energia potencjalna oddzialywania atom-atom w funkcji odlegtoéci pomiedzy jadrami atomoéw
dla kwazikrysztalu AINiCo.

Energia potencjalna oddzialywania atom-atom w funkcji odlegto$ci pomiedzy jadrami atomoéw
dla kwazikrysztalu AINiCo.

Energia potencjalna oddzialywania atom-atom w funkcji odlegtoéci pomiedzy jadrami atoméw
dla stopu MgAl

12
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10 Potencjal Stillingera-Webera

Stillinger i Weber (1985) zaproponowali modelowy potencjal empiryczny do
opisu kierunkowych wiazan walencyjnych, ktére wystepuja np. w krysztale
krzemu. Potencjal ten zawiera on sktadowe dwuczastkowa @9 i trojczastkowa
3, ktére mozna zapisac jako

epa(rij) = pa(|ri — r;]) = efa(rij/0) (54)
6803(1'1',1‘]',1%) =ef3(r;/o, I‘j/U, ry/o), (55)

gdzie e > 0 jest tadunkiem elementarnym, o posiada wymiar dlugosci, a € ma
wymiar energii.
W czesci dwuczastkowej

Folr) = { ABr? —pr= D=0 dlar<a (56)

0 dlar >a
przy czym parametry A,b,p,q,a > 0. Parametr a jest parametrem obciecia
potencjatu.

Przyktadowe wartosci tych parametréw dla Si:

A=1705 B=0.60, p=4, =0, a =180,

oraz
o =0.2095 nm, € = 3.47 x 1071 J/para = 2.166 eV /para .
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W czedci trojezastkowej
fa(ri vy, rr) = h(rij, rik, 0ik) + h(75i, 75k, Oiji) + h(Tkis Trjy Ging) (57)

gdzie r;; = |r; — ;| , ik, = Z(rij, i) (jest to kat o wierzchotku w punkcie i),
a pozostate wielkosci uzyskujemy przez cykliczng zamiane wskaznikéw 1, j, k.
Funkcja h w czedci tréjczastkowej ma postaé

2
h(rij, Tiks Ogir) = A [e“*(’”’?-f‘“rl + e’*(”k_“)*l} (cos Ojir + ) (58)

dla r;;, rix < a, oraz
h(?"ij, Tik, (‘)ﬂk) = 0 (59)
dla innych wartosci 45, 7.
Mozna zauwazy¢, ze cosf; = —1/3 odpowiada tzw. idealnemu katowi
tetraedrycznemu, ktory jest w przyblizeniu réwny 6, ~ 109°.
Przyktadowe wartosci parametréw potencjatu dla Si: A = 21.0, v = 1.20.
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