IX.
KLASYCZNA DYNAMIKA
MOLEKULARNA



1 Wprowadzenie do metod symulacji komputero-
wych dla klasycznych uktadéw wielu czastek

Rozwazamy uktad N czastek, podlegajacych prawom fizyki klasycznej. Zakla-
damy, ze czastki sa punktowe, posiadaja jednakowe masy, a ich oddzialtywania
wzajemne daja sie opisa¢ za pomoca dwu- lub trojcialowych potencjatow efek-
tywnych. Zakladamy ponadto, ze ruch czastek odbywa sie zgodnie z prawami
mechaniki klasycznej (np. wedtug zasad dynamiki Newtona).

Klasyczne rownania ruchu rozwiazywane sa przy uzyciu réznicowych metod
numerycznych i wspoélczesnych komputeréw z dowolng zadana dokladnodcia.
Stanowi to podstawe do przeprowadzania symulacji komputerowych czyli
eksperymentéw komputerowych.

Symulacje komputerowe posiadaja nastepujaca role poznawcza:

(1) daja mozliwos¢ potwierdzenia stusznosci teorii przez poréwnanie jej prze-
widywan z rzeczywistym dos§wiadczeniem,

(2) umozliwiaja przeprowadzenie do§wiadczenia wirtualnego (symulacji
komputerowej) wtedy, gdy doswiadczenie realne jest trudne lub niemoz-
liwe do wykonania z powodu zbyt wysokich kosztow lub niebezpieczenstwa
dla zycia cztowieka.

W celu przedyskutowania podstaw symulacji komputerowych metodami dy-
namiki molekularnej rozwazmy opis uktadu N czastek o f stopniach swobody,
zgodny z prawami klasycznej mechaniki statystycznej. W opisie staty-
stycznym interesuja nas wartosci srednie dynamicznych wielkosci fizycznych
pozwalajace na wyznaczenie odpowiednich funkcji termodynamicznych.

Zaktadamy, ze

f=3N.

W klasycznej mechanice statystycznej stan uktadu w chwili ¢ jest okreslony
przez podanie wspoélrzednych uogoélnionych @ = (¢1,...,qs) i pedéw uogélnio-
nych P = (p1,...,ps) punktu S w 2f-wymiarowej przestrzeni fazowej, czyli

S = (Q’P) = (q17"'7qfap17"'7pf) .
Zamiast pedéw P mozemy wprowadzi¢ predkosci uogolnione Q, co prowadzi do
réwnowaznego opisu stanu uktadu w przestrzeni wspolrzednych uogélnionych @
i predkosci uogélnionych @ = (4¢1,...,¢r). Wprowadzamy zatem punkt
S/ = (QaQ) = (qla"'vqfa(jlv"'7Qf) .
Zachodzi przy tym réwnowaznosé
S=9.

Rozwazmy dowolng wielko$¢ dynamiczna A = A(Q, P), ktéra mozemy wy-
znaczy¢ w pomiarze. Oznaczmy symbolem ) objetos¢ przestrzeni fazowej do-
stepnej dla rozwazanego uktadu. Elementem objetosci przestrzeni fazowej jest

dQ = dQdP = dfqd’p = d*Ngd*Np .



Srednig wzgledem zespotu wielkosci dynamicznej A definiujemy jako

def l

()

| dqapa@.p)@.p). 1)
Q
gdzie f(Q, P) jest funkcja rozkladu, natomiast Z jest suma statystyczna,
zwang inaczej funkcja rozdzialu lub funkcja partycji.

We wzorze (1) wystepuje suma statystyczna zdefiniowana jako

7% /Q dQdPf(Q. P), (2)

ktora stuzy do unormowania rozktadu prawdopodobienistwa.

Jak widaé¢ ze wzoru (1) dla ukltadéow o wielu stopniach swobody pojawia sie
problem obliczania calek wielowymiarowych. Catki takie mozemy obli-
czaé bezposrednio metodami Monte Carlo, co prowadzi do stochastycznego
podejscia do probleméw symulacji komputerowych.

Na tym wyktadzie zajmiemy sie metodami deterministycznymi symula-
cji komputerowych. Na stosowaniu tych metod opiera sie klasyczng dynamika
molekularna.

Metody deterministyczne polegaja na bezposredniej symulacji dynamiki uktadu
za pomocy rozwiazywania rownar ruchu. Numeryczne rozwiazania réwnan ru-
chu stuza do obliczenia Sredniej wzgledem czasu wielkosci dynamicznej A,
ktora zdefiniowana jest jako

A ! /dt’A(Q(t’%P(t’))- (3)

t—to Ji,

Jednakze wynikiem pomiaru wielko$ci termodynamicznej jest $rednia po zespole
(A), a nie $rednia po czasie A.

Powstaje zatem pytanie: Czy i kiedy $rednia po czasie (3) jest rowna sredniej
po zespole (1)?

Odpowiedz na to pytanie podaje tzw. twierdzenie ergodyczne (dawniej
hipoteza ergodyczna), ktore mowi, ze dla nieskoriczenie dlugiego czasu ¢ obie
$rednie sg sobie rowne.

Matematyczne sformutowanie twierdzenia ergodycznego

lim A(t) = (A) . (4)
t—oo

W symulacjach komputerowych nie jest jednak mozliwe wykonanie rachun-
kéw dla t — oo. Mozemy jednak argumentowadé, ze dla odpowiednio dlugiego
czasu obserwacji t,;s zachodzi przyblizony zwiazek

Altops) =~ (A) . (5)

Pojawia si¢ kolejne pytanie: Co oznacza "odpowiednio dlugi czas obserwa-
cji”?



Odpowiedz na to pytanie zalezy od rozwazanego uktadu fizycznego. Np. dla
uktadu molekul moze to by¢ czas znacznie dtuzszy od $redniego czasu pomiedzy
zderzeniami, czyli ¢t >~ 1074 s. W tym przypadku warunek odpowiednio
dhugiego czasu obserwacji jest tatwy do zrealizowania.

Nie to trudne réwniez dla dowolnego innego ukltadu. Dla dowolnego roz-
wazanego ukladu zawsze mozna wprowadzi¢ odpowiednia zmiane skali czasu
poprzez dogodny wybor jednostek. W ten sposoéb warunek odpowiednio dtu-
giego czasu obserwacji t,5s moze by¢ stosunkowo latwo osiggniety.

Ogoélny algorytm metod deterministycznych dynamiki molekularnej

Rozwiazujemy réwnania ruchu mechaniki klasycznej; moga to by¢ réwnania
Newtona, Hamiltona lub Lagrange’a.
Postepujemy przy tym nastepujaco:

(i) Zadajemy warunki poczatkowe, czyli
Qo =Q(0), Qo=Q(0).
(ii) Obliczamy sity i konstruujemy uktad rownan ruchu.
(iii) Wprowadzamy siatke chwil czasu, czyli
t,=nh (n=0,1,...)

i calkujemy uktad réwnar ruchu posuwajac sie do przodu w czasie.
(iv) Obliczamy $rednia po czasie interesujacej nas wielkosci dynamicznej dla

odpowiednio dlugiego czasu t,ps.

Uwaga W kroku (iv) obliczana jest wlasciwie tzw. $rednia po trajektorii.
W dalszym ciagu podamy jej definicje oraz sposéb jej obliczania i pokazemy,
kiedy bedziemy mogli ja utozsamié¢ ze §rednig po czasie.

2 Podstawy dynamiki molekularnej

Celem naszym jest znalezienie trajektorii IV czastek w przestrzeni polozen.
Rozwazmy uktad N jednakowych czastek numerowanych wskaznikami i, gdzie
t1=1,...,N.

Rozwazane czastki podlegaja réwnaniom ruchu mechaniki klasycznej, ktore
przyjmujemy w postaci réwnari Newtona

dgl‘i

= FZ . 6
U (6)
W réwnaniach (6) m jest masa czastki, r; jest wektorem polozenia czastki i-tej,
a F,; jest sila dzialajaca na czastke i-ta. Uklad (6) rownan rozniczkowych 2.

rzedu zastepujemy ukladem réwnan rézniczkowych 1. rzedu o postaci
dI‘i
dt

=V;, (7)



dv; 1
Vi _ ", . (8)

dt m

Jezeli w uktadzie dzialaja wylacznie dwuczastkowe sity wewnetrzne, to sita
dzialajaca na i-ta czastke jest wypadkowa sil dwuczastkowych

Fi=> f;, (9)

J#i

gdzie f;; = f(r;;) jest sila, z jaka czastka j-ta dziala na czastke i-ta, przy czym
rij =r;, — I‘j.
W dalszym ciagu wygodnie jest przyja¢ nastepujace zatozenia:

(1) Sity sa potencjalne, czyli
f(r; —r;) = =V;U(r; — ;) , (10)
gdzie U(r) jest energia potencjalng oddzialywania pary czastek ij.
(2) Sily sa centralne, czyli
Ulr) =U(fr)) =U(r) (11)
gdzie r = |r|. Wtedy

r, — I‘j dU(T’ij)
ri —x;|  dri

f(r; —r;) =— (12)

Ze wzgledu na zasieg rozrézniamy dwa rodzaje sit:

1) Sily dlugozasiegowe, ktorych wartos¢ f = |f| dla r;; ~ oo maleje nie
( y dlugozasieg y i ]
szybciej niz

Przyktadami tych sit sa sity kulombowskie (np. w natladowanej plazmie)
i sity grawitacyjne (np. w ukladach planetarnych i galaktykach).

(2) Sity krotkozasiegowe, ktore przy r;; ~» 0o zanikaja szybciej niz l/rfj.

W symulacjach metodami klasycznej dynamiki molekularnej najczesciej stoso-
wane sg sity krotkozasiegowe, ktore wynikaja z potencjalu Lennarda-Jonesa.

3 Numeryczny algorytm catkowania réwnan ru-
chu

W dynamice molekularnej najczesciej stosowany jest algorytm Verleta w formie
predkosciowej. Przypomnimy teraz ten algorytm.

Dla czastki i-tej wektory polozenia, predkosci i sity zapisujemy odpowiednio
jako v = (24, i, 2i), Vi = (Vais Vyi, V) 1 fij = £(rig) = (fa(rig), fy(rij), f2(riz)).



Rozwazmy sktadowa x-owa przesuniecia. Dla potencjatlu Lennarda-Jonesa
otrzymujemy

T; — Ty dU

)
Tij dT’,jj

fa(rij) = — (13)

czyli

1 1

(r::) = 48(x — x.) | — — — 14
fa(rij) (zi — ) (Tz'l;l 27‘%) ) (14)
gdzie przyjeliSmy o jako jednostke dlugosci, € jako jednostke energii. A zatem
jednostka sity jest /0.

Przypominamy algorytm Verleta dla ruchu w kierunku osi x

wilt 4 B) = 2i(t) + vl + Sans(h (15)
it 1) = 0al0) + o laai(h) e+ )] (16)

gdzie ay; jest sktadowa x-owa przyspieszenia czastki i-tej, ktéra obliczamy we-
dtug wzoru
= ) (1)
J#

We wzorze (17) sumowanie nalezy przeprowadzi¢ po wszystkich (N — 1) pozo-
statych czastkach.

Calkowita energie potencjalna uktadu IV czastek obliczamy jako sume po
wszystkich réznych parach czastek

N N
U=> YUy, (18)

i=1 j>i

Qg =

gdzie U;; = U(|r; — rj|) jest energia potencjalng oddzialywania pary czastek
(i.).

Suma podwojna we wzorze (18) zawiera (1/2)N(N — 1) wyrazow. Jest to
liczba roznych par czastek w uktadzie.

Liczba ta determinuje catkowity czas symulacji.

4 Warunki brzegowe

W symulacjach metodami dynamiki molekularnej zwykle jestesmy zaintere-
sowani wyznaczeniem tzw. objetosciowych wlasnosci fizycznych uktadu
N czastek, tzn. wlasnosci niezaleznych od powierzchni. W celu oszacowa-
nia wplywu powierzchni wyznaczmy stosunek liczby czastek Npo, W poblizu
powierzchni do caltkowitej liczby czastek N w ukladzie. Jezeli uklad czastek
umieszczony jest w kulistym naczyniu o promieniu R, to

Npow 4 R? 3

"TTN T 43nR T R (19)




Gestosé czastek, czyli liczba czastek w jednostce objetosci, okreslona jest jako

N

= GpEnEs 20)

Dla ustalonej gestosci promient kuli wynosi

ne () o

Ostatecznie dla p = const ulamek catkowitej liczby czastek znajdujacych sie w
poblizu powierzchni jest rzedu

n~ NV, (22)

W realnych uktadach N ~ 10%3, a wiec  ~ 1078 i jest zaniedbywalnie mate.
Natomiast w symulacjach komputerowych uwzgledniana jest zwykle liczba cza-
stek N od N ~ 103 do N ~ 10%. Liczby te odpowiadaja wartosciom 1 ~ 0.1
oraz 1 =~ 0.01. Wartosci te nie sa do zaniedbania.

W symulacjach metodami dynamiki molekularnej w celu usuniecia (lub zmi-
nimalizowania) wplywu powierzchni nakladamy na uklad periodyczne wa-
runki brzegowe. Oznaczaja one, ze uktad N czastek jest umieszczony w ko-
moérce podstawowej (na ogét w formie szescianu) o objetosci 0 = L2, gdzie L
jest krawedzia szescianu. Wtedy kazda wspotrzedna czastki przyjmuje wartosci
z przedziatu [0, L), np. x; € [0, L).

Dla dowolnej mierzalnej wielkosci A formutujemy periodyczne warunki brze-
gowe nastepujaco:

A(r +ni1Le, +noLe, +nzle,) = A(r) (23)

gdzie ny,no,ng s liczbami catkowitymi.
W postaci réwnowaznej

Ar +R,) = A(r) (24)

gdzie R,, = n1Le; +nyLe, + nsLe,, przy czym n = (n1,ng, n3). Zgodnie z pe-
riodycznymi warunkami brzegowymi wielko$¢ dynamiczna A nie zmienia sie przy
zmianie potozenia o wektor R,,, przy czym wskaznik n przebiega nieskonczony
zbiér wartosci. Tak wiec zgodnie z (24) szeSciany periodycznosci wypelniajg
cala przestrzen, co odpowiada zaniedbaniu wplywu powierzchni na wtasnosci
wewnatrz rozwazanego obszaru.

5 Obrazy czastek

Wprowadzenie periodycznych warunkéw brzegowych powoduje, ze w oblicze-
niach musimy rozwazaé¢ zaréwno czastke w potozeniu r; jak i jej "obraz”’, ktory
znajduje sie w potozeniu r; + R,,. Obrazami czastki w potozeniu r;, to sa
wszystkie "czastki” w polozeniach r; + R,,.



Obrazy czastek maja wplyw na obliczang calkowita energie potencjalng,
poniewaz

N N N N
U:;ZU(ri*rj)JrZ;ZU(riferar). (25)

W celu unikniecia obliczania nieskoriczonej sumy w drugim wyrazie (25) ko-
rzystamy z szybkiego zanikania Lennarda-Jonesa dla duzych odlegtosci i wpro-
wadzamy konwencje sumowania zwana konwencja minimalnego obrazu.
Zgodnie z ta konwencja jako odleglosé¢ r;; pomiedzy czgstkami i-tg w potozeniu
r; i czgstka j-ta w polozeniu r; przyjmujemy dlugoséé wektora

Tij = min|ri - Ty + Rn| . (26)

Przy obliczaniu energii potencjalnej (25) uwzgledniamy jedynie te czastki i te
obrazy czastek, ktore znajduja sie w odlegtosciach zgodnych z konwencjg mini-
malnego obrazu. Oznacza to, ze czastka w komorce podstawowej oddzialywuje
jedynie z (N — 1) czastkami, ktore sa najblizej potozonymi badz czastkami znaj-
dujacymi sie w komoérce podstawowej badz obrazami czastek komoérki podsta-
wowej znajdujacymi sie w komorkach sasiednich.

Zgodnie z konwencja minimalnego obrazu w obszarze oddzialywania wybra-
nej czastki znajduja sie czastki lub obrazy czastek w odlegtosciach nie przekra-
czajacych w kazdym kierunku wartosci L/2. Takie obciecie sumy (25) oznacza
zaniedbanie oddzialywan (o charakterze resztkowym) z ttem, ztozonym z wielu
odlegltych czastek. Oddzialywanie z ttem mozna bedzie dodatkowo uwzglednié
szacujac je za pomocg nieskorniczonej sumy sieciowej, ktora jest obliczana me-
toda Ewalda. W podobny sposdéb mozemy traktowaé sily dalekozasiegowe w
symulacjach dynamiki molekularnej.

6 Tablica Verleta

Nawet jezeli zastosujemy konwencje minimalnego obrazu, to i tak w kazdym
kroku czasowym musimy oblicza¢ (1/2)N(N — 1) wyrazéow w sumie (25). W
celu zredukowania czasu obliczen, korzystamy w sposoéb bardziej bezposredni
z krotkiego zasiegu sil Lennarda-Jonesa. Zakladamy mianowice, ze potencjal
dwuczastkowy wstawiamy do sumy (25) ma postaé

| Upy(r) dla r<r,
U(r) = { 0 dla r>r,., (27)

gdzie Uy, ; jest energia potencjalna oddzialywania Lennarda-Jonesa, dla ktorego
przyjmujemy promien obciecia r. = (2.5+3.3)0. Zgodnie z (27) w sumie (25)
nalezy uwzgledni¢ jedynie czastki, ktore znajduja sie w obrebie kuli o promieniu
r ~ r.. Polozenia tych czastek tworza tzw. tablice Verleta.

Praktyczny sposob skonstruowania tablicy Verleta jest nastepujacy:



<.

Rys. 1. Dwuwymiarowa ilustracja idei konwencji minimalnego obrazu. Jezeli zachodzi nieréwnosé

Ti2 > Ti2, to jako odleglosé¢ czastek o numerach 1 i 2 przyjmujemy ri2, a nie 712.



Rys. 2. Realizacja tablicy Verleta. Roznica promieni kul Ar = r,, — r. = nho.
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(1) Wybieramy w odpowiedni sposob promien r,,, okreslajacy liczbe elemen-
tow tablicy Verleta, przy czym r,, > r.. Jezeli ¥ jest srednia predkoscia
kwadratowa, a n jest liczba krokéw czasowych o dtugosci h, to

T — Te =~ NAD . (28)
Wybér ten jest zilustrowany na Rys. 2.

(2) Po kazdych n krokach czasowych obliczamy wszystkie (1/2)N(N — 1) odle-
glosci miedzyczastkowe. Dla danej czastki i-tej tworzymy tablice Verleta,
zawierajaca polozenia tylko tych czastek, ktérych odleglosci od czastki
i-tej zawarte sa w obrebie kuli o promieniu r,,, tzn.

vt — 1| <7 . (29)

(3) W ciagu kolejnych (n — 1) krokéow czasowych bierzemy pod uwage tylko
czastki z tablicy Verleta, skonstruowanej zgodnie z punktem (2). Po ko-
lejnych n krokach czasowych aktualizujemy tablice.

Jezeli wybierzemy n oraz wyznaczymy 7, , to w kolejnych krokach czasowych
w przedziale 0 < At < nh jedynie nieznaczna liczba czastek przechodzi przez
obszar przej$ciowy pomiedzy kulami o promieniach r. i 7, i wchodzi do (badz
wychodzi z) obszaru zasiegu oddzialywania. Procedura ta znacznie redukuje
czas obliczeri, np. dlan ~ 201 r,, ~ 1.57. czas obliczenn maleje okoto 10-krotnie.

7 Obliczanie wielkosci termodynamicznych

W obliczeniach mierzalnych wielkosci termodynamicznych zwykle przyjmujemy
jako state nastepujace wielkosci: liczbe czastek (N = const), objetos¢ (2 =
const) 1 energie catkowity (E = const). Stalo$¢ energii caltkowitej zapewniamy

liczac jej $rednia czasowa E i kladac
E =FE = const .

W praktyce obliczeniowej zamiast srednich czasowych postugujemy sie tzw.
$rednimi wzgledem trajektorii czastek, ktore obliczamy jako

(Airaj = 77 D D Adltn) (30)

n=1 i=1

gdzie M jest catkowita liczba krokéw czasowych, t, = nh, (n =1,...,M), N
jest liczba czastek, wskaznik ¢ numeruje czastki, a A;(t,,) jest wartoscia wielkosci
fizycznej A dla czastki i-tej w chwili ¢,,. Trajektorie uzywane we wzorze (30)
nie sa ciagle, lecz sa okreslone jedynie dla skoiiczonej liczby dyskretnych chwil
czasowych t, = nh.

Mozna jednak pokazaé¢, ze dla odpowiednio dlugiego czasu t i przy spel-
nieniu zasad zachowania wielkosci N, Q i F, Srednia wzgledem trajektorii

11



jest rowna Sredniej wzgledem czasu, a ta z kolei na mocy twierdzenia
ergodycznego jest rowna S$redniej wzgledem zespohlu czyli mierzonej wielkosci
termodynamicznej.

W obliczeniach metodami dynamiki molekularnej wykorzystujemy nastepu-
jace przyblizone réwnosci

(A)traj ~ A(t) ~ (A) . (31)

Przyblizone réwnosci (31) dla odpowiednio dtugiego czasu ¢ staja sie asymp-
totycznie shusznymi doktadnymi réwnosciami.

8 Obliczanie temperatury

W celu wyznaczenie temperatury za pomoca metod dynamiki molekularnej ob-
liczamy srednia energie kinetyczng uktadu N czastek wedtug wzoru

o 1 M N
K = <K>traj = M szz(tn) ’ (32)
n=11=1

gdzie
1
ki(ty) = 5] (tn) (33)
Zgodnie z twierdzeniem o ekwipartycji energii srednia energia kine-

tyczna pojedynczej czastki jest rowna

[~}

<m=g@T, (34)

gdzie kp jest stala Boltzmanna, a T jest temperatura uktadu w stanie réwno-
wagi. Zgodnie z twierdzeniem ergodycznym

<k> =~ E(t) < traj — Mi Z Z %mv . (35)

n=11

I
_

Dla uktadu N czastek

§Nk:BT = N{k) = L i 3 1mv?(tn) : (36)
2 M ey
Na podstawie (35) i (36)
SNET = (K)o = K (37)
a stad o
T:%%%, (38)



Ostatecznie

- 5% 7 Z Z 39)

Jest to podstawowy wzdér na obhczanle temperatury w symulacjach
komputerowych metodami dynamiki molekularne;j.

9 Obliczanie ci$nienia

W symulacjach metodami dynamiki molekularnej ci$nienie mozna obliczy¢ dwoma
sposobami:

(1) Obliczajac $redni przekaz pedu na jednostke powierzchni i jednostke
czasu dla wybranej powierzchni AA. W metodzie tej korzystamy w sposob
bezposredni z definicji ci$nienia, czyli obliczamy

p—Bfn _ Ay _ . AU (40)
AA AtAA AtAA
We wzorze (40) F,,,pn,v, sa to odpowienio sktadowe sity, pedu i predkosci
prostopadie do rozwazanej powierzchni AA, natomiast kreska goérna oznacza
Sredniowanie po czasie.

(2) Korzystajac z twierdzenia o wiriale.

W dalszej czesci wykladu zajmiemy sie twierdzeniem o wiriale i jego zasto-
sowaniem do obliczania ci$nienia.

10 Twierdzenie o wiriale
Rozpatrujemy uktad N czastek o jednakowych masach m zamkniety w obszarze

o objetosci 2.
Wirial definiujemy jako wielko$é dynamiczng

f
d
LN gafa, (41)
a=1

gdzie q,, sa to wspolrzedne uogoélnione, a f, = P, sa to sily uogdlnione. Wiriat
zapisany we wspolrzednych kartezjanskich dla uktadu N czastek ma postaé

N
G:Zri'Fi7 (42)
i=1

gdzie F; jest sita wypadkowa dziatajaca na i-tg czastke.
Obliczmy $rednia po czasie z wirialu (42)

— t 2 . (4!
al) = i e ) - (43)
0 7

dr,(t )
dt’ :

=25 [”<t’> ang |f fdt’

to
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Skorzystamy teraz z faktu, ze uklad N czastek porusza sie w ograniczonym
obszarze przestrzeni o skoriczonej objetosci 2. Dla odpowiednio dtugiego czasu
wektory potozeil i predkosci czastek przyjmuja wszystkie dozwolone kierunki i
wartosci, co prowadzi do zerowania sie pierwszego wyrazu w ostatnim wyrazeniu
po prawej stronie (44) dla t — oo. Wyraz ten jest rowny sredniej po wszystkich
mozliwych kierunkach wyrazenia r; - v;, ktéra oczywiscie zeruje sie.

Zgodnie z twierdzeniem ergodycznym

— 1 / N o/ de\
— 15 _ : / e 7
(G) = lim G(t) = chﬂot—to/dt 2 1:2 (dt,> . (44)
to =

Natomiast na podstawie twierdzenia o ekwipartycji energii
(Gy = —3NkpT . (45)

Rozwazmy teraz calkowita site dziatajaca na i-ta czastke. Mozna ja roztozy¢
na dwie skladowe wewnetrzna i zewnetrzna

F; = Fyewn  Fievn (46)

Sita zewnetrzna réwnowazona jest przez zmianag pedu czastki uderzajacej w
Scianke, czyli A
zewn __ Pi
przy czym we wzorze (47) wystepuje sita zewnetrzna prostopadla do scianki, a
Ap; jest przekazem pedu w kierunku prostopadtym do $cianki.
Site FZ¢*"™ mozemy zwiazaé z ci$nieniem wywieranym przez czastki na Scianke
w sposOb nastepujacy:

|Api| = P,AtAA; (48)

skad
Ffewn == —PieiAAi , (49)

gdzie e; jest wersorem normalnym do Scianki AA;, a P; jest chwilowa wartoscia
ci$nienia na Scianke AA;.
Srednig warto$¢ wirialu mozna roztozy¢ zgodnie z rozktadem sity (46)

<G> = <Gwewn> + <Gzewn> . (50)

Obliczamy (G ,ewn) korzystajac z (49) 1 definicji wiriatu

<Gzeum> = <Z r;: Ffewn> = <— ZI‘Z' eZPZAAZ> . (5]_)

We wzorze (51) sume po ¢ mozna zastapié catka powierzchniowa zgodnie z

Zpﬂ‘i . elAAZ — f Pr- endA y (52)
i A
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przy czym i jest teraz numerem $cianki, e, jest wersorem normalnym do ele-
mentu powierzchni dA, natomiast A jest powierzchnia zamykajaca uklad N
czastek w objetosci Q.

W stanie réownowagi cisnienie P jest stale na powierzchni A, czyli na $cian-
kach naczynia. A zatem zamiast (52) piszemy

PjI{r~endA:P/(V-r)dQ. (53)
A Q
Wykorzystujac tozsamosé
V.r=3, (54)
otrzymujemy
(Grewn) = =3P (55)
Wedtug (45), (50), (55)
(Gy = —3NkpT, (56)
czyli
(@) = (Gyewn) — 3P . (57)
Ostatecznie otrzymujemy
1/
PQ = NkpT + ¢ <er : F;ww"> . (58)

Jest to twierdzenie o wiriale, zwane inaczej wirialnym réwnaniem
stanu.

Uwagi

(1) We wzorze (58) w sumie po i uwzgledniamy tylko sily wewnetrzne (silty
oddzialywan miedzyczasteczkowych) Frewn,

(2) Poréwnajmy twierdzenie o wiriale (58) z rownaniem stanu gazu dosko-
nalego, ktore ma postac

PQ = NkgT . (59)

Z poréwnania (58) z (59) wynika interpretacja fizyczna wyrazu
(1/3)(Q_rs - Fyeem) .
i=1

Wyraz ten stanowi poprawke na oddzialtywanie miedzy czasteczkami gazow i
cieczy rzeczywistych. Oddzialywanie to jest zaniedbywane w réwnaniu stanu
gazu doskonatego.

(3) Cisnienie obliczamy wedlug wzoru

N 1 /&
P = ﬁkBT—FE <;ri .F;Dewn> 7 (60)

gdzie $rednia (...) liczymy jako érednia po trajektorii, ktora dla odpowiednio
dhugiego czasu identyfikujemy ze $rednia po czasie.
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11 Poprawka dlugozasiegowa

Przy obliczaniu sit dziatajacych na i-ta czastke dokonujemy obciecia potencjatu
Lennarda-Jonesa dla r = r.. W problemie rownania stanu moze to prowadzi¢ do
blednego oszacowania cisnienia w przypadku, gdy dlugozasiegowe sktadowe sit
wnosza niezaniedbywalne przyczynki do energii potencjalnej uktadu. W przy-
padku sily Lennarda-Jonesa jest to skladowa van der Waalsa (~ 1/r7). Jezeli
nie chcemy zrezygnowaé z uzywania tablicy Verleta, to musimy uwzglednié¢ po-
prawke na sity dlugozasiegowe.

W celu oszacowania poprawki na oddzialywania dlugozasiegowe rozwazmy
site, z jaka pozostale czastki dzialaja na czastke i-ta

N 1
thlueum — Z f(rij) , (61)
j=1

gdzie E/ oznacza sume po j # i. Dla sil potencjalnych i centralnych
du

f(rij) = —Viu(ryy) = - Cii (62)
Tij
gdzie wersor e;; = r;;/|r;j| = (r; —r;)/|r; —rj|, a v = wu(r;;) jest energia
potencjalng oddzialywania pary czastek (i,7). Zgodnie z (61) i (62)
N 7/
d
Froen =y e (63)
— dr;;
=1
Obliczymy teraz wartos$¢ srednia z czedci "wewnetrznej” wiriatu, czyli
1 N N/ du
<Gwewn> = - <2 Z Z reij . ri> . (64)
i=1 j=1 Tij

Najpierw obliczymy wirial "wewnetrzny”, czyli

N N
Gwewn = Z r;- F;uewn = Z r;- fij 5 (65)
i=1 1 j#i

1=

gdzie f;; = f(r;;) jest to sila, z jaka czastka j-ta dziala na czastke i-ta.
Wykorzystanie I zasada dynamiki

fij =1
prowadzi do

Guewn = % Zz Zj;éi(ri ’ fij trj- fji) (66)
= %Zizj‘;éi(ri_rj)'fi’
= %Eizj‘;éirij'f’i"
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Wiynika stad, ze dla sit potencjalnych i centralnych spelniony jest zwiazek

1 du
Gwewn = _5 Z Z %Tij . (67)

i j#i
Natomiast warto$é¢ srednia wirialu wewnetrznego dana jest wzorem

/

<Gwewn> = - <; Z dd;;”j> . (68)

L)

W celu uwzglednienia przyczynku od czastek bardzo odleglych wygodnie jest
przejé¢ do ciaglego rozktadu czastek. W tym celu wprowadzamy koncentracje
czastek

0= Q (69)

oraz funkcje korelacji par g(r).

Funkcje korelacji par ¢(r) definiujemy jako gestosé¢ prawdopodobienistwa
znalezienia pary czastek w nastepujacych polozeniach: jednej w polozeniu r, a
drugiej w poczatku ukladu wspolrzednych, czyli w punkcie r = 0.

Funkcja korelacji par moze postuzyé¢ do wyznaczenia prawdopodobienistwa
znalezienia pojedynczej czastki w elemencie objetosci d>r zbudowanym na koricu
wektora r, jezeli druga czastka znajduje sie¢ w poczatku uktadu wspotrzednych
(tzn. w r = 0). Prawdopodobienistwo to dane jest wyrazeniem

g(r)d®r .

Srednia liczbe czastek znajdujacych sie w warstwie kulistej (7, 7+dr) o $rodku
r = 0 obliczamy jako

dn(r) = /d3rgg(r) , (70)

gdzie [ jest calky po pelym kacie brytowym. W celu uproszczenia obliczen

w
chwilowo zakladamy, ze o = const.
Jezeli ¢g(r) nie zalezy od katow, to

/d3rg(r) = drr?g(r)dr

w

(por. radialna gestosé prawdopodobienstwa w mechanice kwantowej). Stad
dn(r) = 4dmor?g(r)dr . (71)

Dla ciagtego rozktadu czastek mozna przejsé od sumy podwojnej Zij w (68)
do calki zastepujac r;; — r oraz

1 / 1 /OO oo
- — = dn(r) = 2779/ drrg(r) .
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Ostatecznie - J
(Guewn) = —271'9/ drrgg(r)—u . (72)
0 d’l“

Stosujac tablice Verleta obliczamy wktad do caltki (72) dla r < r. (sumujemy od
0 do r.). Natomiast poprawke dlugozasiegowa obliczamy jako pozostala czesé
catki (72), czyli
o d
(GS oon) = —271'9/ drr3g(7“)d—u . (73)
Te r

Poprawke te mozna wyznaczy¢ obliczajac catke w (73) analitycznie lub nu-
merycznie. W tym celu musimy znaé¢ funkcje korelacji g(r), ktéra mozemy
otrzymac na dwa sposoby:

(1) Funkcje korelacji wyznaczamy “doswiadczalnie” na podstawie wykonanych
symulacji.

(2) W celu uproszczenia rachunkow przyjmujemy zwykle, ze g(r) = 1. Przybli-
zenie to jest stuszne dla bardzo odleglych czastek, czyli dla r > ..

Napiszemy teraz koricowa posta¢ wirialnego réwnania stanu (z uwzglednie-
niem poprawki dlugozasiegowej). Rownanie to ma postac

N
_ 0 .. fwewn c
P = okpT + (<§_;r F; > + <Gmn>> : (74)

obc

gdzie (.. .)obe 0Znacza sume z uwzglednieniem obciecia oddzialywania dla r = r..
We wzorze (74) mozna uzy¢ oszacowania poprawki dtugozasiegowej w postaci

(GS eon) = —277@/ drrgj—;f ) (75)

Uwaga

W przypadku, gdy du/dr ~ 1/r?, catka we wzorze (75) jest rozbiezna. Zbiez-
nosé tej catki mozemy uzyskaé, jezeli zrezygnujemy z zalozenia statej koncen-
tracji czastek, czyli przyjmiemy ¢ = o(r). Wtedy oszacowanie poprawki dtugo-
zasiegowej (75) przyjmie postaé

(GS oron) = —27r/ drr?’g(r);l—:f ) (76)

c

Jezeli zatozymy dodatkowo, ze
o(r) —0

przy r — o0, to catka w oszacowaniu (76) stanie sie zbiezna.
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12 Skala obliczenn w symulacjach komputerowych
metodami dynamiki molekularnej

W obliczeniach metodami dynamiki molekularnej czas pracy komputera jest
proporcjonalny do liczby krokéw czasowych. Natomiast w kazdym kroku czaso-
wym czas prac komputera jest proporcjonalny do N2, czyli do kwadratu liczby
czastek, co wynika z koniecznosci sumowania po parach czastek przy obliczaniu
energii potencjalnej. Stosujac tablice Verleta mozna czas obliczeri zredukowaé
o jeden rzad wielkosci.

W praktyce obliczenia powinny by¢ wykonywane dla rosnacej liczby czastek
N do momentu, az wyniki obliczen przestang zaleze¢ od N. Aby sie przekonad,
kiedy wyniki obliczenr przestaja zaleze¢ od N, nalezy powtérzyé obliczenia dla
roznych N, i wybraé¢ odpowiednia wartosé N (zwykle mniejsza).

Dla uktadéw w rownowadze wiarygodne wyniki uzyskujemy dla liczb czastek
od N ~ 1000 do N ~ 10000.

Przy uzyciu aktualnie dostepnych superkomputeréw mozna dokonywaé sy-
mulacji dla uktadéw zawierajacych do 10° czastek.

Uwaga

Mozliwo$é wykonania symulacji dla 10° czastek ma istotne znaczenie po-
znawcze, poniewaz

10° = 1000 x 1000 x 1000 .

Dla 1000 czastek umieszczonych liniowo mozna zaniedba¢ wplyw powierzchni
bez koniecznosci wprowadzania periodycznych warunkéw brzegowych.
Zastosowania metod dynamiki molekularnej

(1) termodynamika gazow i cieczy rzeczywistych,
(2) wlasnosci strukturalne ciat statych,
(3) eksperymenty komputerowe, np. symulacja pracy reaktora jadrowego,
(4) bezposrednia symulacja zjawisk transportu, np. dyfuzji.
Komentarz

e Podejscie stochastyczne do symulacji komputerowych jest realizowane za
pomoca metod Monte Carlo (np. metody symulowanego wyzarzania).

e Metody klasycznej dynamiki molekularnej stosowane sa w kwantowej
dynamice molekularnej w ramach tzw. metoda Cara-Parrinello

(i) Obliczanie wlasnosci (potencjatow) elektronowych metoda funkcjona-
tow gestoscei.
(ii) Rozwiazywanie klasycznych rownan ruchu dla jader atomowych.

(iii) Poszukiwanie stanu rownowagi uktadu za pomoca minimalizacji ener-
gii calkowite;j.
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