POSTULATY MECHANIKI
KWANTOWEJ
W JEZYKU WEKTOROW
STANU



Przestrzen Hilberta



Do opisu stanéw kwantowych uzywamy przestrzeni Hilberta.
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Do opisu stanéw kwantowych uzywamy przestrzeni Hilberta.
Przestrzenia Hilberta H nazywamy przestrzen wektorows z
okre$lonym iloczynem skalarnym i ortonormalna baza zupelna.

Uwaga: Wymiar D przestrzeni Hilberta, stosowanych w
mechanice kwantowej, jest dowolny,
a zatem D moze by¢ réwne 1,2, ... co.
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Wektory stanéw uktadu kwantowego sa elementami
przestrzeni Hilberta.
Wektory stanéw w notacji Diraca

|11Z)>7 |90>’ |X>, ...€H

Iloczyn skalarny

Ylp) =c,

gdzie c¢ jest liczbg zespolona.
Baza ortonormalna zupelna {|i) }:

» ortonormalnosé

(il3) = dij

» zupelnosé



Rozwiniecie dowolnego wektora |¢)) € H w bazie ortonormalnej
zupelnej



Rozwiniecie dowolnego wektora |¢)) € H w bazie ortonormalnej

zupelnej
D

W) =" cili) (5)

=1
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Warunek ortonormalnosci bazy wektoréw wtasnych
operatora potozenia

(rfr’) = 6(r — 1) (8)

d(r — r’) = delta Diraca
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Funkcja falowa pojedynczej czastki w stanie kwantowym «
nazywamy funkcje zespolong zdefiniowana jako

Ya(®) < (xlia) . ()

Zbior funkcji falowych {1, (r)} z iloczynem skalarnym
okreslonym za pomocg operacji calkowania po caltej przestrzeni

[ Erims) = bus (10

tworzy funkcyjna przestrzen Hilberta F.
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Sens matematyczny funkcji falowej

Rozwiniecie dowolnego stanu kwantowego |a) pojedynczej
czastki w bazie |r)

la) = /d%« Yalr)[r) .

—> Funkcja falowa czastki 1, (r) jest wspdlczynnikiem
rozwiniecia (amplituda) stanu kwantowego |o) w bazie
stanéw wlasnych |r) operatora polozenia czastki.
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Interpretacja fizyczna funkcji falowej

Funkcja falowa 1, (r) jest amplituda gestosci
prawdopodobienstwa znalezienia czastki w stanie
kwantowym |t¢,) w polozeniu r.

Gestos$¢ prawdopodobienstwa znalezienia czastki w stanie
kwantowym [¢,) w polozeniu r

0a(r) = [tha(r) . (12)
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Prawdopodobienstwo znalezienia czastki w stanie kwantowym «
w czesci przestrzeni o objetosci €2

Po(@) = [ driua(m)? (13
Q

Warunek unormowania funkcji falowej

[ &rivate)P = 1. (14)

gdzie catkowanie wykonujemy po calej przestrzeni.
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Funkcja falowa ukladu wielu czastek

(1)

Wspdlrzedne uogdlnione

Funkcja falowa uktadu czastek o f stopniach
swobody zalezy od f wspdlrzednych uogdlnionych
q= (qLQQ,-n,Qf)

1/’04((11&2, o 7Qf) = <Q1’q27’ . ’Qf’1/}01> . (15)

W zapisie skroconym

¢0¢(Q) = <Q|7/)o¢> (16)

Wspodlrzedne kartezjanskie

Uklad N czastek posiada 3N stopni swobody,
ktérym odpowiadaja wspdlrzedne kartezjanskie
r = (r1,re,...,ry). Funkcja falowa ukladu N
czastek

Ya(r) = Ya(ry,ra, ..., rN) = (r|¢a) (17)
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Wektor stanu uktadu zlozonego

Jezeli uktad fizyczny U zlozony jest z N poduktaddw
uj, (7 =1,2,...,N) znajdujacych sie w stanach kwantowych
1,9, ..., N, to przestrzen Hilberta H ukladu U jest

iloczynem tensorowym przestrzeni Hilberta Hy, Hs, ..., Hy
poduktadéw u;.

Inaczej: Jezeli poduktady uy, us,...,un znajduja sie
odpowiednio w stanach kwantowych [11), [t)2), ... |1N), to stan

kwantowy |W¥) zlozonego ukladu fizycznego U jest iloczynem
tensorowym

V) = |¥1) ® [Y2) ® ... ® [¥N) . (18)

Oznacza to, ze stan kwantowy |¥) zlozonego ukladu fizycznego
zbudowany jest ze wszystkich stanéw « wszystkich poduktadow
uj, czyli ze standw [1); ).



Liczba stanéw podukladéw uzytych do konstrukeji stanu |¥)
jest rowna N D, gdzie D jest wymiarem przestrzeni Hilberta
poduktadu (zakladamy, ze D jest jednakowe dla kazdego
poduktadu u;).
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Prawa mechaniki kwantowej sa formutowane w postaci
postulatéow, ktorych spelnienie postulujemy i ktore nie sa
wyprowadzalne z zadnych innych bardziej podstawowych
praw.



Prawa mechaniki kwantowej sa formutowane w postaci
postulatéow, ktorych spelnienie postulujemy i ktore nie sa
wyprowadzalne z zadnych innych bardziej podstawowych
praw.

Stusznosé postulatéw mechaniki kwantowej opiera si¢ na
zgodnosci z doswiadczeniem wnioskow i wynikéw iloéciowych z
nich wynikajacych.



Prawa mechaniki kwantowej sa formutowane w postaci
postulatéow, ktorych spelnienie postulujemy i ktore nie sa
wyprowadzalne z zadnych innych bardziej podstawowych
praw.

Stusznosé postulatéw mechaniki kwantowej opiera si¢ na
zgodnosci z doswiadczeniem wnioskow i wynikéw iloéciowych z
nich wynikajacych.

W takim podejsciu odnajdujemy analogie z wprowadzeniem
réwnan ruchu mechaniki klasycznej, ktorych takze nie da sie
wyprowadzi¢ z innych bardziej fundamentalnych zasad.



Prawa mechaniki kwantowej sa formutowane w postaci
postulatéow, ktorych spelnienie postulujemy i ktore nie sa
wyprowadzalne z zadnych innych bardziej podstawowych
praw.

Stusznosé postulatéw mechaniki kwantowej opiera si¢ na
zgodnosci z doswiadczeniem wnioskow i wynikéw iloéciowych z
nich wynikajacych.

W takim podejsciu odnajdujemy analogie z wprowadzeniem
réwnan ruchu mechaniki klasycznej, ktorych takze nie da sie
wyprowadzi¢ z innych bardziej fundamentalnych zasad.
Oznacza to, ze réwnania ruchu Newtona sg postulatami
mechaniki klasycznej.
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Postulat 0

Niektérzy autorzy przyjmuja sposoéb konstrukcji wektora stanu
zlozonego ukladu fizycznego [por. wzér (18)] za jeden z
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Postulat 0

Niektérzy autorzy przyjmuja sposoéb konstrukcji wektora stanu
zlozonego ukladu fizycznego [por. wzér (18)] za jeden z
postulatow mechaniki kwantowej.

W wyktadzie tym proponuje, aby wzér (18) byl zerowym
postulatem mechaniki kwantowe;j.
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Przestrzen Hilberta wektor6éw stanu uktadu U
zlozonego z podukladéw u; znajdujacych si¢ w stanach

[¥;) (j =1,...,N) jest iloczynem tensorowym podprzestrzeni
Hilberta poduktadéw u;, co mozna zapisa¢ jako
W) = [¢1) ® [the) ® ... ® [Yn) , (19)

gdzie | V) jest wektorem stanu uktadu U.
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Postulat 1

Kazdy uktad fizyczny jest catkowicie opisany przez
unormowany wektor stanu [¢(t)) nalezacy do przestrzeni
Hilberta ‘H wektoréw stanu uktadu.

Réwnowazny opis zapewnia znajomosé funkcji falowej uktadu

Plg,t) = {glv(t)) € F, (20)

ktéra odpowiada wektorowi |1 (t)) € H.

Uwaga: Wektor stanu zalezy od czasu t.



Opis catkowity oznacza, ze kazda dostepna informacje
dotyczaca uktadu fizycznego mozna otrzymacé znajac wektor
stanu | (t)) (funkcje falowa 1(q,t)) za pomoca regul podanych
w kolejnych postulatach.
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Jezeli uktad fizyczny jest zlozony z N jednakowych czastek,
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Interpretacja fizyczna wieloczgstkowej funkcji falowej

Jezeli uktad fizyczny jest zlozony z N jednakowych czastek,
ktore w chwili ¢ znajduja sie w polozeniach r = (rq1,ra,...,ry),
to N-czastkowa funkcja falowa ¢ (ry,r,...,ry,t) pozwala na
wyznaczenie gestosci prawdopodobienstwa

op(r1,ra, .. eN 1) = [(r1,ra, . eN, ) (21)



Wyznaczamy stad prawdopodobienstwo znalezienia uktadu w
stanie kwantowym |1¢) z polozeniami czastek zawartych w
przedziatach

(21, x1 + dx1], [y, y1 + dy], [21, 21 + dz1], [22, 22 + daa], . ..

jako

de,t = ’1/)(1’1,1‘2, e ,I‘N,t)‘2d37"1d37“2 . e dSTN , (22)
przy czym
r1 = (21,91,21),r2 = (22,92, 22), - .-, TN = (TN, YN, 2N)-
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Unormowanie wektora stanu

W®lp#) =1 vit.

(23)
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Unormowanie wektora stanu

(W@)p@) =1 Vit.
Unormowanie funkcji falowej

[artenE =1 v,

gdzie calkujemy po calej 3N-wymiarowej przestrzeni.
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b — 1 = e’ (25)
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Faza funkcji falowej

(1) Faza globalna

Jezeli dokonamy nastepujacej transformacji funkcji falowej,
w_>¢/:¢ei@ 7 (25)
gdzie © jest liczba rzeczywista, to

op = [W'* = [9[e®)? = |9 = oy . (26)

— Pomnozenie funkcji falowej przez czynnik fazowy €'© nie
zmienia gestosci prawdopodobienstwa.



— Funkcja falowa okreslona jest z dokladnoscia do czynnika
fazowego €'©, przy czym © nazywamy faza globalng funkcji
falowej.



— Funkcja falowa okreslona jest z doktadnoscia do czynnika
fazowego €'©, przy czym © nazywamy faza globalng funkcji
falowej.

Transformacja (25) nie powoduje zadnych zmian wlasnosci
fizycznych uktadu.



— Funkcja falowa okreslona jest z doktadnoscia do czynnika
fazowego €'©, przy czym © nazywamy faza globalng funkcji
falowej.

Transformacja (25) nie powoduje zadnych zmian wlasnosci
fizycznych uktadu.

W szczegoblnosei nie ulega zmianie wartosé¢ oczekiwana
operatora €2, ktéra jest wynikiem pomiaru (Postulat IIT).



— Funkcja falowa okreslona jest z doktadnoscia do czynnika
fazowego €'©, przy czym © nazywamy faza globalng funkcji
falowej.

Transformacja (25) nie powoduje zadnych zmian wlasnosci
fizycznych uktadu.

W szczegoblnosei nie ulega zmianie wartosé¢ oczekiwana
operatora €2, ktéra jest wynikiem pomiaru (Postulat IIT).

(W|Qp) = @'|Qy) = (Ye©|Qlpe®) = (Y[QY) . (27)
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Rozwazmy unormowany stan kwantowy w postaci



(2) Faza wzgledna

Przyktad

Rozwazmy unormowany stan kwantowy w postaci

L L
) = 5100+ eI

(28)



(2) Faza wzgledna

Przyktad

Rozwazmy unormowany stan kwantowy w postaci
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We wzorze (28) wystepuje czynnik fazowy e z faza wzgledna
6.
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Rozwazmy unormowany stan kwantowy w postaci

) = )+ —=e?l1) . (28)

|0
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We wzorze (28) wystepuje czynnik fazowy e z faza wzgledna
0.
Obliczmy wartosé oczekiwang operatora hermitowskiego Ow
stanie (28).



(2) Faza wzgledna

Przyktad
Rozwazmy unormowany stan kwantowy w postaci
1) . (28)

¥) = )+

0+ 75

We wzorze (28) wystepuje czynnik fazowy e z faza wzgledna
0.

Obliczmy wartosé oczekiwang operatora hermitowskiego Ow
stanie (28).

(WIOl) = S(01000) + S + Re(e®) 010]1)  (29)



Obliczmy warto$é oczekiwana (29) dla 6 = 0 (wtedy ) = +1)
oraz dla § =  (wtedy e = —1).



Obliczmy warto$é oczekiwana (29) dla 6 = 0 (wtedy ) = +1)
oraz dla § = m (wtedy € = —1). Otrzymujemy

(IBl) = (01010 + SO £ (00 (30)



Obliczmy warto$é oczekiwana (29) dla 6 = 0 (wtedy ) = +1)
oraz dla § = m (wtedy € = —1). Otrzymujemy

(IBl) = (01010 + SO £ (00 (30)

—> Warto$¢ oczekiwana operatora Q, czyli wynik pomiaru,
zalezy od fazy wzglednej stanéw bazy.
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Kazdej wielkoéci fizycznej € przyporzadkowany jest pewien
operator hermitowski 2 okredlony w przestrzeni Hilberta H
wektoréw stanu [¢(t)) (lub w przestrzeni F funkcji falowych

Y(g,1)).



Postulat 11

Kazdej wielkoéci fizycznej € przyporzadkowany jest pewien
operator hermitowski 2 okredlony w przestrzeni Hilberta H
wektoréw stanu [¢(t)) (lub w przestrzeni F funkcji falowych

Y(g,1)).

Q—Q (31)
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Przypomnienie

Definicja operatora sprzezonego po hermitowsku

Q) = (p|Qw)



Przypomnienie

Definicja operatora sprzezonego po hermitowsku

(Qple) = (0l) (32)

Definicja operatora hermitowskiego

Qf =0 (33)
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Definicja operatora sprzezonego po hermitowsku

Q) = (p|Qw)

Definicja operatora hermitowskiego

Qf =0

Zgodnie z definicja (32) elementy macierzowe operatora
hermitowskego posiadaja wtasnosé

(plQy) = WIQlp)* .

(33)



Przypomnienie

Definicja operatora sprzezonego po hermitowsku

Q) = (p|Qw)

Definicja operatora hermitowskiego

Qf =0

Zgodnie z definicja (32) elementy macierzowe operatora
hermitowskego posiadaja wtasnosé

(plQy) = WIQlp)* .

Jezeli |p) = |¢), to z wlasnosci (34) wynika, ze wartosci
oczekiwane operatora hermitowskiego sa rzeczywiste

(W|Qp) = (W|Qfp)* .

(33)



Przyporzadkowania wielkoSciom fizycznym operatoréw
dokonujemy za pomoca regul kwantowania.
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Przyktady regul kwantowania

wielko$¢ fizyczna

operator
x = wspolrzedna z-owa czastki rT==x
7 = (z,y, z) = wektor polozenia czastki 7= (&,7,2) = (z,y, 2)



Przyktady regul kwantowania

wielko$¢ fizyczna

operator
x = wspolrzedna z-owa czastki rT==x
7 = (z,y, z) = wektor polozenia czastki 7

7
p, = skladowa x-owa pedu czastki Py = —ih-Z
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wielko$¢ fizyczna

x = wspolrzedna z-owa czastki

7= (z,y, z) = wektor polozenia czastki
p, = skladowa x-owa pedu czastki

P = (P, Dy, p-) = wektor pedu czastki

operator



Przyktady regul kwantowania

wielko$¢ fizyczna

x = wspolrzedna z-owa czastki

7= (z,y, z) = wektor polozenia czastki
p, = skladowa x-owa pedu czastki

P = (P, Dy, p-) = wektor pedu czastki
Fiotay = H = energia catkowita czastki

operator
rT==x

ﬁ: (ﬁxaﬁyvﬁz) = —ihV
operator Hamiltona
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wielko$¢ fizyczna

x = wspolrzedna z-owa czastki

7= (z,y, z) = wektor polozenia czastki
p, = skladowa x-owa pedu czastki

D = (Px, Dy, p=) = wektor pedu czastki
Fiotay = H = energia catkowita czastki

(funkcja Hamiltona)

operator

rT==x

T = (:ia Y, 2) - (:1:7 Y, Z)
Py = —ihg;

ﬁ: (ﬁxaﬁyvﬁz) = —ihV
operator Hamiltona
(hamiltonian)



Przyktady regul kwantowania

wielko$¢ fizyczna

x = wspolrzedna z-owa czastki

7= (z,y, z) = wektor polozenia czastki
p, = skladowa x-owa pedu czastki

D = (Px, Dy, p=) = wektor pedu czastki
Fiotay = H = energia catkowita czastki

(funkcja Hamiltona)
H=T+U

operator

rT==x

T = (:ia ya 2) - (:1:7 Y, Z)
Py = —ihg;

ﬁ: (ﬁxaﬁyvﬁz) = —ihV
operator Hamiltona
(hamiltonian)

~

H=-Z2v210()
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Postulat III(A)
Pomiar w stanie wlasnym



Postulat III(A)
Pomiar w stanie wltasnym

Jezeli uklad fizyczny znajduje sie w stanie kwantowym |o)
bedacym stanem wlasnym operatora Q, to jedynym mozliwym
wynikiem pomiaru wielkosci fizycznej €2 jest jedna z wartos$ci
wlasnych operatora Q.



Postulat III(A) jest stuszny dla ukladu fizycznego znajdujacego
sie w stanie wlasnym operatora ().
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réwnanie wlasne
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Postulat III(A) jest stuszny dla ukladu fizycznego znajdujacego
sie¢ w stanie wlasnym operatora Q. Spelnione jest wtedy
réwnanie wlasne R

Qla) = wqla) (36)

~

) = operator hermitowski odpowiadajacy wielkoéci fizycznej Q



Postulat III(A) jest stuszny dla ukladu fizycznego znajdujacego
sie¢ w stanie wlasnym operatora (). Spelnione jest wtedy
réwnanie wlasne

Qla) = wala) (36)

) = operator hermitowski odpowiadajacy wielkoéci fizycznej Q
|a) = wektor wlasny operatora 2, przy czym |a) € H



Postulat III(A) jest stuszny dla ukladu fizycznego znajdujacego
sie¢ w stanie wlasnym operatora Q. Spelnione jest wtedy
réwnanie wlasne R

Qla) = wqla) (36)

~

) = operator hermitowski odpowiadajacy wielkoéci fizycznej Q
la) = wektor wlasny operatora §, przy czym |a) € H

wq = warto$¢ wlasna operatora Q (liczba rzeczywista, ktora
wyznaczamy jako wynik pomiaru)



Uwaga



Uwaga

Mierzac wielkos¢ fizyczng 2 w stanie wlasnym operatora 0
zawsze otrzymamy jako wynik pomiaru doktadnie okreslona
wartos¢ wlasna wq.



Uwaga

Mierzac wielkos¢ fizyczng 2 w stanie wlasnym operatora 0
zawsze otrzymamy jako wynik pomiaru doktadnie okreslona
wartos¢ wlasna wq.

— Prawdopodobienstwo otrzymania w wyniku pomiaru
wartosci wlasnej w, jest réwne 1.
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Wektory wlasne |a) tworza baze ortonormalng zupelng w
przestrzeni Hilberta H wektoréw stanu rozwazanego uktadu
fizycznego.
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(a|B) = dap ortonormalnosé (37)



Whioski z postulatu ITI(A)

Wektory wlasne |a) tworza baze ortonormalng zupelng w
przestrzeni Hilberta H wektoréw stanu rozwazanego uktadu
fizycznego.

(a|B) = dap ortonormalnosé (37)

Z la){a| =1 zupelnosé (38)



Jezeli |¢) jest dowolnym wektorem stanu nalezacym do
przestrzeni Hilberta H, to wektor ten mozna rozwina¢ w bazie
stanéw wlasnych {|a)} w sposéb nastepujacy:



Jezeli |¢) jest dowolnym wektorem stanu nalezacym do
przestrzeni Hilberta H, to wektor ten mozna rozwina¢ w bazie
stanéw wlasnych {|a)} w sposéb nastepujacy:

¥) = 1) = Z\a Haly) = capla) (39)



Jezeli |¢) jest dowolnym wektorem stanu nalezacym do
przestrzeni Hilberta H, to wektor ten mozna rozwina¢ w bazie
stanéw wlasnych {|a)} w sposéb nastepujacy:

W) = 1[ep) = Z\a Haly) = capla) (39)

gdzie wspélezynnik rozwiniecia cqyy = (1)) mozna
interpretowaé jako amplitude prawdopodobienstwa wystgpienia
stanu bazy « w rozwinieciu dowolnego stanu .



Jezeli |¢) jest dowolnym wektorem stanu nalezacym do
przestrzeni Hilberta H, to wektor ten mozna rozwina¢ w bazie
stanéw wlasnych {|a)} w sposéb nastepujacy:

W) = 1[ep) = Z\a Haly) = capla) (39)

gdzie wspélezynnik rozwiniecia cqyy = (1)) mozna
interpretowaé jako amplitude prawdopodobienstwa wystgpienia
stanu bazy « w rozwinieciu dowolnego stanu .

Zatem |cay|? wyznacza prawdopodobiefistwo wystapienia stanu
wlasnego operatora {2 w rozwazanym stanie kwantowym |v)
(ktéry na og6l nie jest stanem wlasnym operatora 2.
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Postulat III (B)
Pomiar w dowolnym stanie kwantowym

Jezeli uklad fizyczny znajduje sie w stanie kwantowym |[1)),
niekoniecznie bedacym stanem wtasnym operatora ﬁ, to w
wyniku serii M pomiaréw wielkosci €2 otrzymamy wartosé
oczekiwang (SAZ> operatora ).



Warto$é oczekiwana operatora ) w stanie kwantowym [t))
zdefiniowana jest jako



Warto$é oczekiwana operatora ) w stanie kwantowym [t))
zdefiniowana jest jako

(Q) = (¥]Qf) (40)



Warto$é oczekiwana operatora ) w stanie kwantowym [t))
zdefiniowana jest jako

(Q) = (¥]Qf) (40)

W reprezentacji polozeniowe;j

@ = [ dgv*(a.0)%(a. 1 (41)



Warto$é oczekiwana operatora ) w stanie kwantowym [t))
zdefiniowana jest jako

(Q) = (¥]Qf) (40)

W reprezentacji polozeniowe;j

@ = [ dgv*(a.0)%(a. 1 (41)

przy czym catkowanie biegnie po calej dostepnej przestrzeni
wspolrzednych uogdélnionych q.



Definicja pomiarowa wartosci oczekiwanej



Definicja pomiarowa wartosci oczekiwanej

Wartos¢ oczekiwang (Srednia) wielkosci Q dla serii M
pomiaréw obliczamy jako

def

(Q) = lim — Znawa ,

M—oo M
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pomiaréw obliczamy jako

(Q) “otm — Z NaWa (42)

M—oo M

gdzie n, = krotnoé¢ otrzymania w serii M pomiaréw wartosci
wlasnej wq,
K = liczba wszystkich wartosci wlasnych w, (na ogét K = o0),



Definicja pomiarowa wartosci oczekiwanej

Wartos¢ oczekiwang (Srednia) wielkosci Q dla serii M
pomiaréw obliczamy jako

(Q) “otm — Z NaWa (42)

M—oo M

gdzie n, = krotnoé¢ otrzymania w serii M pomiaréw wartosci
wlasnej wq,

K = liczba wszystkich wartosci wlasnych w, (na ogét K = o0),
we = wartoé¢ wlasna operatora () w stanic |c).



Definicja pomiarowa wartosci oczekiwanej

Wartos¢ oczekiwang (Srednia) wielkosci Q dla serii M
pomiaréw obliczamy jako

(Q) “otm — Z NaWa (42)

M—oo M

gdzie n, = krotnoé¢ otrzymania w serii M pomiaréw wartosci
wlasnej wq,

K = liczba wszystkich wartosci wlasnych w, (na ogét K = o0),
we = wartoé¢ wlasna operatora () w stanic |c).

K
=3 na
a=1
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‘Whnioski

Jezeli uklad fizyczny znajduje sie w stanie kwantowym |¢), nie
bedacym stanem wlasnym operatora Q, to amplituda
prawdopodobienstwa otrzymania w wyniku pomiaru wielkosci
fizycznej Q) wartosci wlasnej w, wynosi



‘Whnioski

Jezeli uklad fizyczny znajduje sie w stanie kwantowym |¢), nie
bedacym stanem wlasnym operatora Q, to amplituda
prawdopodobienstwa otrzymania w wyniku pomiaru wielkosci
fizycznej Q) wartosci wlasnej w, wynosi

Cany = ([1)) (43)
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spelnione jest réwnanie wtasne
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spelnione jest réwnanie wtasne
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wartosci wlasnej
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Jezeli 1) = [1q) jest stanem wlasnym operatora Q, to
spelnione jest réwnanie wtasne

Q’¢a> = Walta) -

Wtedy wartosé oczekiwana wielkoéci fizycznej €2 jest réwna
wartosci wlasnej

<Q> = w<%\%> = Wa

=—> wynikiem pomiaru wielkosci €2 jest jedna z wartosci
wilasnych wg



Jezeli 1) = [1q) jest stanem wlasnym operatora Q, to
spelnione jest réwnanie wtasne

Q’¢a> = Walta) -

Wtedy wartosé oczekiwana wielkoéci fizycznej €2 jest réwna
wartosci wlasnej

<Q> = w<%\%> = Wa

=—> wynikiem pomiaru wielkosci €2 jest jedna z wartosci
wilasnych wg
Zatem wracamy do postulatu III (A).
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Postulat III opisuje zwiazek pomiedzy teoria kwantowa a
pomiarami kwantowymi.



Postulat III (C)
Ogoélne sformutowanie

Postulat III opisuje zwiazek pomiedzy teoria kwantowa a
pomiarami kwantowymi. Jest to bardzo wazny postulat
mechaniki kwantowej, a jego dobre zrozumienie jest konieczne
dla studiowania podstaw teoretycznych i eksperymentalnych
obliczen kwantowych.



Postulat III (C)
Ogoélne sformutowanie

Postulat III opisuje zwiazek pomiedzy teoria kwantowa a
pomiarami kwantowymi. Jest to bardzo wazny postulat
mechaniki kwantowej, a jego dobre zrozumienie jest konieczne
dla studiowania podstaw teoretycznych i eksperymentalnych
obliczen kwantowych.

Warto go zatem sformutowaé w inny, nieco ogoélniejszy sposob.
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operatoréw pomiaru. Operatory M, dzialaja na wektory
stanu [¢) ukladu kwantowego poddanego pomiarom.



Postulat IIT (C)

Pomiary kwantowe opisane sa za pomoca zbioru {M\m}
operatoréw pomiaru. Operatory Mm dziataja na wektory
stanu [¢) ukladu kwantowego poddanego pomiarom. Wskaznik
m oznacza wynik pomiaru, ktéry mozemy otrzymaé w
eksperymencie.
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Postulat IIT (C)
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p(m) = (Y| M}, My |¥) | (44)

a stan ukladu bezposrednio po wykonaniu pomiaru dany jest
wzorem



Postulat IIT (C)

Pomiary kwantowe opisane sg za pomocg zbioru {M\m}
operatoréw pomiaru. Operatory M, dzialaja na wektory
stanu [¢) ukladu kwantowego poddanego pomiarom. Wskaznik
m oznacza wynik pomiaru, ktéry mozemy otrzymaé w
eksperymencie. Jezeli uklad kwantowy jest w stanie [¢)
bezposrednio przed wykonaniem pomiaru, to
prawdopodobienstwo otrzymania wyniki m wynosi

p(m) = (Y| M}, My |¥) | (44)

a stan ukladu bezposrednio po wykonaniu pomiaru dany jest
wzorem

mej>
M, M, )1/

|wafte'r> - (45)

(¢
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Uwaga
W obecnych rozwazaniach wynik pomiaru m ma ogélniejsze
znaczenie niz w sformutowaniach I11(A,B).



Uwaga

W obecnych rozwazaniach wynik pomiaru m ma ogélniejsze
znaczenie niz w sformutowaniach III(A,B). Obecnie otrzymanie
wyniku m moze oznaczaé¢ uzyskanie informacji o tym, ze
dwustanowy uklad fizyczny znajduje sie w jednym ze stanéw
bazy |0) lub |1), ktérym przypisujemy odpowiednio wyniki
pomiaru 0 lub 1.



Operatory pomiarowe spelniaja relacje zupelnosci



Operatory pomiarowe spelniaja relacje zupelnosci

ST MM, =1.
m

(46)



Operatory pomiarowe spelniaja relacje zupelnosci

ST MM, =1. (46)

m

Relacja zupelnosci jest rownowazna wlasnoéci sumowania sie
prawdopodobienstw do jedynki



Operatory pomiarowe spelniaja relacje zupelnosci
ST MM, =1. (46)
m

Relacja zupelnosci jest rownowazna wlasnoéci sumowania sie
prawdopodobienstw do jedynki

> (M, M) = D p(m) = 1. (47)

m
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Pomiar kubitu w bazie obliczeniowej

Dokonujemy pomiaréw na pojedynczym kubicie

) = aol0) + a1[1) .
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Dokonujemy pomiaréw na pojedynczym kubicie
|¢) = a0|0) + a[1) . (48)

Pomiary te zdefiniowane sa za pomoca dwoch operatorow
pomiarowych My = [0)(0] i M; = |1)(1].
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operatoréow jest hermitowski, a ponadto



Prosty, lecz wazny przyklad pomiaru:
Pomiar kubitu w bazie obliczeniowej

Dokonujemy pomiaréw na pojedynczym kubicie
|¢) = a0|0) + a[1) . (48)

Pomiary te zdefiniowane sa za pomoca dwoch operatorow
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Prosty, lecz wazny przyklad pomiaru:
Pomiar kubitu w bazie obliczeniowej

Dokonujemy pomiaréw na pojedynczym kubicie
|¢) = a0|0) + a[1) . (48)

Pomiary te zdefiniowane sa za pomoca dwoch operatorow
pomiarowych My = |0)(0] i M; = |1)(1|. Kazdy z tych
operatoréow jest hermitowski, a ponadto

W2 = 3, 372 = 3,
Spelniona jest zatem relacja zupetnosci

f:Mg]/\Zo—F]/\ZIMl:M()—FMl (49)
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Jezeli wykonamy pomiar nad ukltadem kwantowym w stanie
(48), to otrzymamy stan bazy |0), czyli wynik 0, z
prawdopodobienstwem

p(0) = (Y| MIMo|p) = (| MZ|) = (| Mo|w) = |aol> . (50)

Podobnie, prawdopodobienstwo otrzymania wyniku 1 wynosi
p(1) = |a1|2. W obu tych przypadkach stan uktadu bezposérednio
po wykonaniu pomiaru obliczamy — zgodnie z (45) — jako

Moly) a
0 0 0
wafter ’a0| ‘CL()" > ) ( )
M P ay
L LN (52)

] ai]



Zgodnie z wlasno$cia dowolnoéci fazy globalnej pomnozenie
stanu przez czynniki a;/|a;|, (j =0, 1), ktére posiadaja modut
rowny 1, nie zmienia wtasnosci fizycznych tego stanu, a zatem
czynniki te mozna zignorowaé, co oznacza, ze efektywnie w
wyniku pomiaru otrzymamy stany bazy obliczeniowej |0) lub

).
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Pomiary rzutowe

Definicja pomiaru rzutowego
Pomiar rzutowy opisany jest za pomoca operatora pomiaru M o
rozkladzie spektralnym

=Y mb,. (53)
m
przy czym
By = [m)(m| (54)

jest operatorem rzutowym (projektorem) na stan wlasny
operatora M do wartoéci wlasnej m, gdzie

M|m) = m|m) . (55)
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Jezeli wykonamy pomiar ukladu kwantowego w stanie [¢), to
otrzymamy wynik m z prawdopodobienstwem

p(m) = (Y| Pr|b) . (56)

Bezposrednio po wykonaniu pomiaru uktad kwantowy znajdzie
sie w stanie

Pult)

|'¢after> = p(m) )

(57)
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Pomiary rzutowe sa szczegdlnym, lecz waznym, przypadkiem
og6lnego postulatu III(C).

W celu wykazania tej wlasnosci zalézmy, ze operatory
pomiarowe M,, s projektorami ortogonalnymi, tzn. sa
hermitowskie i spelniaja warunki ortogonalnosci

My M, = s My, - (58)

Przy tych zalozeniach Postulat III(C) redukuje si¢ do pomiaru
rzutowego.
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Dowolny operator O o wartoéciach wtasnych w,, posiada
nastepujacy rozklad spektralny wyrazony za pomoca
operatoréw rzutowych

Q=3 walm)(m|,

przy czym spelnione sa rownania wlasne

Q|m) = wy|m) .

Np. rozklad spektralny hamiltonianu
H=7) E|E)E|,
E

gdzie R
H|E) = E|E) ,

a |E) jest stanem wlasnym do wartosci wlasnej energii F.

(64)
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Postulat IV jest kwantowym réwnaniem ruchu.

Jest on kwantowym odpowiednikiem réwnan ruchu
mechaniki klasycznej, np. 11 zasady dynamiki Newtona.
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Postulat IV

Ewolucja w czasie stanu uktadu kwantowego opisana jest
zaleznym od czasu réwnaniem Schrédingera

SO0 _ g
in= S = Al(b)

gdzie H jest hamiltonianem uktadu.

(65)
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Jezeli znamy stan uktadu w chwili ¢ = 1, to mozemy
jednoznacznie okredli¢ stan uktadu w chwili ¢ = 9 jako

[Ut2)) = exp [‘H“,_j‘“)] 9(t1)) (66)

Wzér (66) podaje rozwiazanie réwnania Schrédingera (65) w

postaci operatorowe;j.

Definiujemy operator ewolucji w czasie jako
> [—Zf[(tz —tl)]

U(t1,t2) = exp - (67)
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Rozwiazanie réwnania Schrédingera (65) mozna wyrazié¢ za
pomoca operatora ewolucji w czasie

[Y(t2)) = U(ty, t2)[1(t1)) - (68)

Operator ewolucji w czasie jest operatorem unitarnym, tzn.

~

ut=0"1. (69)



Stany stacjonarne



Stany stacjonarne

Jezeli hamiltonian uktadu nie zalezy od czasu, to ewolucja
czasowa stanu dana jest wzorem



Stany stacjonarne

Jezeli hamiltonian uktadu nie zalezy od czasu, to ewolucja
czasowa stanu dana jest wzorem

[9(0)) = expl—i’ (¢ — to)]é(to))

(70)



Stany stacjonarne

Jezeli hamiltonian uktadu nie zalezy od czasu, to ewolucja
czasowa stanu dana jest wzorem

[9(0)) = expl—i’ (¢ — to)]é(to))

gdzie | (tp)) jest stanem ukladu w chwili poczatkowej ¢.

(70)



Stany stacjonarne

Jezeli hamiltonian uktadu nie zalezy od czasu, to ewolucja
czasowa stanu dana jest wzorem

[9(6) = expl-i3 (¢ ~ to)]lb (1) (70)

gdzie | (tp)) jest stanem ukladu w chwili poczatkowej ¢.
Wzér (70) definiuje stan stacjonarny ukladu.
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postaé



Stan stacjonarny (70) zapisany za pomoca funkcji falowej ma
postaé

9(a,t) = expl=i (¢ — o)} (g, ) ()

gdzie g oznacza zbiér wspoélrzednych okreslajacych potozenia
czastek uktadu kwantowego.



Przyktad: spin elektronu
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Rozwazymy stany kwantowe czastki o spinie 1/2, np. elektronu.

Operator spinu 1/2 ma postaé

gdzie
O =0z€; +0yey +0€;,

Przy czym oz, . = 0; ) 53 macierzami Pauliego

{01 (0 =i (1 0
2=\ 1 0)°% i 0o )% {0 <1
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Operatory (74) nie komutuja z soba
[0i,05] #0dlai#j, (75)

natomiast komutuja z operatorem o2, czyli zachodzi relacja
komutacji
[0i,0%] =0. (76)

Oznacza to, ze dwie rézne sktadowe spinu nie sg jednoczesnie
mierzalne, natomiast kazda ze skladowych spinu jest
wspotmierzalna z kwadratem spinu.
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Operator z-owej sktadowej spinu

h hf1 0

jest diagonalny, a zatem jego wartoSciami wlasnymi sa: +h/2 i
—h/2. Stany wlasne operatora s, maja postaé¢ spinoréw

|o>=(3>7 |1>=(‘1)>. (79)

Stan |0) odpowiada wartosci wlasnej +h/2, a stan wlasny 1)
odpowiada wartosci wlasnej —h/2.



Wartoéé wlasna operatora s? = (h/2)2a? obliczamy korzystajac
z wlasnoéci macierzy Pauliego



Wartoéé wlasna operatora s? = (h/2)2a? obliczamy korzystajac
z wlasnoéci macierzy Pauliego

ol=02=02=1. (79)

T y z



Wartoéé wlasna operatora s? = (h/2)2a? obliczamy korzystajac
z wlasnoéci macierzy Pauliego

aizaizaizi. (79)

Stad warto$é wlasna operatora kwadratu spinu wynosi 342 /4.
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Dowolny stan spinowy (kubit spinowy) ma postaé
[v) = aol0) + a1]1) , (80)

przy czym |ag|? + |a1|?> = 1. Amplitudy ag i a1 podaja
prawdopodobiefistwa znalezienia elektronu w stanie |0) lub |1):

po=laol*, p1=la|*. (81)
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Stan (80) nie jest stanem wlasnym operatora o,. Obliczmy
warto$¢ oczekiwana tego operatora w stanie (80), czyli

(o) =laol? (3 ) +lasP? (-5 (52)

We. (82) dokonujac pomiaru z-owej sktadowej spinu w stanie
|4) otrzymamy wynik +£4/2 z prawdopodobienstwem py = |ag|?
lub wynik —h/2 z prawdopodobiefstwem p; = |as|?.
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Operatory rzutowe na stany wiasne |0) i |1) maja postaé

(o) 0)-(56)
re= (V)0 =(0Y)

(83)

(84)
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