I11.

MECHANIKA KWANTOWA

W JEZYKU OPERATOROW
GESTOSCI
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Uktad kwantowy moze by¢ opisany za pomocg operatoréw i
wektoréw stanu w przestrzeni Hilberta lub za pomoca operatora
gestoéci. Opis uktadu kwantowego za pomocg operatora gestosci
jest bardziej ogdlny, a poza glebszy i bardziej precyzyjny. Nie
jest on jednak sprzeczny z dotychczasowym opisem.

Zaletami zastosowania operatora gestosci do opisu uktadu
kwantowego sa:

» wnikniecie w istote pomiaru kwantowego, co prowadzi do
kwantowej teorii pomiaru,
» sformutowanie praw kwantowej mechaniki
statystycznej.
W rezultacie otrzymamy jednolity formalizm kwantowy i
poglebione sformutowanie postulatéw mechaniki kwantowe;j.
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Gdyby jednak takie wyodrebnienie uktadu izolowanego byto
niemozliwe, to do uktadu O nalezy wlaczy¢ wszystkie pozostate
obiekty we Wszechswiecie. Wtedy uktad O bylby reszta
Wszechswiata wzgledem rozwazanego uktadu U, nad ktérym
dokonujemy pomiaru.
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Oznaczmy symbolem x zbiér wspolrzednych przestrzennych
opisujacych polozenia wszystkich czastek w rozwazanym
uktadzie U, czyli

Tr = (I'l,I'Q, .. )

gdzie r; € U.
(W stosowanym zapisie opuszczam zmienng spinows,.)

Natomiast y niech oznacza zbiér wektoréw polozen wszystkich
czastek w otoczeniu O (reszcie Wszech$wiata).

y=(r],rh..)

gdzie v, € O.
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G,y t) = culy, pu(,t) - (1)

o
Bez zbytniego ograniczenia ogélnosci rozwazan mozna przyjac,
ze uktad U znajduje sie¢ w stanach stacjonarnych, czyli
i

@N(‘rv t) = QOM(I‘, O) exp(— hEMt) . (2)

Pamietajac o zaleznosciach od czasu (1) i (2) w dalszym ciagu —
w celu uproszczenia zapisu — opuszczam zmienng t.



Zapiszmy powyzsze wzory w notacji Diraca.



Zapiszmy powyzsze wzory w notacji Diraca. Jezeli {|¢,)} jest
zupelna baza ortonormalng w przestrzeni stanéow uktadu U, a
{Ina)} jest zupelna baza ortonormalna w przestrzeni stanéw
otoczenia O, to funkcje falowe maja nastepujaca postac:



Zapiszmy powyzsze wzory w notacji Diraca. Jezeli {|¢,)} jest
zupelna baza ortonormalng w przestrzeni stanéow uktadu U, a
{Ina)} jest zupelna baza ortonormalna w przestrzeni stanéw
otoczenia O, to funkcje falowe maja nastepujaca postac:

u = (z|ow) (3)

dla uktadu U, a



Zapiszmy powyzsze wzory w notacji Diraca. Jezeli {|¢,)} jest
zupelna baza ortonormalng w przestrzeni stanéow uktadu U, a
{Ina)} jest zupelna baza ortonormalna w przestrzeni stanéw
otoczenia O, to funkcje falowe maja nastepujaca postac:

u = (z|ow) (3)

dla uktadu U, a
N = (Yl7a) (4)

dla otoczenia O.



Zapiszmy powyzsze wzory w notacji Diraca. Jezeli {|¢,)} jest
zupelna baza ortonormalng w przestrzeni stanéow uktadu U, a
{Ina)} jest zupelna baza ortonormalna w przestrzeni stanéw
otoczenia O, to funkcje falowe maja nastepujaca postac:

ou = (T|pu) (3)
dla uktadu U, a
N = (Yl7a) (4)

dla otoczenia O.
Wektor stanu petnego uktadu, czyli i + O, ma postaé



Zapiszmy powyzsze wzory w notacji Diraca. Jezeli {|¢,)} jest
zupelna baza ortonormalng w przestrzeni stanéow uktadu U, a
{Ina)} jest zupelna baza ortonormalna w przestrzeni stanéw
otoczenia O, to funkcje falowe maja nastepujaca postac:

Pu = (zlew (3)

dla uktadu U, a
N = (Yl7a) (4)

dla otoczenia O.
Wektor stanu petnego uktadu, czyli i + O, ma postaé

%) =D dyalep)na) - (5)
Qo
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Y(x,y) = (7, y|v) = (z|(y[) .



Funkcja falowa uktadu ¢ + O moze by¢ zapisana jako
V(z,y) = (z,ylv) = (z[{y¥) . (6)
Podstawiajac (5) do (6) otrzymujemy

P(x,y) = dualzleu) (Ylna) - (7)

po
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rozwiniecia jako

cu(y) =D dua(ylna) -

Inaczej

Cu(y) = Z d,uana(y) .
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uktadu U, tzn.

Q| lma)) = (Qlpp)lna) - (10)

Operator ten nie zmienia stanéw |n,) otoczenia. Operator 0
musi by¢ jednak okreslony w przestrzeni standw {|p,)|na)}
calego uktadu U + O, a zatem nie moze mieé¢ zwyktlej postaci
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lecz ogdlniejsza postaé

Q=3 Qe (al(pul - (11)

pro
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W podprzestrzeni stanéw {|n,)} otoczenia O operator

Z M) (Na| = I

(12)



W podprzestrzeni stanéw {|n,)} otoczenia O operator
Z M) (Na| =1
«

jest operatorem jednostkowym.
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(Q) = () . (13)
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<ﬁ> = Z Q;U/Q,uzx ) (17)
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za pomoca macierzy gestosci

) =" owleulQley) - (16)
7%
Inaczej R
Q) = Z 0w (17)
nv

gdzie Q,, = (cp“]mgpl,).
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Definicja operatora gestosci

Wzér (15) moze postuzyé do zdefiniowania operatora g, ktéry
definiujemy za pomoca jego elementéw macierzowych w bazie
stanow {|p,)}

ou = (uldley) - (18)

Operator gestosci ¢ nazywany jest czesto operatorem
statystycznym.
Operator ¢ dziala w przestrzeni stanéw {|¢,)} ukladu U.
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Przeprowadzone w (14) obliczenie wartosci oczekiwanej
operatora Q zawiera podwdjne Sredniowanie:

(1) najpierw obliczamy Srednie kwantowo-mechaniczne
(gou|§]g0,,> za pomocy catkowania po
wspolrzednych przestrzennych x uktadu U,

(2) a nastepnie dokonujemy Sredniowanie po stanach
{|na)} otoczenia O za pomoca macierzy gestosci
Ouv-

Aby lepiej oznaczy¢ te procedure podwodjnego sredniowania,
lewa strone (13) czasem zapisuje sie jako

()
lub __

@,
gdzie goérna kreska oznacza Sredniowania po pewnym przedziale
czasu.
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wielkoéci 2 wyznaczamy nie jej wartos¢ chwilowa, lecz jej
wartos$¢ udredniong po przedziale czasu tpon,.
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Obliczenie éredniej po stanach {|¢,)} otoczenia O ma sens
usrednienia po czasie wielkosci mierzonej §2. Dokonujac pomiaru
wielkoéci 2 wyznaczamy nie jej wartos¢ chwilowa, lecz jej
wartos$¢ udredniong po przedziale czasu tpon,.

Ten przedzial czasu powinien by¢ krétki w poréwnaniu z
czasowy, zdolnoscig rozdzielcza t,.,4, przyrzadu pomiarowego,
ale dlugi w poréwnaniu z charakterystycznym czasem relaksacji
tre; mierzonego uktadu U.

Zatem powinny by¢ spelnione nieréwnosci

trep K tpom L rozds -
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o) e =1, (19)

mozna warto$¢ oczekiwang operatora O wyrazi¢ w inny sposob.
Zgodnie z (16) otrzymujemy
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Korzystajac z warunku zupelnosci bazy {|¢,)}, czyli

o) e =1, (19)

mozna warto$¢ oczekiwang operatora O wyrazi¢ w inny sposob.
Zgodnie z (16) otrzymujemy

Q@ = (puloleu)(eulQep)

%
= S (eulo > len) (eu] Qo)
1 v
i

= Z(w!é@wﬁ . (20)
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Wynik éredniowania mozna zapisaé jako
(@) =troQ, (21)
gdzie
rAYS" 4, (22)
”w

oznacza $lad macierzowej reprezentacji operatora A (w
skrocie méwimy o Sladzie operatora A). Inaczej §lad jest
sumyg elementéw diagonalnych macierzy.



Wtasnosci operatora gestosci
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Korzystamy z definicji (15) do obliczenia

Qlju = (Z dVad:Loz> = Zdﬂad;a = Ouv - (23)

Wiynika stad, ze macierz gestosci jest macierza hermitowska,
czyli operator gestosci jest operatorem hermitowskim.

—> Wartosci wlasne operatora gestosci sg liczbami
rzeczywistymi.
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Operator ¢ posiada ortonormalny zupelny zbiér stanéw
wlasnych spetniajacych réwnania wlasne

oli) = wili) |

gdzie w; sa rzeczywistymi warto$ciami wlasnymi.

(24)



Operator ¢ posiada ortonormalny zupelny zbiér stanéw
wlasnych spetniajacych réwnania wlasne

i) = wili | (24)

gdzie w; sa rzeczywistymi wartoSciami wlasnymi. Ponadto

(il7) = ZI



Operator gestosci mozna zapisa¢ w postaci



Operator gestosci mozna zapisa¢ w postaci

0= Zwilin :
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W dalszych rozwazaniach szczegdlnie wazne beda nastepujace
dwie wlasnosci operatora gestosci:

(1) Jezeli operator O jest operatorem jednostkowym, czyli
Q=1,to
trol =trp = Zwi . (26)

7

Natomiast wartos¢ oczekiwana operatora jednostkowego
obliczona wg. (13) wynosi

(I) = (Wly) =1. (27)

Z poréwnania (26) i (27) wynika, ze

dwi=1. (28)



(2) Jezeli operator €2 ma postaé
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(2) Jezeli operator €2 ma postaé

o)

=1l
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(2) Jezeli operator €2 ma postaé

o)

=1Nuls
to wg. (13) R
(Q) = (Wl (lv) = Gl > 0. (29)
Natomiast wg. (21)
(@) =troQ = trzi:wz-m@@\
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(2) Jezeli operator €2 ma postaé

o)

=1Nuls
to wg. (13) R
(Q) = (Wl (lv) = Gl > 0. (29)
Natomiast wg. (21)
(@ =troQ = tr Y wili) (ili){]
7 5y

- zk:wj%?%ﬁ:wk. (30)

{

Z poréwnania (29) i (30) wynika, ze

wg 2> 0. (31)
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Podsumowujac, wartosci wlasne operatora gestosci sg
nieujemnymi liczbami rzeczywistymi o sumie réwnej 1.
Biorac pod uwage wlasnosci (1) i (2) interpretujemy warto$é
wlasng w; jako jako prawdopodobienstwo tego, ze uklad
kwantowy U znajduje si¢ w stanie kwantowym [i).

Uwaga
Prawdopodobienstwa w; posiadaja wlasnosci klasyczne, tzn. nie
podlegaja kwantowej interferencji.
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Wilasno$é (x) §ladu operatora:

Slad operatora nie zalezy od macierzowej reprezentacji
tego operatora.

Przejscie do innej reprezentacji polega na dokonaniu
transformacji unitarnej

A =TTAT | (32)

przy czym Tt =171
Wilasno$é (x) zapisujemy w postaci

trA' =trA . (33)



Korzystamy z wlasnosci (*) i obliczamy $lad operatora @Q w
bazie stanéw wlasnych {|i)} operatora gestosci ¢
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Korzystamy z wlasnosci (*) i obliczamy $lad operatora @Q w
bazie stanéw wlasnych {|i)} operatora gestosci ¢

Q) = trof)

Z<j|@ﬁ|j>
Zwm i) (i[€25) =

Zwm\ﬁm

(34)



Korzystamy z wlasnosci (*) i obliczamy $lad operatora @Q w
bazie stanéw wlasnych {|i)} operatora gestosci ¢

(@) =troQ = Y (jlo0ly)
J
= Y wi (Gl iQl) = Y wililQi) . (34)
T i
Wynik obliczen (34) mozemy zapisa¢ w reprezentacji
macierzowej jako



Korzystamy z wlasnosci (*) i obliczamy $lad operatora @Q A
bazie stanéw wlasnych {|i)} operatora gestosci ¢

(@) =troQ = > (j60l)
J
= D wi {Jl)lQL) = Y wililQfi) . (34)
T i
Wynik obliczen (34) mozemy zapisa¢ w reprezentacji

macierzowej jako

Q) = wi; . (35)
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Podsumowanie

Wzér (35) podaje przepis na obliczenie wartosci oczekiwanej
operatora ﬁ, ktory dziala w przestrzeni stanéw uktadu U.
Przepis ten uwzglednia fakt obecnosci otoczenia O.

We wzorze (35) do obliczenia wartosci oczekiwanej
wykorzystujemy prawdopodobienstwa w;. Przypomina on zatem
odpowiedni wzor klasyczny na obliczanie wartoéci oczekiwanej

<Q>klas = Z w;f); .



Stany czyste i mieszane



Jezeli wszystkie wartoéci wlasne w; — za wyjatkiem jednej — sg
réwne zeru, czyli
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Jezeli wszystkie wartoéci wlasne w; — za wyjatkiem jednej — sg
réwne zeru, czyli

w; = 5ij N (36)

to uktad kwantowy jest w stanie czystym.

W przypadku przeciwnym uktad kwantowy znajduje sie¢ w
stanie mieszanym.

Stan czysty bedziemy oznaczaé¢ wskaznikiem

J= Z'p = ipure .



Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby
ukltad kwantowy byl w stanie czystym jest spelnienie
wlasnosci



Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby
ukltad kwantowy byl w stanie czystym jest spelnienie
wlasnosci

i*=0. (37)
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Dowdéd
(1) Warunek konieczny

Jezeli uktad jest w stanie czystym, to zachodzi
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Dowdéd
(1) Warunek konieczny

Jezeli uktad jest w stanie czystym, to zachodzi
Q - Z(Smp | - |ZP (Zp|

Wtedy

@2 = |ip><ip|ip><ip| = ‘ip><ip| =0
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(2) Warunek wystarczajacy

Zakladamy spelnienie wtasnosci

~2

Obliczamy lewa strone (40)

0°=20.

(40)



(2) Warunek wystarczajacy

Zakladamy spelnienie wtasnosci
=0

Obliczamy lewa strone (40)

L= wuw;i)(ilj) (j| = Zw2|
i



(2) Warunek wystarczajacy
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=0
Obliczamy lewa strone (40)
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(2) Warunek wystarczajacy

Zakladamy spelnienie wtasnosci
F=0.
Obliczamy lewa strone (40)
L= wuw;li)(ilj) (j| = Zw2|
]

Natomiast prawa strona (40) ma postaé

P = Zwm)(z

(42)
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L = P wtedy i tylko wtedy,

gdy w? = w;.

= w; = 0 lub w; = 1, czyli w; = 6.

A zatem ¢ = |i)(i|, czyli uklad jest w stanie czystym.



Obliczmy elementy macierzy gestoéci w dowolnej bazie {|p;)}
dla stanéw czystych i mieszanych.



Obliczmy elementy macierzy gestoéci w dowolnej bazie {|p;)}
dla stanéw czystych i mieszanych.
Dla stanu czystego |ip) otrzymujemy

0ij = (wildle;)



Obliczmy elementy macierzy gestoéci w dowolnej bazie {|p;)}
dla stanéw czystych i mieszanych.
Dla stanu czystego |ip) otrzymujemy

0ij = (pilolw;)
= (ilip)(iple;)



Obliczmy elementy macierzy gestoéci w dowolnej bazie {|p;)}

dla stanéw czystych i mieszanych.
Dla stanu czystego |ip) otrzymujemy

0ij = (pilolw;)
= (ilip)(iple;)

= (pilip){@ilip)” -



Obliczmy elementy macierzy gestoéci w dowolnej bazie {|p;)}
dla stanéw czystych i mieszanych.
Dla stanu czystego |ip) otrzymujemy

0ij = (pilolw;)
= (ilip)(iple;)
= ({@ilip) (@jlip)" - (43)

Natomiast dla stanéw mieszanych otrzymujemy bardziej ogélne

wyrazenie
0ij = Y _{wilk){p;lk)* - (44)
k
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Dyskusja

Wprowadzone na wykladzie 2. postulaty mechaniki
kwantowej sg stuszne wylacznie dla stanéw czystych.
Postulaty te sg podstawowymi prawami mechaniki kwantowej,
ktérych stosowalnosé jest ograniczona do stanéw czystych.
Zbiér standéw czystych jest wprawdzie dosé szeroki, jednak nie
obejmuje on wszystkich mozliwych stanéw kwantowych.
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jezyku wektoréw stanu tworzacych przestrzen Hilberta.
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Dotychczas postulaty mechaniki kwantowej byly formutowane w
jezyku wektoréw stanu tworzacych przestrzen Hilberta. Maja
one zastosowanie do takich przypadkéw, gdy do opisu uktadu
kwantowego wystarcza zbiér stanéw czystych {|ip)}.

Wtedy w kazdej chwili czasowej t uktad kwantowy znajduje sie
w jednym ze stanéw czystych |ip) z prawdopodobiefistwem

w;, = 1, a prawdopodobienstwo realizacji w ukltadzie innych
stanéw kwantowych |i), gdzie i # i,, jest réwne zero (w; = 0 dla

i # ip).



W opisie uktadu w stanie czystym na ogél (x) zaniedbujemy
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W opisie uktadu w stanie czystym na ogél (x) zaniedbujemy
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W opisie uktadu w stanie czystym na ogél (x) zaniedbujemy
oddzialywanie rozwazanego ukladu z otoczeniem (reszta
Wszechs§wiata), czyli traktujemy uktad U jako uklad
izolowany.

* Mozna jednak uwzglednia¢ oddziatywanie uktadu U z polami
zewnetrznymi, ktérych zrédlem jest otoczenie.
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Wynika stad potrzeba ogdlniejszego sformutowania postulatéow
mechaniki kwantowej, ktére beda stuszne takze dla stanéw
mieszanych. W tym celu mozna uzy¢ operatora gestodci.
Zastosowanie operatora gestosci pozwoli nam na uwzglednienie
w sposéb naturalny oddziatywania uktadu kwantowego z
otoczeniem.

Zajme sie tym w dalszej czesci tego wyktadu.



Macierz gestosci w reprezentacji
polozeniowej
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Przypominam, ze oznaczyliSmy symbolem x zbiér wektoréw
potozen czastek tworzacych uktad U. A zatem funkcja wtasna
operatora ¢ zapisana w reprezentacji potozeniowej ma postaé

i(z) = (2|i) . (45)

Macierz gestosci w reprezentacji potozeniowej jest zdefiniowana
jako
def n
o(@',z) = (2'[g]z) . (46)
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Wyznaczamy elementy macierzy gestosci w reprezentacji
polozeniowe;j.
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Wyznaczamy elementy macierzy gestosci w reprezentacji
polozeniowe;j.

oww) = (@] wiliile)
= S wila'li)ile)
= 3 wi)it(a)

i

(47)



Wyznaczamy elementy macierzy gestosci w reprezentacji
polozeniowe;j.

o(a',x) = (@' 3 wili)(ilz)
= Y wilaliile)
= Z w; i(2')i*(x) . (47)

i
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Wyznaczamy elementy macierzy gestosci w reprezentacji
polozeniowe;j.

o(a',x) = (@' 3 wili)(ilz)
= Y wilaliile)
= Z w; i(2')i*(x) . (47)

i

Dla stanu czystego |i,) otrzymujemy

o', x) = ip(a)ip(z) . (48)



Obliczamy teraz wartos¢ oczekiwana dowolnego operatora () za
pomoca macierzy gestosci w reprezentacji potozeniowej.



Obliczamy teraz wartos¢ oczekiwana dowolnego operatora () za
pomoca macierzy gestosci w reprezentacji potozeniowej.

(@) = troQ) = / da ()69 ) . (49)



Korzystajac z zupelnosci bazy {|z)} wektoréw wlasnych
operatora polozenia,
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/dw|x)(x! _ 7, (50)
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Korzystajac z zupelnosci bazy {|z)} wektoréw wlasnych
operatora potozenia, czyli

(w|0Qz)

[ dala)al = 1.

przeksztalcamy wyrazenie podcatkowe po prawej stronie (44)

(@lo ([ az'la) e ) )

[ o' wlolay o' 24)

(50)
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Korzystajac z zupelnosci bazy {|z)} wektoréw wlasnych
operatora potozenia, czyli

/dw|x)(x! _ 7, (50)

przeksztalcamy wyrazenie podcatkowe po prawej stronie (44)

(z|oQz) = (z|o (/daj |2")( >Q|5L’>
= [ ds'alala’) e 1)
= /dx’g(x,m’)Q(x’,:v) ; (51)

gdzie Q(z,2') = (2/|Qz) jest elementem macierzowym
operatora {2 w reprezentacji polozeniowe;j.



Ostatecznie

Q) = /dwd:n'g(a:,x')ﬁ(ac',x) .

(52)



Ostatecznie
@) = [ dede!ofe, 20 2). (52

Wzér (52) podaje sposéb obliczania wartosci oczekiwanej
operatora w reprezentacji polozeniowej za pomocg macierzy
gestosci.



Wartoéé oczekiwana operatora w reprezentacji potozeniowej
mozna réwniez obliczy¢ za pomocy pelnej funkcji falowej
Y (z,y) uktadu zlozonego z ukladu kwantowego U i otoczenia O.
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Wartoéé oczekiwana operatora w reprezentacji potozeniowej
mozna réwniez obliczy¢ za pomocy pelnej funkcji falowej

Y (z,y) uktadu zlozonego z ukladu kwantowego U i otoczenia O.
Stosujac ten sposob obliczania otrzymujemy

(@) = WIO) = [ duda'dys (@' )0 2ol y) . (53)

Poréwnujac wzory (52) i (53) otrzymujemy

o) = [ dyile,p)o () (54)
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gestosci
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Na podstawie (54) wyznaczymy element diagonalny macierzy
gestosci

@) = [ dylie.y). (55)

Element diagonalny macierzy gestoSci w reprezentacji
polozeniowej ma interpretacje gestosci prawdopodobienstwa
znalezienia ukladu U w stanie kwantowym [1)) o okreslonych
potozeniach x czastek rozwazanego uktadu przy dowolnych
polozeniach czastek otoczenia O.
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Na podstawie (54) wyznaczymy element diagonalny macierzy
gestosci

@) = [ dylie.y). (55)

Element diagonalny macierzy gestoSci w reprezentacji
polozeniowej ma interpretacje gestosci prawdopodobienstwa
znalezienia ukladu U w stanie kwantowym [1)) o okreslonych
potozeniach x czastek rozwazanego uktadu przy dowolnych
polozeniach czastek otoczenia O.

Wazna uwaga: Zawartos¢ informacji w funkcji falowej ¢(x)
uktadu U i elemencie diagonalnym o(x, z) macierzy gestosci jest
taka sama.
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Stad zwykly kwantowo-mechaniczny opis tego uktadu (za
pomoca stanéw czystych) nie jest wystarczajacy.



Dyskusja

Rozpatrywany uklad kwantowy U na ogdt nie znajduje sie w
stanie czystym |i,) wskutek oddzialywania z otoczeniem O.
Stad zwykly kwantowo-mechaniczny opis tego uktadu (za
pomoca stanéw czystych) nie jest wystarczajacy.

Pelny kwantowo-mechaniczny opis uktadu U otrzymujemy za
pomoca macierzy gestosci, ktéra uwzglednia stany mieszane
uktadu.



Roé6wnanie ruchu dla operatora gestosci



Reprezentacja (25) operatora gestoéci w bazie jego stanéw
wlasnych oznacza, ze w pewnej chwili czasu tg uktad kwantowy
U moze si¢ znajdowaé w stanie kwantowym |i) z
prawdopodobienstwem w;.
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operatora ¢ ulegaja zmianie, a zatem w dowolnej chwili czasu ¢
operator gestosci ma postaé
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Reprezentacja (25) operatora gestoéci w bazie jego stanéw
wlasnych oznacza, ze w pewnej chwili czasu tg uktad kwantowy
U moze si¢ znajdowaé w stanie kwantowym |i) z
prawdopodobienstwem w;. W miare uptywu czasu stany wlasne
operatora ¢ ulegaja zmianie, a zatem w dowolnej chwili czasu ¢
operator gestosci ma postaé

ot) = >_wili(®)) (i(1)] (56)

Prawdopodobienstwa w; sa wartoSciami wtasnymi operatora, a
wiec nie zaleza od czasu.



Wektory stanéw |i(t)) spelniaja zalezne od czasu réwnanie
Schrodingera
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Wektory stanéw |i(t)) spelniaja zalezne od czasu réwnanie
Schrodingera

od s
ih— |i(t)) = HIi()) (57)

gdzie H jest niezaleznym od czasu hamiltonianem uktadu i.
Korzystajac z (57) dla wektora stanu |i(t)) oraz z réwnania
sprzezonego wzgledem niego po hermitowsku

d

—tho (i(t)] = (i(t)| H (58)



Wektory stanéw |i(t)) spelniaja zalezne od czasu réwnanie
Schrodingera

od s
ih— |i(t)) = HIi()) (57)

gdzie H jest niezaleznym od czasu hamiltonianem uktadu i.
Korzystajac z (57) dla wektora stanu |i(t)) oraz z réwnania
sprzezonego wzgledem niego po hermitowsku

d

—tho (i(t)] = (i(t)| H (58)

dla wektora stanu (i(t)|



otrzymujemy réwnanie



otrzymujemy réwnanie

dp .~
h—S — [H. 5] .
ih— [H, 0],

gdzie [A, B] = AB — BA oznacza komutator operatoréw.



otrzymujemy réwnanie

do -
h— = |H, 9],
i =4, (59)

gdzie [A, B] = AB — BA oznacza komutator operatoréw.

Wzér (59) jest r6wnaniem ruchu dla operatora gestosci.



Dla poréwnania:
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Jezeli 00y /0t = 0, to operator Q zapisany w obrazie
Heisenberga spelnia nastepujace rownanie ruchu:



Dla poréwnania:
Jezeli 00y /0t = 0, to operator Q zapisany w obrazie
Heisenberga spelnia nastepujace rownanie ruchu:

Ay = oo
h = —[H,Qpgyl .
N L, 2




Dla poréwnania:
Jezeli 00y /0t = 0, to operator Q zapisany w obrazie
Heisenberga spelnia nastepujace rownanie ruchu:

dQ P
ih dtH = —[H,04] . (60)

Transformacja od obrazu Schrédingera (S) do obrazu
Heisenberga (H) dana jest wzorem



Dla poréwnania:
Jezeli 00y /0t = 0, to operator Q zapisany w obrazie
Heisenberga spelnia nastepujace rownanie ruchu:

dQ P
ih dtH = —[H,04] . (60)

Transformacja od obrazu Schrédingera (S) do obrazu
Heisenberga (H) dana jest wzorem

i

Qp = erfiQge H1 (61)



Operator gestosci w kwantowej mechanice
statystycznej



Jezeli uktad kwantowy U oddzialywuje z otoczeniem O, to na
0gol jego stany sa stanami mieszanymi.
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Jezeli uktad kwantowy U oddzialywuje z otoczeniem O, to na
0gol jego stany sa stanami mieszanymi. Prawdopodobientwa w;
zajmowania przez uktad U takich stanéw podlegaja prawom
kwantowej mechaniki statystycznej.

Oznacza to w szczegolnosci, ze wskutek usrednienia po czasie
nie obowigzuje kwantowo-mechaniczna wtasno$¢ interferencji
amplitud prawdopodobienstw.

Np. dla uktadu U, ktéry moze si¢ znajdowaé¢ w jednym z dwdch
stanéw |0) lub |1) odpowiednio z prawdopodobienstwami wg lub
w1 prawdopodobienstwo wg; tego, ze uktad U bedzie sie
znajdowal w stanie |0) lub w stanie |1) wynosi



Jezeli uktad kwantowy U oddzialywuje z otoczeniem O, to na
0gol jego stany sa stanami mieszanymi. Prawdopodobientwa w;
zajmowania przez uktad U takich stanéw podlegaja prawom
kwantowej mechaniki statystycznej.

Oznacza to w szczegolnosci, ze wskutek usrednienia po czasie
nie obowigzuje kwantowo-mechaniczna wtasno$¢ interferencji
amplitud prawdopodobienstw.

Np. dla uktadu U, ktéry moze si¢ znajdowaé¢ w jednym z dwdch
stanéw |0) lub |1) odpowiednio z prawdopodobienstwami wg lub
w1 prawdopodobienstwo wg; tego, ze uktad U bedzie sie
znajdowal w stanie |0) lub w stanie |1) wynosi

we1 = Wo + wy .



Natomiast nie zachodzi kwantowa interferencja amplitud
prawdopodobienstw, czyli
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Natomiast nie zachodzi kwantowa interferencja amplitud
prawdopodobienstw, czyli

wor # lant|* = |ao + a1|* = |ao|* + |a1|* + 2R(agar) ,

gdzie ostatni wyraz po prawej stronie jest wyrazem
interferencyjnym.



Zastosujemy prawa kwantowej mechaniki statystycznej do
wyznaczenia prawdopodobienstw.



Zastosujemy prawa kwantowej mechaniki statystycznej do
wyznaczenia prawdopodobienstw. Rozwazamy uktad kwantowy
U w réwnowadze termodynamicznej z otoczeniem O w
temperaturze 7. Uklad U moze zajmowaé stany wlasne |¢,)
hamiltonianu H o energiach E,,.



Zgodnie z podstawowg zasadag kwantowej mechaniki
statystycznej prawdopodobienstwo w,, tego, ze uktad U
znajduje sie w stanie |¢,) o energii E,, w temperaturze T
Wwynosi
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Boltzmanna, a



Zgodnie z podstawowg zasadag kwantowej mechaniki
statystycznej prawdopodobienstwo w,, tego, ze uktad U
znajduje sie w stanie |¢,) o energii E,, w temperaturze T
Wwynosi

w, = ie—,ﬁEH ’

Z
gdzie 3 = kT, kp = 1.38054 x 10723 J/K jest stala
Boltzmanna, a

Z = Z e PEw

I

jest suma statystyczna, ktéra stuzy do unormowania
prawdopodobienstw.



Sformultowanie postulatéw mechaniki
kwantowej za pomoca operatora gestosci



Postulaty mechaniki kwantowej mozna sformutowaé¢ uzywajac
operatora gestosci.



Postulaty mechaniki kwantowej mozna sformutowaé¢ uzywajac
operatora gestosci.

Otrzymujemy w ten sposob teori¢ kwantows adekwatna do
opisu uktadu ztozonego U + O, czyli do opisu standéw
mieszanych.
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Dowolny uktad fizyczny, stanowiacy cze$¢ lub catoéé¢ uktadu
izolowanego, jest kompletnie opisany za pomoca operatora
gestosci ¢ o postaci

o= wili)il (64

przy czym
(1) zbiér wektoréw wiasnych {|i)} jest zbiorem
ortonormalnym zupelnym, tzn. (i|j) = 6;; oraz

2ol =1,
7

(2) warto$ci wlasne operatora sg nieujemne, tzn.
wj 2 07

(3) $lad operatora ¢ jest rowny 1, czyli > w; = 1,
i



(4) wartosé¢ oczekiwana dowolnego operatora €2 dana
jest wzorem
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jest wzorem
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(4) wartosé¢ oczekiwana dowolnego operatora €2 dana
jest wzorem

(Q) = Zwi<i\ﬁli> : (65)

(5) operator gestosci podlega ewolucji czasowej
zgodnie z réwnaniem ruchu
do ~
he — [H, 5. 66
e = |11, ) (66)



Przyktad:
opis polaryzacji fotonéw za pomoca macierzy gestosci
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Dowolny stan czysty moze by¢ zapisany jako kombinacja
liniowa stanéw (67) i (68), czyli

o=(3)=+(2)(2)

przy czym |a|? + |b]? = 1.
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Korzystamy z reprezentacji macierzowej wektoréw stanu

) = ( Z ) (70)

(W= (a. v*) (71)

i obliczamy macierz gestoéci dla stanu czystego jako

e = [V

= (3) (e v)

oraz



Korzystamy z reprezentacji macierzowej wektoréw stanu

) = ( Z ) (70)

(W= (a. v*) (71)

i obliczamy macierz gestoéci dla stanu czystego jako
e = )Yl
_ a * *
- ( b (a0 b))

aa* , ab*
a ( ba*, bb* ) ’ (72)

oraz
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Nalezy zauwazy¢, ze dla okreslonego stanu czystego, np. dla
polaryzacji wzdluz osi x, wektor stanu (funkcja falowa)
wyznaczony jest z dokladnoscig do czynnika fazowego,
natomiast macierz gestoéci okreslona jest w pelni jednoznacznie.
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