KUBITY



Wyktad ten po$wiecony bedzie doktadniejszemu omowieniu
wlasnosci kubitéw.
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Przypominam definicje pojedynczego kubitu. Rozwazamy dwa
wybrane (ortonormalne) stany kwantowe ukladu kwantowego:
|0) i |1), ktére nazywamy stanami bazy obliczeniowej.
Kubit [¢) jest liniowa kombinacjg (superpozycja) tych
standw, czyli

1) % ao|0) + au|1) (1)

gdzie liczby zespolone ag i a1 sa amplitudami
prawdopodobienstwa. Oznacza to, ze prawdopodobienstwa
po 1 p1 znalezienia ukladu kwantowego w odpowiednich stanach
bazowych wynosza

Po = !CL0|2 y P11 = |001\2 . (2)
Spelniony jest warunek unormowania

|ag|2—|—|a1\2:po +p1:1. (3)



Geometryczna interpretacja kubitu: sfera Blocha



Geometryczna interpretacja kubitu: sfera Blocha

Korzystajac z warunku unormowania (3) mozna — bez utraty
ogolnosci — przepisaé definicje (1) jako



Geometryczna interpretacja kubitu: sfera Blocha

Korzystajac z warunku unormowania (3) mozna — bez utraty
ogolnosci — przepisaé definicje (1) jako

) = e© (e_i¢/2 cos g]O) + €"%/?sin g‘1>> ) (4)



Geometryczna interpretacja kubitu: sfera Blocha

Korzystajac z warunku unormowania (3) mozna — bez utraty
ogolnosci — przepisaé definicje (1) jako

) = e© (e_i¢/2 cos g]O) + €"%/?sin g‘1>> ) (4)

gdzie ©, 0 i ¢ sg liczbami rzeczywistymi.



Geometryczna interpretacja kubitu: sfera Blocha

Korzystajac z warunku unormowania (3) mozna — bez utraty
ogolnosci — przepisaé definicje (1) jako

. . 0 . 0
i) = € (e_’¢/2 cos 5]0) + €%/%gin 2\1>> , (4)
gdzie ©, 0 i ¢ sg liczbami rzeczywistymi. Na podstawie

dowolnosci fazy globalnej © mozemy zignorowaé czynnik fazowy
€'®, co prowadzi do uzytecznej postaci kubitu



Geometryczna interpretacja kubitu: sfera Blocha

Korzystajac z warunku unormowania (3) mozna — bez utraty
ogolnosci — przepisaé definicje (1) jako

. . 9 . 0
i) = € (e_’¢/2 cos 5]0) + €%/%gin 2\1>> , (4)
gdzie ©, 0 i ¢ sg liczbami rzeczywistymi. Na podstawie
dowolnosci fazy globalnej © mozemy zignorowaé czynnik fazowy

€'®, co prowadzi do uzytecznej postaci kubitu

i) = /2 cos g|0> + /2 sin g|1) . (5)



Geometryczna interpretacja kubitu: sfera Blocha

Korzystajac z warunku unormowania (3) mozna — bez utraty
ogolnosci — przepisaé definicje (1) jako

i) = € (e_i¢/2 cos g]O) + €%/%gin §\1>> , (4)
gdzie ©, 0 i ¢ sg liczbami rzeczywistymi. Na podstawie
dowolnosci fazy globalnej © mozemy zignorowaé czynnik fazowy
€'®, co prowadzi do uzytecznej postaci kubitu

—ip/2 0 ip/2 . 0
lY) =e cos §|0>+e sin §|1) . (5)

Postaé¢ (5) kubitu posiada interpretacje geometryczna w postaci
sfery Blocha.



Rysunek: 4.1. Sfera Blocha.
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Przestrzen Hilberta H(? stanéw dwukubitowych skonstruowana
jest jako iloczyn tensorowy jednokubitowych przestrzeni
Hilberta H, czyli H(?) = H ® H. Zgodnie z ta konstrukcja baza
obliczeniowa stanéw dwukubitowych zawiera 4 elementy:

100) , [01), |10), [11).
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Stan n-kubitowy

Przestrzen Hilberta, ktérej elementami sg stany n-kubitowe jest
iloczynem tensorowym

HY =He...0H .
~—_————

n razy

Baza obliczeniowa w przestrzeni stanéw n-kubitowych ma
postaé
|x) = |z122 .. . )

i zawiera 2™ elementéw.
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2" —1
’dO:: 2: @A$>a (8)
=0

przy czym spelniony jest warunek unormowania

2" —1

> laa*=1. (9)

=0
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kopie stanu |x1).
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kwantowa maszyna kopiujaca istnieje, czyli zachodzi (10).
Operator klonowania U musi by¢ uniwersalny, tzn. nie moze
zalezeé od stanu kopiowanego |x1). Jezeli zatem chcemy
skopiowa¢ dowolny inny stan |x2), to powinni$my otrzymaé

Ullx2)le)) = Ix2)Ix2) (11)

Stan |y2) jest dowolnym stanem, innym niz stan |x1), a zatem
w og6lnym przypadku stany te nie sa ortogonalne do siebie. W
dalszym ciggu zakladamy brak ortogonalnosci, czyli

{(X1lx2) #0. (12)
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Obliczmy teraz iloczyn skalarny

S = (x1[(6|UU|x2)|¢)

dwoma sposobami

(1) 5= (al{¢lx2)le) = (xalxa) ,

2

(2) S =(allxalx2)x2) = (xilx2)” -

Z poréwnania (1) i (2) wynika, ze albo

x1) = [x2)

albo
(x1lx2) =0.

(13)

(14)

(15)



Wynik (17) jest sprzeczny z zalozeniem (12) nieortogonalnosci
stanéw kopiowanych, natomiast wynik (16) oznacza, ze stan
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Wynik (17) jest sprzeczny z zalozeniem (12) nieortogonalnosci
stanéw kopiowanych, natomiast wynik (16) oznacza, ze stan
kopiowany byl znany (w drugim niezaleznym kopiowaniu musi
zachodzié tozsamo$¢ (16)).

W ten sposéb twierdzenie o zakazie klonowania kubitéw zostato
udowodnione.
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Wazna wlasno$¢ kwantowej maszyny kopiujacej

Stany ortogonalne moga podlega¢ wiarygodnemu
kopiowaniu.

—> Stany bazy obliczeniowej mogg by¢ kopiowane.
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pedzie p i polaryzacji €. Energia i ped powiazane sa z czestoscia
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Czestosc¢ i dtugoéé wektora falowego k pozwalajag na obliczenie
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CcC =

v
i
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oznaczamy symbolami |z) i |y). Stany fotonu spolaryzowanego
kolowo (|R),|L)) otrzymujemy jako kombinacje liniowe stanéw
|z) i |y). Fotonowi o prawoskretnej polaryzacji kolowej
odpowiada stan

1 .
|R) = E(I@ +ily)) , (21)

natomiast fotonowi o lewoskretnej polaryzacji kotowej
odpowiada stan

L) = 5 (lz) —ily)) - (22)
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liniowej za pomoca standéw polaryzacji kotowej

_ L

5 (1) +1L)) (23)

)

5

ly) = %(\FD —1L) - (24)

Stosowanie do opisu fotonéw stanéw polaryzacji kotowej jest
czesto wygodniejsze, poniewaz stany te nie wyrdzniaja zadnego
kierunku prostopadlego do kierunku ruchu fotonu.
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Rysunek: 4.2. Polaryzator i analizator.
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|0) = cosf|z) +sinf|y) . (25)

Amplituda prawdopodobienstwa tego, ze foton spolaryzowany w
kierunku 6 przejdzie przez analizator zorientowany pod katem «
wzgledem osi x dana jest wzorem

a(f@ — a) = cos(0 — a) = (o) , (26)

gdzie |a) oznacza stan fotonu spolaryzowanego liniowo zgodnie
z katem polaryzacji analizatora. Korzystajac z (26)
wyznaczamy prawdopodobienstwo przejécia przez analizator
fotonu padajacego w stanie |6)

p(6 — @) = cos’(8 — ) = [(al6) 2. (27)



Kwantowa dynamika czastki o spinie 1/2
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Rozwazymy czasowa ewolucje stanéw czastki o spinie 1/2 pod
wplywem zewne¢trznego pola magnetycznego z uwzglednieniem
jedynie spinowych stopni swobody czastki, tzn. zaniedbamy
inne np. orbitalne (przestrzenne) stopnie swobody czastki.
(Termin spin 1/2 oznacza, ze wartosci wlasne rzutu spinu na
wybrana o§ wynosza £7/2.)

Przykladami czastek o spinie 1/2 sa fermiony: elektron, proton,
neutron.
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Czastka ¢ (¢ = elektron, proton, neutron) o spinie 1/2 posiada
spinowy magnetyczny moment dipolowy réwny
1
1= 500, (28)
gdzie 7. jest czynnikiem zyromagnetycznym czastki, a
operator wektorowy o wyrazony jest za pomoca trzech
macierzy Pauliego

o =o€, +oye,+o0.e, . (29)



W zewnetrznym polu magnetycznym B czastka ¢ posiada
dodatkowa (zwiazana ze spinem) energie

AU = —p- B;. (30)

Zgodnie ze wzorem (30) minimum (maksimum) dodatkowej
energii czastki jest realizowane dla réwnoleglych
(antyréownoleglych) wektoréw p i B.
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Przypomnienie

Posta¢ macierzy Pauliego

o= () e () e (0 ) e

Stanami wlasnymi operatora o, sa spinory

Stanom tym odpowiadaja wartosci wlasne +h/2 (stanowi |0)) i
—h/2 (stanowi [1)).
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Kubit spinowy ma postaé

) = aol0) + ax[1) ,



Kubit spinowy ma postaé
1) = aol0) + a1[1) ,

przy czym |a0]2 + ]a1|2 =1.



Amplitudy ag i a; przyjmowane sg zwykle w postaci

4 ] , 0
ag = e /2 cos 5, a1 = ¢i4/2 sin§ )



Amplitudy ag i a; przyjmowane sg zwykle w postaci
< 0 - 0
ap = e 2 cos = | ay =/ ?sin - .
2 2
A zatem kubit spinowy (33) przyjmuje postaé

i) = e7%/2 cos g|0> + /2 sin g|1) :



Amplitudy ag i a; przyjmowane sg zwykle w postaci
< 0 - 0
ap = e % cos = | a; = e/ ?sin = . (34)
2 2
A zatem kubit spinowy (33) przyjmuje postaé
—it/2 o 9 ig/2 i 9
) =e cos §|0> + e'?/%sin §|1) . (35)
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Amplitudy ag i a; przyjmowane sg zwykle w postaci
< 0 - 0
ap = e % cos = | a; = e/ ?sin = . (34)
2 2
A zatem kubit spinowy (33) przyjmuje postaé
—it/2 o 9 ig/2 i 9
) =e cos §|0> + e'?/%sin §|1) . (35)

Wzor (35) podaje najogdlniejsza postaé stanu czastki o spinie
1/2. Jest to stan wlasny operatora

O -€ey = 0zns + 0yeny + 0.6n; (36)

do wartosci wtasnej +1. Wersor e,, wskazuje wybrany kierunek
W przestrzeni

e, = sinf cos e, + sin f sin pe, + cosfe, . (37)



Operator (36) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej jako

oo — cos e sin @
"\ e®singd  —cosf



Ewolucja kubitu spinowego w polu magnetycznym:
podstawy teoretyczne magnetycznego rezonansu
jadrowego



Rozwazmy czastke o spinie 1/2 (proton) znajdujaca sie
poddana w stalym polu magnetycznym Bg dzialajacym w
kierunku z i zmiennego pola magnetycznego By rotujacego w
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Rozwazmy czastke o spinie 1/2 (proton) znajdujaca sie
poddana w stalym polu magnetycznym Bg dzialajacym w
kierunku z i zmiennego pola magnetycznego By rotujacego w
plaszczyznie x — y z czestoscia w

Bi(t) = Bi(es coswt — e, sinwt) . (39)
Wypadkowe pole magnetyczne dane jest wzorem

B = Bye. + Bi(e; coswt — e, sinwt) . (40)
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zgodnie z (30) hamiltonian ukladu (proton + zewngtrzne pole
magnetyczne) ma postaé



Jezeli uwzglednimy wylacznie spinowe stopnie swobody, to
zgodnie z (30) hamiltonian ukladu (proton + zewngtrzne pole
magnetyczne) ma postaé



czyli
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czyli

1 1
H = _§%Bogz - 5%31 (05 coswt — oy sinwt)
h
= W0 - 5@03(% coswt — oy sinwt) , (42)

gdzie 7, jest czynnikiem zyromagnetrycznym protonu, a
ponadto zostaly zdefiniowane dwie nowe czestosci w. i wg za
pomoca zwiazkéw

hwe = v, Bo , (43)

hwr = B . (44)

Czestos$¢ w, nazywamy czestoscig cyklotronowa, a czestosé
wp nazywamy czestoscig Rabi’ego. Czestos¢é Rabi’ego jest
proporcjonalna do pola B; i moze by¢ odpowiednio dobierana.
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h h 1 0

Hamiltonian (45) mozna zapisaé jako

Ey 0
H:< 00 E1>. (46)
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Stanami wlasnymi hamiltonianu (46) sa stany wlasne operatora
04, czyli stany [0) i |1) [wzor (32)]. Stanom tym odpowiadaja

wartosci wlasne 5
2

Eo= ——w. (47)

Ei=+-w,. (48)
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dly(t))
dt

ih = Holy(t)) - (49)
W chwili poczatkowej t = 0 stan spinowy protonu dany jest
wzorem

[ (t = 0)) = a0(0)|0) + a1(0)[1) . (50)

Jest to warunek poczatkowy dla réwnania (49). Poniewaz stany
wlasne hamiltonianu (46) sa stanami stacjonarnymi,
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Rozwiazemy teraz rownanie Schrodingera

dy(t))
dt

ih = Hly(1)) (52)

z zaleznym od czasu hamiltonianem (42). Wykorzystujac postaé
macierzy Pauliego (31) mozemy przepisa¢ hamiltonian (42) w
postaci macierzowej

_h We wre™t
H = 75 < wRe—iwt —w, : (53)

Stany |1 (t)) nie sa teraz stanami stacjonarnymi, mozna je
jednak zapisa¢ w bazie stanéw {|0),|1)} w ogdlnej postaci

() = ao(t)[0) + ar(D)|1) - (54)
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Na podstawie (52) i (54) otrzymujemy uktad sprzezonych

réwnan rézniczkowych

dap(t)  we WR it
7 ——2a0(t)— 5 e“aq(t),

daq(t , 3

. al( ) _ _wje—zwtao(t) + %al(t) )

T 2



Podstawiajac

ao(t) = a(t)e™"/? |

al(t) — ﬁ(t)e—iwct/Q



Podstawiajac
ap(t) = a(t)eiwct/2 L oal(t) = ﬁ(t)e—iwct/Q
przeksztalcamy uklad réwnan (55) i (56) do postaci
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Podstawiajac
ap(t) = a(t)eiwct/2 L oal(t) = ﬁ(t)e—iwct/Q
przeksztalcamy uklad réwnan (55) i (56) do postaci

dOé(t) . (*JiR i(w—wc)t
! dt o 2 € IB(t) )

ﬂ(t) — wj —i(w—wc)t
o T T2 € aft) .



Uktad réwnan (58) i (59) rézniczkowych pierwszego stopnia
mozna przetransformowaé do postaci pojedynczego rownania
rézniczkowego drugiego stopnia dla «(t)
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Uktad réwnan (58) i (59) rézniczkowych pierwszego stopnia
mozna przetransformowaé do postaci pojedynczego rownania
rézniczkowego drugiego stopnia dla «(t)

2 d’a(t) 2iAwda(t) 1

on 2 on di + QwRa(t) =0, (60)

gdzie Aw = w — we. W ogblnym przypadku rozwiazania
réwnania (60) maja postaé

a(t) = et (61)

przy czym
1
QL = i(Aw +Q), (62)

gdzie

Q=+Vwr+Aw. (63)
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Rozwiazemy teraz uklad réwnan (58, 59) w przypadku
rezonansu, czyli dla w = w,.. Na podstawie (60) otrzymujemy
wtedy réwnanie

=——"at) . (64)
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Mozna sprawdzié, ze rozwiazania ukladu réwnan (58, 59) maja

postaé

t t
a(t) = Acos wTR + Bsin MTR , (65)

th

t
B(t) = iAsin MTR —iBcos (66)

Wspéltezynniki A i B wyznaczamy z warunkéw poczatkowych.
Jezeli przyjmiemy, ze dla t = 0: |¢(0)) = |0), czyli a(0) =1,
B(0)=0,to A=1, B=0.



Podstawiajac A =11 B = 0 do rozwiazan (65) i (66)
otrzymujemy

t
a(t) = cos wRY
2
oraz ;
w
B(t) = isin 2= .

2
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Wyniki te mozna wykorzystaé¢ do obliczenia
prawdopodobienstwa pp_,1 przejscia protonu ze stanu |0) do
stanu |1). Jezeli w chwili ¢ = 0 proton znajdowal si¢ w stanie
spinowym |0), to po uplywie czasu t moze sie znajdowaé w
stanie |1) z prawdopodobienstwem

t
Po—1 = sin® wTR ; (69)

przy czym wzér (69) jest stuszny dla rezonansu, czyli dla
W = we.
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Wykorzystamy wzér (69) do wyznaczenia prawdopodobienstw
przejs¢ dla okredlonych czaséw dziatania pola rotujacego Bj.

(1) Impuls 7

Jezeli do wzoru (69) podstawimy

t=T, = | (70)
WR
czyli
wrt =1, (71)
to otrzymamy
Po—1 = 1.

Pole rotujace By, dziatajace na proton, przez czas T;
nazywamy impulsem 7. Impuls 7 przeprowadza stan
poczatkowy |0) w stan |1).
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(2) Impuls 7/2
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U
t =T = 2wop
to otrzymamy

Po—1 = 1/2,

(72)
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U
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(2) Impuls 7/2

Jezeli natomiast do wzoru (69) podstawimy

U
t=T,1p=— 72
/2 2WR 5 ( )
to otrzymamy
po—1=1/2,

co oznacza, ze po uptywie czasu t = Ty /5 = 7/(2wr)
otrzymujemy kombinacje liniowa stanéw |0) i |1) o postaci
1

[9(8) = 5 (¢7210) +de 2 ) ) (73)
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W celu interpretacji powyzszego wyniku zdefiniujmy stany

~\ def TWe
0) = e™!/20) (74)

11y %S jemiwet/2)qy (75)

Stany te sa fizycznie réwnowazne stanom |0) i |1), poniewaz sa
to nadal stany wlasne operatora o, do wartosci wlasnych +1.
Rozwiazanie (73) przyjmuje zatem postac

(10) +11)) - (76)
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Whniosek

Impuls 7/2 przeprowadza stan poczatkowy |0) w stan (76),
czyli kombinacje liniows stanéw bazy obliczeniowej z
Jednakowymi amplitudami. Innymi slowy po uplywie czasu T o
oba stany bazy sa realizowane z prawdopodobienstwem 1/2.
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