KWANTOWE BRAMKI
LOGICZNE



Wprowadzenie



Wyktad ten po$wiecony jest doktadniejszemu oméwieniu
wlasnosci kwantowych bramek logicznych (kwantowych operacji
logicznych).
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Podstawowymi elementami komputera klasycznego sa obwody
elektryczne, ktére zawieraja przewody (druty) i bramki
logiczne.

Komputer kwantowy powinien by¢ zbudowany w analogiczny
sposob z obwodéw kwantowych, ktére sg ztozone z
przewoddéw i kwantowych bramek logicznych. Informacja
jest przetwarzana przez bramki logiczne i przenoszona przez
przewody.
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Stosujac jezyk matematyki opisujemy kwantows bramke
logiczna za pomoca operacji unitarnej U, ktora przeksztalca
kubit wejsciowy w kubit wyjéciowy, czyli

|¢output> =U ‘ ¢input> 5 (1 )

przy czym spelniony jest warunek unitarnosci operatora U
UU=1T,czyli U'=U"", (2)

gdzie I jest operatorem jednostkowym.



Roéwnanie (1) mozemy zapisaé w skréconej postaci

[¥) =Uly) .
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Uwagi

(1) Unitarno$é¢ operatora U wynika z koniecznosci
zachowania unormowania kubitu. Dla unitarnego
operatora U zachodzi bowiem

W) = @UTU ) = W|I|Y) = () =1.
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(2) Unitarnosé¢ operatora U prowadzi do
odwracalno$ci operacji kwantowych. Wynika to z
faktu, iz operator ewolucji w czasie U(t) ma postaé

U(t) = exp (—;ﬁt) , (4)

gdzie H jest hamiltonianem uktadu.
Zgodnie z (4)

() = U(#)[(0))
[$(=1)) = U(=0)[(0)) = U (1)[4(0)) .

Dla ¢ > 0 ten sam stan [¢(0)) mozna otrzymaé
jako wynik ewolucji w czasie ”wstecz”

[4(0)) = U () [(1))

i ”do przodu”

[(0)) = UT(=t)[eo(—t)) .



Jezeli stany |[Vinput) 1 [Youtput) sa pojedynczymi kubitami, to
moéwimy o kwantowej bramce jednokubitowej,



Jezeli stany |[Vinput) 1 [Youtput) sa pojedynczymi kubitami, to
mowimy o kwantowej bramce jednokubitowej, jezeli stany
te sa kubitami podwdjnymi, to operator U reprezentuje
bramke dwukubitowa.



Jezeli stany |[Vinput) 1 [Youtput) sa pojedynczymi kubitami, to
mowimy o kwantowej bramce jednokubitowej, jezeli stany
te sa kubitami podwdjnymi, to operator U reprezentuje
bramke dwukubitowa. Natomiast dla stanéw n-kubitowych,
gdzie n > 2, w (1) mamy do czynienia z bramka n-kubitowa.



Jezeli stany |[Vinput) 1 [Youtput) sa pojedynczymi kubitami, to
mowimy o kwantowej bramce jednokubitowej, jezeli stany
te sa kubitami podwdjnymi, to operator U reprezentuje
bramke dwukubitowa. Natomiast dla stanéw n-kubitowych,
gdzie n > 2, w (1) mamy do czynienia z bramka n-kubitowa.
Jak sie okaze — na postawie twierdzenia o uniwersalnym zbiorze
kwantowych bramek logicznych — do wykonania dowolnej
kwantowej operacji logicznej wystarczy odpowiednia
kombinacja bramek jedno- i dwukubitowych.



Bramki jednokubitowe
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Hilberta H?), a zatem operator U w reprezentacji macierzowej
jest macierza unitarna 2 x 2. Kubit [¢)) = ap|0) + a1|1) mozna
zapisa¢ w postaci macierzowej jako

m:(ﬁ). (5)

Natomiast macierz U ma postaé

a f
(07) ©
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W wyniku dziatania operatora U ulegaja zmianie amplitudy ag
iay, czyli
[¥') = UlY) = apl0) + ai]1) (7)

lub w reprezentacji macierzowej

[y = ( Zé ) : (8)
1

Z warunku unormowania kubitu [¢) wynika, ze
jaol? + las|* =1. (9)
Natomiast unormowanie kubitu [¢') jest réwnowazne relacji

jagl® + [ay[* = 1. (10)
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Zaprezentuje teraz najwazniejsze jednokubitowe bramki
(operacje) kwantowe.

Bramki X, Y, Z

Bramki te zdefiniowane sa za pomoca macierzy Pauliego
X=0y,, Y=0,, Z=o0,, (11)

lub w jawnej postaci

0 1 0 —i 1 0
X:<1 0>’Y:<i 0>’Z:<0 —1)' (12)
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Bramka Hadamarda H

1 (1 1
H:\/§<1 —1>
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Bramka fazowa S

(14)
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Bramka 7', inaczej zwana bramka 7/8

1 0
= ( 0 exp(im/4) >

Bramka T moze by¢ zapisana w réwnowaznej postaci jako

_ . exp(—im/8) 0
T = exp(in/8) ( 0 exp(i/8) ) .
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1 0
F= ( 0 exp(i6) ) ’

gdzie 0 jest liczba rzeczywista.
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Bramka zmiany fazy F

1 0
F= ( 0 exp(i6) ) ’

gdzie 0 jest liczba rzeczywista.
Bramki S i T sg szczegdlnymi przypadkami bramki F.

Otrzymamy je podstawiajac = w/2 (bramka S)i60 =7/4
(bramka T).
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Uwaga

Bramka X jest bramka kwantowej negacji, czyli bramka
NOT, poniewaz w wyniku jej dzialania na stany bazy
obliczeniowej otrzymujemy

- (23)()-(1)n
- (23)(1)-(3)-m o

oraz
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A zatem bramka X zamienia stany bazy
0) — 1),

co oznacza kwantowg negacje.
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0) — 1),

co oznacza kwantowg negacje.
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\/)»(d;f;<1+i 1—z’>. (21)

1—4% 149

Dzialajac bramka (21) na stany bazowe otrzymujemy

V) = 0y + 1), (22
1—2 1+74
VR =100+ 1, (23)

Mozna zauwazy¢, ze dla obu otrzymanych stanéw (22) i (23)
prawdopodobiefistwa wystapienia stanéw bazowych |0) i [1) sa
jednakowe i réwne 1/2, poniewaz

21

=3

‘1+i

2_’1—1'
5| =

2
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Obliczamy iloczyn operatoréw (21) i otrzymujemy
VXVX =X . (24)

Na podstawie wlasnosci (24) nazywamy bramke v/ X
pierwiastkiem kwadratowym z kwantowej negacji.
Latwo zauwazyé, ze bramka v/ X nie posiada odpowiednika
klasycznego (podobnie jak wiele innych bramek kwantowych).
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Inne stosowane oznaczenia:

X = NOT lub Unor

VX =VNOT lub U /57
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Przedstawie teraz ciekawa wlasno$¢ bramki Hadamarda (13).
Rozwazam baze obliczeniowa, ktora obecnie zapisuje w postaci

{10),1R)} - (25)

Uktad, ktéry moze si¢ znajdowaé w stanach bazy (25)
nazywamy moneta kwantowa (jest to oczywiscie szczegdlny
przypadek kubitu). Stan O mozna nazwaé stanem orta
kwantowego, a stan R stanem reszki kwantowej.
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Stany bazy (25) poddajemy dziataniu bramki Hadamarda (13) i
otrzymujemy w wyniku

1
H|0) = Z=10) + 5 1R) (26)
HIR) = 10y~ LR 27
R) = 7510) ~ IR) 27
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Stany bazy (25) poddajemy dziataniu bramki Hadamarda (13) i
otrzymujemy w wyniku

1 1
H|0) = ﬁ’(’» + ﬁ“@ ; (26)
HR)= ! @) ! R 27
R) = 10) = J5IR). (27)

Operacje dane wzorami (26) i (27) nazywamy kwantowym
symetrycznym rzutem moneta. Mozna zauwazy¢, ze
niezaleznie od tego, czy stanem poczatkowym jest |O) czy |R),
po kazdym pojedynczym rzucie kwantowym uktad znajduje si¢
w stanie, w ktérym oba stany |O) i |R) moga by¢
zaobserwowane z prawdopodobienstwem réwnym 1/2. Wlasnosé
ta uzasadnia nazwe monety kwantowe;j.
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Zalézmy teraz, ze uklad znajduje sie w stanie poczatkowym O)
i wykonujemy dwukrotnie rzut symetryczny, czyli dokonujemy
transformacji

1 1
H?O) = H (ﬂ|0> + ﬂrm) 10, (25)

czyli po drugim rzucie uklad powraca do stanu poczatkowego
|O).

Zaobserwowalismy zjawisko polegajace na tym, ze w drugim
rzucie prawdopodobienstwo zaobserwowania stanu |R) wynosi 0.
Zjawisko to ma charakter czysto kwantowy i nie moze zajs¢ w
zadnym klasycznym uktadzie probabilistycznym.
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Dekompozycja dowolnej bramki jednokubitowej

Dowolna macierz unitarna 2 x 2 moze by¢ przedstawiona w

postaci iloczynu macierzy

- e~ /2 cos 2
. (104
= ) (5

[\

0 eib/2

—sin % e~0/2
cos % 0 ei0/2

(29)

gdzie «, B, v i d sa liczbami rzeczywistymi. Mozna zauwazy¢, ze
druga macierz przedstawia zwykly obrét, natomiast macierze
pierwsza i trzecia tez odpowiadaja obrotom, ale w innej

plaszczyznie.

Dekompozycja (29) dostarcza dokladnego przepisu na
wykonanie dowolnej jednokubitowej kwantowej bramki

logiczne;j.
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Bramki dwukubitowe dziataja w przestrzeni standéw
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Bramki dwukubitowe dziataja w przestrzeni standéw
dwukubitowych

’1/J> = a00\00> + a01‘01> + a10]10) + a11]11> , (30)
przy czym spelniony jest warunek unormowania

|a00|2 + |a01|2 + ]a10]2 + ]a11]2 =1. (31)
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Dwukubitowe stany bazowe mozna przedstawi¢ w reprezentacji
macierzowej jako macierze 4 x 1

1
0

|00) = 0 (32)
0
0
1

|01) = 0 (33)
0
0
0

|10) = 1 (34)
0




Dwukubitowe stany bazowe mozna przedstawi¢ w reprezentacji
macierzowej jako macierze 4 x 1

1

o0y = | ¢ (32)
0
0

oy =1 (33)
0
0

)= (34)
0
0

=g (35)
1
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stanéw dwukubitowych dowolny stan dwukubitowy |¢) posiada
nastepujaca reprezentacje macierzowa

aopo
Q,
Wwy=1 "1 (36)
10
ai



Zgodnie z podang powyzej reprezentacja macierzowa bazowych
stanéw dwukubitowych dowolny stan dwukubitowy |¢) posiada
nastepujaca reprezentacje macierzowa

aopo
ap
wy=1| |- (36)
10
ai

W reprezentacji macierzowej bramka dwukubitowa jest macierza
unitarng 4 x 4, ktéra dziala na stan dwukubitowy (36).
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Operacje kontrolowane (bramki sterowane)

Wazna klase bramek dwukubitowych stanowia bramki
sterowane (kontrolowane).
Bramka sterowana ma ogdélna postac

’woutput> = UCG’winput> 5 (37)

gdzie Ucg jest kontrolowana operacja dwukubitowa,
odpowiadajaca jednokubitowej operacji G.
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Omoéwimy nieco doktadniej wlasnoéci bramki sterowanej.
Kubit wejsciowy mozna zapisa¢ w postaci

[Yinput) = |c)[t) (38)

gdzie |c) i |t) sa stanami jednokubitowej bazy obliczeniowej

(le), |ty =10),]1)). Kubit |c) jest kubitem sterujacym (control
qubit), a kubit |t) jest kubitem sterowanym (target qubit). W
wyniku operacji sterowanej otrzymujemy

[Youtput) = |E)[t) , (39)

co oznacza, ze kubit sterujacy nie ulega zmianie, a zmienia sie
wytacznie kubit sterowany.

Inaczej operacje kontrolowana (37) mozna zapisa¢ w postaci

o) t') = Uccle)lt) - (40)
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Bramka sterowanej (kontrolowanej) negacji

Szczegblnie wazng bramka sterowana jest bramka sterowanej
(kontrolowanej) negacji Ucnor, zdefiniowana za pomoca
wzoru

0]t & ¢) = Uonorle)lt) , (41)
gdzie symbol & oznacza operacje dodawania modulo 2.
Definicja (41) oznacza, ze w wyniku dzialania bramki
sterowanej negacji wykonywana jest operacja negacji na drugim
kubicie (kubicie sterowanym) wtedy i tylko wtedy, gdy pierwszy
kubit (kubit sterujacy) jest w stanie |1).



controlled-NOT
1.
|B) |B& A)

Rysunek: 5.1. Obwéd kwantowy do implementacji bramki CNOT.



Rozpisujemy operacje sterowanej negacji dla stanéw bazy
dwukubitowej.



Rozpisujemy operacje sterowanej negacji dla stanéw bazy
dwukubitowej.
Ucnor|00) = |00) (42)



Rozpisujemy operacje sterowanej negacji dla stanéw bazy
dwukubitowej.
Ucnor|00) = |00) (42)

Ucnor|01) = |01) , (43)



Rozpisujemy operacje sterowanej negacji dla stanéw bazy
dwukubitowej.
Ucnor|00) = |00) (42)

Ucnor|01) = |01) , (43)

Ucnor|10) = [11) (44)



Rozpisujemy operacje sterowanej negacji dla stanéw bazy
dwukubitowej.
Ucnor|00) = |00) ,

UCNOT|01> = ’01> ,

UCNOT|10> = ’11> ,

UCNOT|11> = ’10> .



Reprezentacja macierzowa operacji kontrolowanej negacji jest
nastepujaca:



Reprezentacja macierzowa operacji kontrolowanej negacji jest
nastepujaca:

Ucnor = (46)

S O O
o O = O
_ o O O
o= OO
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Dowolna bramka sterowana (37) w reprezentacji macierzowej
jest macierza 4 x 4. Wygodnie jest ja zapisa¢ w nastepujacej

skroconej postaci
I (4 )
Uca = 0o a | [

gdzie 1 jest macierza jednostkowa 2 x 2, a G jest bramka
jednokubitowa, reprezentowana za pomoca macierzy 2 x 2.



Przyklad implementacji bramki CNOT
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Rozwazmy uklad ztozony z dwéch kropek kwantowych,
utworzonych z réznych materialéw potprzewodnikowych.
Zakladamy, ze uklad zawiera ponadto dwa elektrony,
zlokalizowane w réznych kropkach kwantowych, a kropki
oddzielone sg przenikliwg bariera potencjatu, ktéra umozliwia
stabe sprzezenie pomiedzy elektronami. Caly uktad (kropki
kwantowe + elektrony) poddany jest dzialaniu zewnetrznego
pola magnetycznego B = (0,0, B). W naszych rozwazaniach
uwzgledniamy wylacznie spinowe stopnie swobody elektronéw.
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magnetyczny moment dipolowy p; o skladowej z-owej
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magnetyczny moment dipolowy p; o skladowej z-owej

1,
Mz = =595 HBOz) (48)
gdzie g7 jest efektywnym czynnikiem Lande’go materiatu j, up
jest magnetonem Bohra (up = 0.927 x 10723 Am?), a 0,; jest
z-owg macierza Pauli’ego j-tego elektronu.



Elektron w kropce kwantowej j (j = 1,2) posiada spinowy
magnetyczny moment dipolowy p; o skladowej z-owej

1,
Mz = =595 HBOz) (48)
gdzie g7 jest efektywnym czynnikiem Lande’go materiatu j, up
jest magnetonem Bohra (up = 0.927 x 10723 Am?), a 0,; jest
z-owg macierza Pauli’ego j-tego elektronu.

Uwaga: w naszym modelu zachodzi jednoznaczne przyporzadkowanie elektronu
kropce kwantowej. Stad kropki i elektrony numerowane sg tym samym
wskaznikiem j = 1, 2.



Efektywny czynnik Lande’go elektronu przyjmuje nastepujace
wartosci: ¢g* = 1.998 dla krysztatu Si, g* = 1.563 dla krysztatu
Ge, g* = —0.44 dla krysztatlu GaAs, g* = —14.9 dla krysztatu
InAs, natomiast dla elektronu swobodnego w prozni g* = 2.0.
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Efektywny czynnik Lande’go elektronu przyjmuje nastepujace
wartosci: ¢g* = 1.998 dla krysztatu Si, g* = 1.563 dla krysztatu
Ge, g* = —0.44 dla krysztatlu GaAs, g* = —14.9 dla krysztatu
InAs, natomiast dla elektronu swobodnego w prozni g* = 2.0.

Hamiltonian oddzialywania dipola magnetycznego p.; z polem
B ma postaé

1 *
HJO = —u;B= ingBUZjB ) (49)

gdzie o; jest operatorem z-owej sktadowej spinu j-tego
elektronu.
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Oddziatywanie (49) spinowego dipola magnetycznego z polem
magnetycznym jest zrodlem spinowego efektu Zeemana,
ktory polega na rozszczepieniu kazdego orbitalnego poziomu
energetycznego na dwa podpoziomy o energiach

1,
Ejr = i§gjuBB ; (50)
gdzie znak + odpowiada stanowi o z-owej sktadowej spinu
+h/2, a znak — odpowiada stanowi o z-owej skladowej spinu

—h/2.

Np. dla Si w polu magnetycznym B = 10 T spinowe
rozszczepienie Zeemana wynosi AEy = E;, — E;_ ~ 0.6 meV,
co odpowiada emisji/absorpcji fotonu o dtugosci fali A ~ 2 mm.
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Pelny spinowy hamiltonian ukladu ma postaé
H = H{+ H + Hint (51)

gdzie H]O jest jednoelektronowym hamiltonianem (49) j-tego
elektronu uwiezionego w jednej z kropek kwantowych, a H;,,
jest hamiltonianem oddzialywania

Hipy = hQUZlo-z2 , (52)

gdzie parametr €} charakteryzuje sprzezenie pomiedzy spinami
elektronéw uwiezionych w réznych kropkach kwantowych.
Parametr ten jest zwigzany z energia wymiany J za pomoca
relacji

J =h. (53)
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Hamiltonian jednoelektronowy (49) moze by¢ zapisany w
postaci
0
HY = hwjos; , (54)

gdzie w;j = g7 upB/h. Nalezy zauwazy¢, ze dla kropek
kwantowych utworzonych z réznych materialéw zachodzi
nieréwnosé wy # we. W dalszym ciggu zakladamy, ze wi > wo.
Operatory spinowe o; spetniaja réwnania wlasne

h h
0:1]0)1|l)2 = +§|0>1!l>2 , o oa|)ill)e = —5!1>1\l>2 ,  (55)

gdzie |l); jest stanem wlasnym operatora z-owej sktadowej
spinu j-tego elektronu (I = 0, 1). Podobne dwa réwnania sg
stuszne dla operatora o,s.
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Stany wlasne {|k)1|l)2} dla k,l = 0,1 tworza dwukubitowa baze
obliczeniowa

{10)1[0)2 , [0)1[1)2 , [1)1]0)2 , [1)1]1)2} - (56)

We wzorze (56) symbol |k)1|l)2 oznacza, ze elektron o wskazniku
j = 1 znajduje sie w stanie spinowym |k) (k = 0,1) w kropce o
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We wzorze (56) symbol |k)1|l)2 oznacza, ze elektron o wskazniku
j = 1 znajduje sie w stanie spinowym |k) (k = 0,1) w kropce o
numerze j = 1, a elektron o wskazniku 7 = 2 znajduje sie w
stanie spinowym |l) (I =0,1) w kropce o numerze j = 2.

Stany bazy obliczeniowej (56) mozna zapisa¢ w skroconej

postaci jako
00),101), [10), [11) .
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hamiltonian (51) przyjmuje postaé

H=H)+H. (57)
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Korzystajac z réwnan wlasnych (55) wyznaczamy wartosci
wlasne hamiltonianu (57) i otrzymujemy

€1 = —5((/)1 +w2)
dla stanu |1)1]1)s,

E9 = —5((.4)1 - CUQ)
dla stanu |1)1/0)a,

€3 = 5(&}1 — W2)

dla stanu |0)1]1)2, oraz

h
€4 = §(w1 +w2)

dla stanu |0);/0)2.

(58)

(59)

(60)

(61)



Rysunek: 5.2. Poziomy energetyczne dla braku sprzezenia pomiedzy kropkami.
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adresowany* za pomocg fotonéw o odpowiedniej czestodci w

hw=c¢, —em, (62)

gdzie wyrazenie po prawej stronie odpowiada réznicy energii
pozioméw (58, 59, 60, 61). Foton o czestosci w moze ulegaé
absorpcji lub moze stymulowaé emisje fotonu o tej samej
czestosci.

Przyktadowo, absorpcja fotonu o czestosci w = wy powoduje
zmiane stanu poczatkowego ukladu [1)1]l)2 na stan koncowy
|0)1]1)2. Oznacza to, ze foton o czestoéci wy dziala wylacznie na
pierwszy kubit powodujac odwrécenie spinu | |) — | 1).
Mozliwy jest réwniez proces odwrotny |0)1]l)2 — [1)1]l)2, ktory
zachodzi w wyniku emisji stymulowanej obecnoécia fotonu o
czestosci wy. Powyzsze przejscia zachodza dla dowolnego stanu
drugiego kubitu, czyli dla l =0, 1.

Podobnie, foton o czestosci w = wo zmienia wylacznie stan
drugiego kubitu.



Rysunek: 5.3. Poziomy energetyczne dla sprzezonych kropek.
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*Uwaga: Selektywne adresowanie dotyczy wylacznie standéw
jednokubitowych |k);, gdzie k =0, 1.
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Rozwazymy teraz przypadek wilaczonego sprzezenia, czyli

Q > 0. Wlaczenie sprzezenia pomiedzy kropkami kwantowymi
moze nastapié¢ poprzez zastosowanie odpowiednio przenikliwej
bariery potencjatu, np. wskutek przylozenia odpowiedniego
napiecia do elektrody umieszczonej w poblizu obszaru bariery.
Mozna pokazaé, ze stany dwukubitowe]j bazy obliczeniowej (56)
sa rowniez stanami wlasnymi pelnego hamiltonianu (51).
Wilasno$c¢ ta pozwala na tatwe wyznaczenie wartodci wtasnych
hamiltonianu (51).
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Wartos$ciami wlasnymi hamiltonianu (51) sa

E1 =ée1+ hQ
dla stanu |1)1]1)e,

E2 = 52 — FLQ
dla stanu |1)1|0)2,
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Wartos$ciami wlasnymi hamiltonianu (51) sa

El =£&1 + hQ (63)
dla stanu |1)1]1)e,

Eg = &2 — he} (64)
dla stanu |1)1|0)2,

E3 = &3 — hQ) (65)
dla stanu |0)1|1),

Ey = e4 4+ hQ (66)

dla stanu |0);|0)2. Oznacza to, ze wlaczenie sprzezenia
pomiedzy kropkami kwantowymi prowadzi do zmiany pozioméw
energetycznych (58, 59, 60, 61) o wartosci £h£2, natomiast
stany wlasne (56) pozostaja niezmienione.
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zalezno$ci od stanu kubitu drugiego.
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dwukubitowych (56). Dobierajac precyzyjnie czestosé
rezonansows w, fotonu mozemy wlaczaé i wylaczaé zadane
stany bazy (56), przy czym realizowane sa przej$cia kwantowe
prowadzace do zmiany jednego, np. pierwszego, kubitu w
zalezno$ci od stanu kubitu drugiego.

Na przyktad, foton o czestosci

Wy = wy — 29 (67)

indukuje przejscia wylacznie pomiedzy stanami |1)1]0)2 i
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Wtlaczenie sprzezenia pomiedzy kropkami umozliwia realizacje
selektywnych przejéé¢ pomiedzy stanami bazy dwukubitowe]
(56). Oznacza to mozliwosé selektywnego adresowania standéw
dwukubitowych (56). Dobierajac precyzyjnie czestosé
rezonansows w, fotonu mozemy wlaczaé i wylaczaé zadane
stany bazy (56), przy czym realizowane sa przej$cia kwantowe
prowadzace do zmiany jednego, np. pierwszego, kubitu w
zalezno$ci od stanu kubitu drugiego.

Na przyktad, foton o czestosci

Wy = wy — 29 (67)

indukuje przejscia wylacznie pomiedzy stanami |1)1]0)2 i
[1)1|1)2 pozostawiajac stany |0)1|0)2 i |0)1]1)2 niezmienione.
— Procesy absorpcji i emisji stymulowane przez ten foton
stanowia implementacje kwantowej bramki CNOT.
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oddzialywania (52) jest szczegblnym przypadkiem
hamiltonianu Heisenberga, ktéry jest uniwersalnym
hamiltonianem opisujacym oddzialywania pomiedzy spinami.
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gdzie o1 i o9 sa operatorami spinu czastek 11 2, a J jest
energig wymiany.
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gdzie o1 i o9 sa operatorami spinu czastek 11 2, a J jest
energia wymiany. Hamiltonian (68) jest uzywany do opisu
oddzialywania pomiedzy dwoma jednakowymi czastkami o
operatorze spinu o;. Moga to by¢ elektrony, protony, jony
atomowe, itp.



Przedstawiona propozycja implementacji kwantowej bramki
CNOT opiera si¢ na prostym modelu oddzialtywania pomiedzy
spinami, opisanym za pomoca hamiltonianu (52). Jednakze opis
ten mozna uogdlni¢ bazujac na fakcie, iz hamiltonian
oddzialywania (52) jest szczegblnym przypadkiem
hamiltonianu Heisenberga, ktéry jest uniwersalnym
hamiltonianem opisujacym oddzialywania pomiedzy spinami.
Hamiltonian Heisenberga ma postaé

Hy=Joy- 09, (68)

gdzie o1 i o9 sa operatorami spinu czastek 11 2, a J jest
energia wymiany. Hamiltonian (68) jest uzywany do opisu
oddzialywania pomiedzy dwoma jednakowymi czastkami o
operatorze spinu o;. Moga to by¢ elektrony, protony, jony
atomowe, itp.

W szczegdlnoéci przedstawiony powyzej model stanowi
podstawe opisu magnetycznego rezonansu jadrowego
(NMR).



Uniwersalny zbiér kwantowych bramek
logicznych



W obliczeniach klasycznych znana jest wlasno$¢, polegajaca na
tym, ze mozna uzy¢ zbioru niewielu bramek logicznych, np.
AND, OR, NOT, do obliczenia dowolnej funkcji.



W obliczeniach klasycznych znana jest wlasno$¢, polegajaca na
tym, ze mozna uzy¢ zbioru niewielu bramek logicznych, np.
AND, OR, NOT, do obliczenia dowolnej funkcji. Méwimy, ze
bramki te uniwersalny zbiér bramek logicznych do
obliczen klasycznych.



W obliczeniach klasycznych znana jest wlasno$¢, polegajaca na
tym, ze mozna uzy¢ zbioru niewielu bramek logicznych, np.
AND, OR, NOT, do obliczenia dowolnej funkcji. Méwimy, ze
bramki te uniwersalny zbiér bramek logicznych do
obliczen klasycznych.

Okazuje sie, ze w obliczeniach kwantowych réwniez istnieje
uniwersalny zbiér kwantowych bramek logicznych.
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Uniwersalno$¢ zbioru kwantowych bramek logicznych

rozumiana jest na dwa sposoby.

(D)

Dowolna kwantowa operacja unitarna moze by¢
wyrazona w sposéb doktadny jako kompozycja
wielu bramek nalezacych do zbioru bramek
uniwersalnych.

A. Barenco et al., Phys. Rev. A 52 (1995) 3457

Dowolna kwantowa operacja unitarna moze by¢
przyblizona z dowolna doktadnoscia za pomoca
kilku bramek nalezacych do zbioru bramek
uniwersalnych.

M.A. Nielsen and I.L. Chuang, ”Quantum Computation and

Quantum Information” (Cambridge University Press, 2002)



Twierdzenie o uniwersalnosci kwantowych bramek
logicznych (I)



Twierdzenie o uniwersalnosci kwantowych bramek
logicznych (I)
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Zbiér kwantowych bramek logicznych, ktory zawiera wszystkie
bramki jednokubitowe i dwukubitowg bramke XOR! jest
uniwersalny w tym sensie, ze kazda operacja unitarna
dziatajaca na stan n-kubitowy, gdzie n jest dowolne, moze by¢
wyrazona jako odpowiednia kompozycja (iloczyn) bramek
nalezacych do tego zbioru.

"Kwantowa bramka XOR. (exclusive OR) przeksztatca

stan dwukubitowy |z,y) w stan |z, @ y), czyli jest réwnowazna
bramce CNOT.
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Zbiér kwantowych bramek logicznych jest uniwersalny, jezeli
dowolna operacja unitarna moze by¢ przyblizona z dowolna
dokladnoscia za pomoca bramek Hadamarda, fazowej, 7/8
i CNOT.
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Dowdd twierdzenia II opiera si¢ na konstrukcjach trzech
poziomoéw uniwersalnosci obliczen kwantowych.

Pierwsza konstrukcja pokazuje, ze dowolny operator
unitarny moze by¢ wyrazony w sposéb doktadny jako iloczyn
operatoréw unitarnych, ktére dzialaja w przestrzeni stanéw
dwukubitowych.

Innymi stowy, dowolna macierz unitarna moze by¢
przedstawiona w postaci odpowiedniego ztozenia macierzy
unitarnych 2 x 2.

Druga konstrukcja pokazuje, ze dowolny operator unitarny
dziatajacy w przestrzeni stanéw dwukubitowych moze by¢
wyrazony w sposob doktadny jako iloczyn operatoréw
jednokubitowych i operatora CNOT.

Trzecia konstrukcja pokazuje, ze dowolna operacja
jednokubitowa moze by¢ przyblizona z dowolna doktadnoscig za
pomoca bramek Hadamarda, fazowej i 7/8.

Trzy powyzsze konstrukcje dostarczaja dowodu twierdzenia II.
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W teorii obliczen kwantowych obwéd kwantowy jest pewnym
schematem, uzytecznym przy przedstawianiu przebiegu
kwantowych operacji logicznych.

Natomiast w przysztych komputerach kwantowych obwody
kwantowe beda podstawowymi elementami ich konstrukc;ji.
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(sterujacego i sterowanego), bramek kwantowych oraz laczace je
linie. Linie te reprezentuja druty (przewody), ktére
niekoniecznie odpowiadajg fizycznym przewodom elektrycznym.
Zwykle linia reprezentuje bieg czasu (schemat nalezy
odczytywaé od strony lewej do prawej) lub trajektorie czastki,
np. fotonu lub elektronu. Stan wejsSciowy jest najczesciej
przyjmowany jako stan bazy obliczeniowej zawierajacy
wylacznie stany |0), czyli

[input) = [00...0) . (69)
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N L

Powyzszy obwdd wykonuje operacje zamiany dwoch kubitow
(operacje SWAP).

|$7y> B \x,x@y)
— |z@(zdy),z®y) =y, z®Y)
— |y, (zDy) DY) =ly,z) . (70)
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