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Korelacje klasyczne i kwantowe
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Zgodnie z teorig statystyki matematycznej wspolczynnik
korelacji definiujemy jako

cov(z,y)
COTT('Iay) = ﬁ ) (1)
¥y

gdzie x i ¥y sa zmiennymi losowymi o macierzy kowariancji

cov(z,y) = (zy) — (2)(y) (2)

i odchyleniach standardowych

or =\ (x?) — ()%, oy =/(¥}) — (), (3)

przy czym symbolem (£) oznaczamy warto$é oczekiwang
(Srednig) zmiennej losowej €. Jezeli wartosci oczekiwane
zmiennych x i y sa réwne zero, to

(zy) (4)

corr(z,y) = et
z0y
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Na potrzeby tego wykltadu definiuje klasyczna korelacje
wielko$ci losowych a i b jako

1
Thias = (ab) = + > agb;, (5)
J

gdzie N oznacza liczbe par losowan (pomiaréw) dajacych
Wyniki a; i bj.

Kwantowa korelacja zdefiniowana jest jako

Tkwant = <w‘d3‘w> ) (6)

gdzie a i b sg operatorami odpowiadajacymi wielko$ciom a i b, a
|1) jest wektorem stanu kwantowego.



Przyktad korelacji klasycznej i kwantowej



Przyklad korelacji klasycznej i kwantowej

Rozwazymy dwa réwnowazne sobie problemy: klasyczny i
kwantowy, dla ktérych obliczymy korelacje wg. wzordw (5) i (6).
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Najpierw zajmiemy si¢ problemem klasycznym.

Rozwazmy kule (moze to by¢ np. kula armatnia) o
poczatkowym momencie pedu J = 0, ktéra eksploduje na dwa
asymetryczne fragmenty o momentach pedu J; i Jo = —Jy,
ktore sa rejestrowane przez dwéch obserwatordw.
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Rysunek: 6.1. Eksplozja kuli.
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Pierwszy obserwator rejestruje pierwszy fragment kuli i mierzy
wielko$¢ dynamiczna

a = sign(a-Jy) , (7)

gdzie a jest wersorem w dowolnym kierunku wybranym przez
pierwszego obserwatora. Wynik pomiaru wielkosci (7) moze
przyjacé tylko dwie wartosdci a = +£1.
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Podobnie drugi obserwator rejestruje drugi fragment kuli i
mierzy wielko$¢

b= sign(B-Js) (®)

gdzie B jest innym wersorem w kierunku wybranym przez
drugiego obserwatora. Podobnie jak poprzednio mozliwymi
wynikami pomiaru sg liczby b = +1.
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Eksperyment powtarzany jest N razy (z uzyciem N kul).
Powiedzmy, ze a; i b; sa wynikami pomiaréw otrzymanymi
przez obu obserwatoréw dla j-tej kuli. Kierunki wektoréw Ji i
Jo posiadajg rozktad przypadkowy, a wiec wartosci oczekiwane

() = > a0 (9)
J

<b>:%2bj:o (10)

sa bliskie zera (dla N — oo staja sie one dokladnie réwne zero).
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Natomiast korelacja klasyczna, czyli
1
Tkias = (ab) = N Zajbj (11)
J

na og6l nie znika. Jezeli, np. o = 3, to obserwatorzy zawsze
beda otrzymywac¢ wyniki a; = —b; i wtedy 7414 = —1.
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Obliczamy korelacje klasyczng dla dowolnych wersoréw o i 3.
W tym celu rozwazamy powierzchnie sferyczna o jednostkowym
promieniu o srodku wyznaczonym przez poczatki wersoréw o i

B.



Rysunek: 6.2. Obliczanie korelacji klasycznej.
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prostopadte do wersora o wektor J; tworzy z wersorem o kat
01 przyjmujacy wartosci z przedziatu [0,7/2), a zatem a = +1.
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Oznaczmy symbolem 6 kat pomiedzy wersorami o i 8. Dwie
plaszczyzny przechodzace przez $rodek sfery, pierwsza
prostopadta do wersora a, a druga — do wersora 3, dziela
powierzchnie sfery na dwie czesci o stosunku pdl powierzchni

n=—- (12)

Dla jednej z potsfer wyznaczonych przez plaszczyzny
prostopadte do wersora o wektor J; tworzy z wersorem o kat
01 przyjmujacy wartosci z przedziatu [0,7/2), a zatem a = +1.
Natomiast dla drugiej pétsfery 0, € [7/2,7), czyli a = —1.
Podobnie ptaszczyzny prostopadle do wersora 3 wyznaczaja
dwie polsfery, dla ktérych b = +1.

Poniewaz Jo = —J1, to wektory J; i Jo tworza kat w. Natomiast
wektory Jo i 3 tworza kat 6, =7 — (6 + 61).
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Dwie plaszczyzny prostopadle do wersorow a i 3 dzielg sfere na
4 czesei (por rysunek).
(1) W pierwszej czesci (gornej) 01 € [0,7/2) i
Oy € 10,7/2), czylia=+11b=+1.
(2) W drugiej czesci (dolnej) 64 € [7/2,m) i
Oy € [7/2,7), czylia=—11b=—1.
(3) W trzeciej czesci (prawej) 61 € [0,7/2) i
Oy € [1/2,7), czylia=+4+1ib= —1.
(4) W czwartej czedci (lewej) 61 € [7/2,7]) i
0 € [0,7/2), czylia=—11b=+1.



Jezeli rozklad orientacji wektora J; jest jednorodny, to przy
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wnosza wklady ab = +1 z waga 6/m, natomiast czesci (3) i (4)
wnosza wklady ab = —1 z waga (7 — 0)/m. Wagi te wynikaja ze
stosunku poél (12).
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wnosza wklady ab = +1 z waga 6/m, natomiast czesci (3) i (4)
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Jezeli rozklad orientacji wektora J; jest jednorodny, to przy
obliczaniu wartosci oczekiwanej wg. wzoru (5) czesci (1) i (2)
wnosza wklady ab = +1 z waga 6/m, natomiast czesci (3) i (4)
wnosza wklady ab = —1 z waga (7 — 0)/m. Wagi te wynikaja ze
stosunku pél (12). Otrzymujemy wiec
0—(m—0 20
Thias = (ab) = 7( ) =—-14+—. (13)
T 7r
Ze wzoru (13) wynika, ze korelacja klasyczna przyjmuje
wartoéci z przedziatu [—1, +1].
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Powiedzmy, ze czastka kwantowa o spinie S = 0 rozpada sie na
dwie czastki o spinach +A/2. Dwaj obserwatorzy wykonuja
odpowiednie pomiary kwantowe, czyli mierzg wartosci
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czastek 11 2, a wersory a i B zostaly wybrane przez
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Rozwazmy teraz problem kwantowy, réwnowazny
rozpatrywanemu powyzej problemowi klasycznemu.

Powiedzmy, ze czastka kwantowa o spinie S = 0 rozpada sie na
dwie czastki o spinach +A/2. Dwaj obserwatorzy wykonuja
odpowiednie pomiary kwantowe, czyli mierzg wartosci
oczekiwane operatoréw a = - o1 i b= B - o2, gdzie o1 1 02 s
wektorami utworzonymi ze spinowych macierzy Pauliego dla
czastek 11 2, a wersory a i B zostaly wybrane przez
obserwatorow w sposéb dowolny.

Przypominam, ze operator spinu czastki i-tej zdefiniowany jest jako s; = (h/2)o;.



Wartosciami wlasnymi operatoréw a i b sa liczby a = +11i
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Wartosciami wlasnymi operatoréw a i b sa liczby a = +11i

b = +1. Ze wzgledu na przypadkowy rozktad wektoréw spinu
czastek 11 2 wartosci oczekiwane tych operatoréw zeruja sie,
czyli (a) = (b) = 0.
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Obliczmy korelacje kwantows wielkosci a i b, czyli wielkosé

Thwant = (ab) = (Y](a- 01)(B - o2)[¢) (14)

w stanie singletowym, dla ktérego zachodzi o2|v)) = —o1|1)).



Korzystamy z tozsamosci

(a-0)(B-0)=a-B+ilaxp) o,

(15)



Korzystamy z tozsamosci

(a-0)(B-0)=a-B+ilaxp) o, (15)

ktéra jest spetniona dla operatora wektorowego o utworzonego
z trzech macierzy Pauliego.



W wyniku prostych obliczen otrzymujemy
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W wyniku prostych obliczen otrzymujemy

Tkwant = <a'b> = _<'¢‘(a : Ul)(/B : Ul)’¢> =—a- 16 . (16)

Ostatecznie
Thwant = — cos 0 . (17)



Otrzymane wyniki obliczen korelacji (13) i (17) dla
réwnowaznych probleméw klasycznego i kwantowego pokazane
sa na rysunku.



Otrzymane wyniki obliczen korelacji (13) i (17) dla
réwnowaznych probleméw klasycznego i kwantowego pokazane
sa na rysunku.

—

Rysunek: 6.3. Poréwnanie korelacji klasycznej (linia przerywana) i kwantowe;
(linia ciagta).
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Otrzymane wyniki (13) i (17) pokazuja, ze

korelacja kwantowa jest silniejsza od korelacji
klasycznej,

za wyjatkiem przypadkow rias = Trwant = +1,

Tkias = Tkwant = —1 OTQZ T'klgs = T'kwant = 0. Te przypadki
oznaczaja odpowiednio pelng korelacje, petng
antykorelacje oraz brak korelacji.

Silniejsza korelacja kwantowa oznacza, ze czastki kwantowe
silniej wplywaja wzajemnie na siebie niz czastki klasyczne, co
prowadzi do silniejszych kwantowych efektow uporzadkowania
(slabszej tendencji do chaosu).



Whbrew pozorom czastki kwantowe — latwiej niz czastki
klasyczne — moga wytwarzaé¢ stany uporzadkowane.



Wbrew pozorom czastki kwantowe — latwiej niz czastki
klasyczne — moga wytwarzaé¢ stany uporzadkowane.

Przyktady: nadprzewodnictwo, nadciektosé.
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Nieréwnosci Bella opisuja fundamentalng réznice pomiedzy
korelacjami klasycznymi i kwantowymi. Nieréwnosci te stosuja
sie do dowolnego uktadu fizycznego, na ktérym mozemy
wykonaé¢ pomiar prowadzacy do dwbéch réznych wynikow,
ktérym mozemy arbitralnie przypisa¢ wartosci +1.



Nieréwnosci Bella opisuja fundamentalng réznice pomiedzy
korelacjami klasycznymi i kwantowymi. Nieréwnosci te stosuja
sie do dowolnego uktadu fizycznego, na ktérym mozemy
wykonaé¢ pomiar prowadzacy do dwbéch réznych wynikow,
ktérym mozemy arbitralnie przypisa¢ wartosci +1. Przyktady
pomiaréw takich wielosci fizycznych zostaly przedstawione w
poprzednim podrozdziale.
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Nierownosci Bella opisuja pomiary zaréwno klasyczne jak i
kwantowe.
Podaja one w sposob ilosciowy réznice pomiedzy nimi.
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Cezarego (C). Nastepnie jedna czastka zostaje wystana do
Alicji, a druga do Bartka. Alicja ma do dyspozycji dwa
przyrzady pomiarowe, ktére mierzg wielkosci @ i R, z ktérych
kazda moze przyjmowaé dwie rézne wartoéci +1. Alicja wybiera
przyrzad mierzacy @ lub R w sposob przypadkowy.

Podobnie Bartek moze zmierzyé wielkosci S i T i otrzymaé w
wyniku pomiaru +1 lub —1. Réwniez Bartek wybiera przyrzad
mierzacy S lub T" w sposéb przypadkowy.

Alicja i Bartek wykonuja swoje pomiary réwnoczesénie.
Obserwatorzy ci sa tak daleko oddaleni od siebie, ze
wykonywane przez nich pomiary nie wplywaja na ich wyniki.
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QS+RS+RT-QT=(Q+R)S+(R-Q)T. (18)
7 faktu, ze R i QQ przyjmujg wartoéci +1 wynika, ze albo
(@+R)S=0, (19)

albo
(R-Q)T=0. (20)

Dla kazdego z tych przypadkéw zgodnie z réwnaniem (18)
zachodzi
QS+ RS+ RT — QT =+2. (21)
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Zalézmy, ze p(q,r, s,t) jest prawdopodobiefistwem tego, ze —
przed wykonaniem pomiaréw — uktad obu czastek znajduje sie
w takim stanie, ze

Q=q,R=r,S=s,T=t.

Obliczmy warto$¢ oczekiwana wielkosci (18) przy uzyciu
prawdopodobienstw p(q,r, s,t). Otrzymujemy

(QS+ RS+ RT —QT) = Zp(qu,s,t)(qs +rs+rt—qt)

qgrst

< D oplgrst)x2=2, (22)

qgrst
czyli otrzymaliSmy nieréwnosé

(QS+ RS+ RT — QT) < 2. (23)
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Wartos$é oczekiwang wielkosci (18) mozemy tez obliczy¢ w inny
sposéb jako

(QS+RS+RT —QT) = Y plg,rst)gs+ > plg,r,s,t)rs

qrst qrst
+Y plg,r,s,t)rt =Y plg,r,s,t)qt
qrst qrst

= (@5) + (RS) + (RT) — (QT) . (24)
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Wartos$é oczekiwang wielkosci (18) mozemy tez obliczy¢ w inny
sposéb jako

(QS+RS+RT —QT) = Y plg,rst)gs+ > plg,r,s,t)rs

qrst qrst
+Y plg,r,s,t)rt =Y plg,r,s,t)qt
qrst qrst

= (QS) +(RS) + (RT) —(QT) . (24)
Poréwnujac (23) i (24) otrzymujemy nieréwnosé¢ Bella

(QS) + (RS) + (RT) — (QT) < 2. (25)
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Nieréwnosé (25) jest jedna sposréd wiekszego zbioru
nieréwnosci, zwanych nieréwnosciami Bella. Postaé
nieréwnosci (25) zwana jest tez nieréwnoscia CHSHT.
Nieréwnosé (25) podaje oszacowanie od géry kombinacji
liniowej korelacji czterech wielkosci mierzonych parami przez
dwdch niezaleznych, odleglych od siebie obserwatorow.
Wielkosci mierzone moga by¢ wielko$ciami klasycznymi lub
kwantowymi.

1-Clauser, J.F., Horne, M.A., Shimony, A., Holt, R.A., Phys. Rev. Lett. 23 (1969)
880.
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Wyniki pomiaréw korelacji pomiedzy parami fotonéw pokazaly,
ze nieréwno$é CHSH nie jest spelniona.

fA. Aspect, J. Dalibard, G. Roger, Phys. Rev. Lett. 49 (1982) 1804.



Rozwazymy dwa przyktady eksperymentow pokazujacych, ze
nieréwnosé Bella nie jest spetniona.



Rozwazymy dwa przyktady eksperymentow pokazujacych, ze
nieréwnosé Bella nie jest spetniona.
Beda to:



Rozwazymy dwa przyktady eksperymentow pokazujacych, ze
nieré6wnos¢ Bella nie jest spetniona.
Beda to:
(1) pomiar polaryzacji liniowej fotonéw (eksperyment
wykonany),



Rozwazymy dwa przyktady eksperymentow pokazujacych, ze
nieré6wnos¢ Bella nie jest spetniona.
Beda to:
(1) pomiar polaryzacji liniowej fotonéw (eksperyment
wykonany),
(2) pomiar spinu uktadu dwéch elektronéw
(eksperyment myslowy).
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Rozwazmy pare fotonéw emitowanych w przeciwnych
kierunkach. Dwéch odleglych od siebie obserwatoréw mierzy
liniowa polaryzacje tych fotonéw. Pierwszy obserwator (A)
mierzy polaryzacje fotonu wyemitowanego w jednym z
kierunkéw. Obserwator A moze wybraé¢ dwie rézne orientacje
swojego analizatora polaryzacji. Tworza one katy a: i 7y z
dowolng wybrana osia. Dla kazdej orientacji eksperyment,
wykonany przez obserwatora A, daje dwa (nieprzewidywalne)
wyniki, ktérym mozemy przypisaé liczby +1. Jezeli obserwator
A wybierze ustawienie analizatora pod katem «, to wynik
pomiaru, oznaczony symbolem a moze przyjmowaé¢ wartosci
a = *+1. Jezeli natomiast wybierze ustawienie analizatora pod
katem =, to otrzyma wynik ¢ = +1.
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Drugi obserwator (B) mierzy polaryzacje fotonu
wyemitowanego w przeciwnym kierunku do fotonu
rejestrowanego przez A. Podobnie jak A obserwator B moze
wybra¢ dwie inne orientacje swojego analizatora pod katami (i
0 z wybrang osia. Wynikami pomiaréw, otrzymanymi przez
obserwatora B dla analizatora ustawionego pod katami 3 1i -, sa
odpowiednio wielkosci b= +11id = +£1.

(a) (b)

Fig. 6.7. Linear polarization directions giving the maximal violation
of (2) Bell’s inequality (6.26), and (b) the CHSH inequality (6.30).
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korelacje pomiedzy wielko$ciami a, b ¢ i d. Korelacje te
spelniaja nieréwnos¢ (25), ktéra moze by¢ zapisana jako

(ab) + (be) + (ed) — (da)| < 2. (26)
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W przypadku liniowo spolaryzowanych fotonéw odpowiednie
korelacje mozna wyrazi¢ za pomoca katéw pomiedzy
plaszczyzna polaryzacji analizatora a wybrana osig, np. dla
katow a1

(ab) = cos2(a — f3) . (27)

Zadanie: wyprowadzi¢ ten zwiazek.
Dla rozwazanego eksperymentu nieréwnosé (26) przyjmuje
postaé

|cos2(a—f)+cos2(B—v)+cos2(y—9)—cos2(0—a)| < 2. (28)
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Obliczmy wartosé¢ lewej strony nieréwnosci (28) w przypadku,
gdy wybrane plaszczyzny polaryzacji analizatoréw tworzg z
soba katy 22.5°. Wtedy pierwsze trzy cosinusy sa réwne 1/v/2, a
czwarty jest réwny —1/v/2. A zatem lewa strona nieréwnosci
(28) wynosi 2v/2, czyli nieréwno$é nie jest spetniona.

Dla katow 22.5° zachodzi maksymalne naruszenie
nieréwnosci (28).

Mozna natomiast pokazaé, ze nieréwnosé (28) jest spelniona dla
klasycznej korelacji, np. danej wzorem (13).
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(2) Uktad dwéch kubitéw spinowych

Rozwazmy nastepujacy eksperyment myslowy. Powiedzmy, ze
obserwator C spreparowal uklad dwoch spinéw 1/2 w stanie
dwukubitowym

0)all)p — [1)4]0)5
NG .

Obserwator C przekazuje pierwszy kubit Alicji (A), a drugi
Bartkowi (B).

) = (29)



(2) Uktad dwéch kubitéw spinowych

Rozwazmy nastepujacy eksperyment myslowy. Powiedzmy, ze
obserwator C spreparowal uklad dwoch spinéw 1/2 w stanie
dwukubitowym

0)alt) B — [1)4|0)5
7 :
Obserwator C przekazuje pierwszy kubit Alicji (A), a drugi

Bartkowi (B).
Alicja przeprowadza pomiary nastepujacych wielko$ci:

) = (29)



(2) Uktad dwéch kubitéw spinowych

Rozwazmy nastepujacy eksperyment myslowy. Powiedzmy, ze
obserwator C spreparowal uklad dwoch spinéw 1/2 w stanie
dwukubitowym

0)alt) B — [1)4|0)5
7 :
Obserwator C przekazuje pierwszy kubit Alicji (A), a drugi

Bartkowi (B).
Alicja przeprowadza pomiary nastepujacych wielko$ci:

QR=Zp, R=Xy4, (30)

) = (29)



(2) Uktad dwéch kubitéw spinowych

Rozwazmy nastepujacy eksperyment myslowy. Powiedzmy, ze
obserwator C spreparowal uklad dwoch spinéw 1/2 w stanie
dwukubitowym
0)4[1)B —[1)4[0) 5

V2 '
Obserwator C przekazuje pierwszy kubit Alicji (A), a drugi

Bartkowi (B).
Alicja przeprowadza pomiary nastepujacych wielko$ci:

QR=Zp, R=Xy4, (30)

) = (29)

natomiast Bartek wykonuje pomiary wielkosci



(2) Uktad dwéch kubitéw spinowych

Rozwazmy nastepujacy eksperyment myslowy. Powiedzmy, ze
obserwator C spreparowal uklad dwoch spinéw 1/2 w stanie
dwukubitowym
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Obserwator C przekazuje pierwszy kubit Alicji (A), a drugi

Bartkowi (B).
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natomiast Bartek wykonuje pomiary wielkosci
—Zp— XB _Zp—Xp
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(31)



(2) Uktad dwéch kubitéw spinowych

Rozwazmy nastepujacy eksperyment myslowy. Powiedzmy, ze
obserwator C spreparowal uklad dwoch spinéw 1/2 w stanie
dwukubitowym

0)alt) B — [1)4|0)5
7 :
Obserwator C przekazuje pierwszy kubit Alicji (A), a drugi

Bartkowi (B).
Alicja przeprowadza pomiary nastepujacych wielko$ci:

QR=Zp, R=Xy4, (30)

) = (29)

natomiast Bartek wykonuje pomiary wielkosci
—Zp— Xp Zp— Xp
S = 5 = .
V2 V2
Przypominam, ze symbole X i Z oznaczaja skrocony zapis macierzy Pauliego

odpowiednio oz i 0.
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Obliczamy wartosci oczekiwane iloczynéw operatoréw (30) i
(31) w stanie (29) i otrzymujemy

<@s>=j§, <Rs>=j§, <RT>=j§, (QT) =—j§. (32)

Zadanie: obliczy¢ te wartosci oczekiwane.
Otrzymalismy zatem wynik

(QS) + (RS) + (RT) — (QT) = 2V2, (33)

ktory oznacza naruszenie nieréwnosci (25).
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{lix), lia), - - lim)}

stanowi baze w przestrzeni Hilberta H4 stanéw kwantowych
podukladu A, natomiast zbiér wektoréw

stanowi baze w przestrzeni Hilberta Hp stanéw kwantowych
poduktadu B.
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przestrzeni Hilberta Hap = Ha4 ® Hp w postaci

= Z Z A iudv) (34)
p=10v=1

gdzie |i,jy) = |iy) ® |jv) jest iloczynem tensorowym wektoréw
bazowych. Ponadto spelniony jest warunek unormowania stanu
(34), czyli

S awl’=1. (35)

pn=1lv=1
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czyli

|¢>AB = (Z au|iu>) (Z /8V|]V>> s
pn=1 v=1

to stan |1)) 4p nazywamy stanem separowalnym.

Jezeli natomiast
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to stan |¢) op nazywamy stanem splatanym.
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Jezeli stan (34) mozna wyrazi¢ w postaci

[¥)aB = [P)ald)s

czyli
|¢>AB = (Z au|iu>) (Z /8V|]V>> s
pn=1 v=1

to stan |1)) 4p nazywamy stanem separowalnym.
Jezeli natomiast

VYA # 1) al¥) B ,

to stan |¢) op nazywamy stanem splatanym.
Stan splatany = entangled state (ang.), inaczej e-bit.

(38)
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Wyrazajac stany kwantowe za pomoca funkcji falowych mozna
zdefiniowaé stan separowalny uktadu ztozonego opisanego
funkcja falowa ¥ 4p(ra,rp) jako stan opisany iloczynem funkcji
falowych 14(ra) i ¥p(rg) podukladéw A i B, czyli

Yap(ra,mB) = Ya(ra)¥s(rs), (39)

gdzie 74 i rp sa zbiorami wspéirzednych kartezjanskich
opisujacych polozenia czastek odpowiednio w poduktadach A i
B.

Natomiast funkcja falowa stanu splatanego uktadu ztozonego
AB spelnia nieréwnosé

Yap(ra,rB) # va(ra)p(rs) , (40)

czyli nie moze by¢ wyrazona w postaci iloczynu funkcji falowych
poduktadéow.
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Stany Bella

Wiérédd standéw splatanych szczegdlnie wazna role odgrywaja
stany Bella, zdefiniowane jako

|00) + |11)

1Bo0) = Vo (41)
on) = D (42
|510) = 100) = 1) (43)
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Stany Bella

Wiérédd standéw splatanych szczegdlnie wazna role odgrywaja

stany Bella, zdefiniowane jako

|Boo) =

|Bo1) =

|f10) =

|ﬁ11>

01) —

V2

V2

|
V2

V2

|00) + |11)

101) + [10)

11)

100) —

)

I

Y

[10)

(41)

(42)

(43)

(44)



Stany Bella

Wiérédd standéw splatanych szczegdlnie wazna role odgrywaja
stany Bella, zdefiniowane jako

|00) + |11)

1Boo) = N (41)
on) = D (42
o) = P (43
) = (44

Stany Bella nazywane sg czasem stanami EPR od nazwisk
Einstein, Podolski, Rosen.
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Stany (41), (42), (43), (44) moga by¢ zapisane za pomoca
jednego wzoru

_ ’O7y> + (_1)93’1,?)
|Bay) = 7 :

gdzieg=1dlay=0ig=0dlay=1.
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Rozwazmy obwdd kwantowy, ktérego schemat przedstawiony
jest na rysunku.
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Obwdd ten sktada sie z jednokubitowej bramki Hadamarda i
dwukubitowej bramki CNOT.



Obwdd ten sktada sie z jednokubitowej bramki Hadamarda i
dwukubitowej bramki CNOT. Wyniki dziatania tych bramek na
cztery stany dwukubitowej bazy obliczeniowej

{]00),|01), |10), |11)} pokazane sa w tabeli (1).



Tabela: (1) Stany wejsciowe (in) i wyj$ciowe (out) obwodu
kwantowego produkujacego stany Bella.

in out

(100) +[11))/v/2 = | Boo)
(101) +110))/v2 = |Bor)
(100) — [11))/v2 = |B1o)
(l01) —110))/v2 = |Bn1)




Obliczmy np. dziatanie obwodu na stan |00).



Obliczmy np. dziatanie obwodu na stan |00). Przypominam, ze
bramka Hadamarda dziata tylko na pierwszy kubit, a bramka
CNOT dziala na drugi kubit jak bramka NOT w zaleznosci od
stanu pierwszego kubitu.



Obliczmy np. dziatanie obwodu na stan |00). Przypominam, ze
bramka Hadamarda dziata tylko na pierwszy kubit, a bramka
CNOT dziala na drugi kubit jak bramka NOT w zaleznosci od
stanu pierwszego kubitu.

Ucnor H|00) Ucnor

(10) + |1>)!0>}

V2
= PR )




Obliczmy np. dziatanie obwodu na stan |00). Przypominam, ze
bramka Hadamarda dziata tylko na pierwszy kubit, a bramka
CNOT dziala na drugi kubit jak bramka NOT w zaleznosci od
stanu pierwszego kubitu.

Ucnor H|00) Ucnor

(10) + |1>)!0>}

V2
= PR )

a wiec otrzymujemy pierwszy ze stanéw Bella.
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W klasycznym artykule’ Einstein, Rosen i Podolsky (EPR)
postawili fundamentalne pytanie:

”Czy kwantowo-mechaniczny opis rzeczywistosci fizycznej jest
kompletny?”.

1-A. Einstein, B. Podolsky, N. Rosen, Phys. Rev. 47 (1935) 777.
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od siebie czastki. Uklad ten znajduje si¢ w stanie splatanym o
funkcji falowe;

1/) = 5(:(}1 — I9 — L)5(p1 +p2) R (47)

Symbolem § oznaczona jest delta Diraca, ktora zostata tutaj
uzyta w celu uproszczenia rozwazan. Poprawna funkcja falowa
powinna mieé¢ posta¢ dowolnie wysokiego i waskiego piku
unormowanego do 1. Dla dalszego uproszczenia rozwazan
rozpatrujemy problem jednowymiarowy, przy czym xi i x2 sa
wspolrzednymi czastek, a p1 i po sa pedami czastek
(mierzonymi w kierunku z). L jest odlegloscia pomiedzy
czastkami. Zakladamy, ze odleglos¢ ta jest znacznie wieksza niz
zasieg oddzialywania wzajemnego czastek.
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polozeniowo-pedowej. W sensie fizycznym oznacza ona, ze
wzajemna odleglosé czastek 11 2 jest bardzo bliska L, a ich ped
calkowity jest dowolnie bliski zera.

Zauwazmy, ze operatory wielkosci w (47) komutuja z soba, czyli

[£1 — Z2,P1 +P2] =0, (48)

co oznacza, ze wielkosci te sa réwnoczesnie mierzalne.
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Jezeli uklad czastek znajduje sie w stanie (47), to nie znamy ani
polozen poszczegdlnych czastek (znamy jedynie ich odlegtogé
wzajemna) ani pedéw tych czastek (znamy wylacznie ich ped
calkowity).

Jezeli jednak wykonamy pomiar potozenia x; pierwszej czastki,
to bedziemy mogli przewidzie¢ — z prawdopodobienstwem
rownym 1 — polozenie x5 czastki drugiej, bez wykonania
pomiaru polozenia tej czastki.

Podobnie, jezeli wykonamy pomiar pedu p; czastki 1, to
bedziemy mogli przewidzie¢ — z pewnoscia — ped po czastki 2,
znowu bez wykonania pomiaru pedu tej czastki.



Jednakze mechanika kwantowa wyklucza jednoczesny
dokladny pomiar obu wielkoSci z9 i ps, poniewaz operatory
T2 1 po nie komutuja z soba.



—> EPR starali sie pokazaé, ze opis
kwantowo-mechaniczny, zgodnie z kt6rym pelna
informacja o ukladzie kwantowym zawarta jest w
funkcji falowej, nie jest kompletny.



—> EPR starali sie pokazaé, ze opis
kwantowo-mechaniczny, zgodnie z kt6rym pelna
informacja o ukladzie kwantowym zawarta jest w
funkcji falowej, nie jest kompletny.

Na tym polega tzw. paradoks EPR.
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Rozwiazanie paradoksu EPR opiera si¢ na spostrzezeniu, ze
stan EPR (47) jest stanem splatanym. Rozwazymy zatem
pomiar wykonany nad ukladem w stanie splatanym.

W celu mozliwie jasnego przedstawienia rozwigzania problemu
nie bedziemy rozpatrywali oryginalnego problemu EPR, lecz
rownowazny mu problem pomiaru spinu uktadu dwoch
elektronéw w stanie splatanym.
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Korelacje w eksperymencie EPR

Zalézmy, ze spreparowaliSmy stan singletowy |¢g) uktadu
dwoch czastek (elektronéw) o spinie 1/2. Stan ten ma postaé
stanu splatanego Bella |311), czyli

_[01) —[10)
lvs) = — % (49)

Powiedzmy, ze wykonamy pomiar sktadowej spinu wzdtuz
dowolnej osi, wyznaczonej przez wersor e, dla kazdego z
elektronéw. Pomiarowi temu odpowiada operator

€0 =e,0,+ey0y+€,0,. (50)
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Mozna pokazaé, ze operator e - o posiada dwie wartoéci wlasne
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Zadanie: Wykazac¢ ten zwiazek
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Okazuje sie, ze dla dowolnego wyboru wersora e pomiary
sktadowej spinu w kierunku e, wykonane dla dwoéch elektronéw
w stanie (49), dadza nastepujace wyniki:

jezeli pomiar na pierwszym elektronie da wynik 41, to pomiar
wykonany na drugim elektronie da zawsze wynik —1 i
odwrotnie.

Wydaje si¢ zatem, ze drugi elektron ”zna” wynik pomiaru
wykonanego na pierwszym elektronie, niezaleznie od tego, w
jaki sposob wykonaliSmy pomiar na pierwszym elektronie.
Odpowiemy teraz na pytanie, dlaczego jest to mozliwe.
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e-ola) =+|a), (52)

oraz

e-olb) = —|b) . (53)
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Powiedzmy, ze |a) i |b) sa stanami wlasnymi operatora e - o,

czyli spelnione sg réwnania wlasne
e-ola) = +la),

oraz

e alb) = —[b) .

Transformacja z bazy {|a),|b)} do bazy stanéw wlasnych
operatora o, czyli {|0),|1)} ma postaé

|0) = ala) + 5b) ,

1) = yla) + 38} -

(54)

(55)
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Wystepujace w réwnaniach (54) i (55) liczby zespolone «, 3, v i
0 tworza macierz unitarng U transformacji

a f
o0 .

Wyznacznik tej macierzy
det(U) = ad — By = € | (57)

gdzie 0 jest liczba rzeczywista. Ostatnia réwno$é¢ w (57) wynika
z unitarnosci macierzy U.
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Znajdujemy rozklad stanu singletowego (49) w bazie {|a), |b)} i
otrzymujemy

_Jo1) - J10) _

|ab) — |ba)
7 —

|1;Z)S> \/5

(ad —(37) (58)
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Znajdujemy rozklad stanu singletowego (49) w bazie {|a), |b)} i
otrzymujemy

_[01) —[10) lab) — |ba)
=—7% = — 7

W réwnaniu (58) wyrazenie w nawiasie jest wyznacznikiem
macierzy U, czyli jest réwne €, ktéry jest globalnym

[vs) (ad — B) (58)

czynnikiem fazowym.
Ze wzgledu na dowolnosé fazy globalnej mozemy potozyé 6 = 0,
co daje rownosé

01) — [10) _ |ab) — |ba)
V2 V2o

(59)



Z réwnosci (59) wynika, ze jezeli wykonamy pomiar wartosci
wtlasnych operatora e - & na obu elektronach, to otrzymanie
wyniku +1 (—1) dla pierwszego elektronu implikuje wynik
—1 (+1) dla drugiego elektronu.
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Z réwnosci (59) wynika, ze jezeli wykonamy pomiar wartosci
wtlasnych operatora e - & na obu elektronach, to otrzymanie
wyniku +1 (—1) dla pierwszego elektronu implikuje wynik
—1 (+1) dla drugiego elektronu.

A zatem paradoks EPR wynika z podstawowych praw
mechaniki kwantowej.

Jest to zjawisko interesujace, a nawet intrygujace, dajace sie
jednak wyjasni¢ bez popadania w sprzeczno$é¢ z prawami
mechaniki kwantowej.



Fizyczna natura zjawiska EPR polega na silnej
korelacji, ktéra wystepuje dla ukladu kwantowego w
stanie splatanym.
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