ALGORYTMY KWANTOWE



Obliczanie wartosci funkcji za pomoca
komputera kwantowego
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Pierwszy rejestr (|z)) przechowuje wartosci wejsciowe,
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Koniec dygres;ji.
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W celu obliczenia wartosci funkcji f(z) dzialamy operatorem
unitarnym Uy na kubit wejsciowy (10).
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réwnym 1/2™ a zatem kazda z wartosci funkeji
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[Youtput) = |Z)|f(Z)), to wynikiem kolejnego
pomiaru, wykonanego bezposrednio po pierwszym
pomiarze, bedzie ten sam stan otrzymany z
prawdopodobienstwem réwnym 1, co oznacza, ze
otrzymamy znowu warto$¢ funkcji f(Z), czyli nie
otrzymamy zadnej dodatkowej informacji o nowej
wartosci funkcji y = f(z).



Algorytm Deutscha



Algorytm Deutscha jest przykladem realizacji wyroczni
kwantowej.



Algorytm Deutscha jest przykladem realizacji wyroczni
kwantowej. Wyrocznia jest urzadzeniem, ktoére odpowiada na
stawiane pytania jedynie ”tak” lub ”nie”.



Algorytm Deutscha jest przykladem realizacji wyroczni
kwantowej. Wyrocznia jest urzadzeniem, ktoére odpowiada na
stawiane pytania jedynie ”tak” lub ”nie”. Pytania mogg by¢
bardzo skomplikowane, procedura przygotowywania odpowiedzi
moze by¢ bardzo zlozona i moze wymagacé¢ wielu obliczen.



Algorytm Deutscha jest przykladem realizacji wyroczni
kwantowej. Wyrocznia jest urzadzeniem, ktoére odpowiada na
stawiane pytania jedynie ”tak” lub ”nie”. Pytania mogg by¢
bardzo skomplikowane, procedura przygotowywania odpowiedzi
moze by¢ bardzo zlozona i moze wymagacé¢ wielu obliczen.
Jednak wyrocznia podaje wylacznie jedng z odpowiedzi ”tak”
lub "nie”.



Algorytm Deutscha jest przykladem realizacji wyroczni
kwantowej. Wyrocznia jest urzadzeniem, ktoére odpowiada na
stawiane pytania jedynie ”tak” lub ”nie”. Pytania mogg by¢
bardzo skomplikowane, procedura przygotowywania odpowiedzi
moze by¢ bardzo zlozona i moze wymagacé¢ wielu obliczen.
Jednak wyrocznia podaje wylacznie jedng z odpowiedzi ”tak”
lub ”nie”.

Pomimo prostoty tych odpowiedzi, wyrocznia moze byé
uzyteczna przy rozwiazywaniu bardzo zlozonego problemu,
jezeli tylko potrafimy dokona¢ dekompozycji tego problemu na
problemy proste, tak sformutowane, ze wystarczy dla nich jedna
z odpowiedzi ”"tak” lub ”nie”.
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zbior liczb {0,1} na zbiér {0,1}, przy czym funkcja ta jest albo
stala, jezeli f(0) = f(1), albo zré6wnowazona, jezeli
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Wyrocznia Deutscha znajduje odpowiedz na pytanie, czy
funkcja f(x) jest stala czy zréwnowazona.

Komputer klasyczny daje odpowiedz na to pytanie po
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obliczeniu funkcji.

Kwantowy algorytm Deutscha odpowiada na to pytanie po
jednokrotnym obliczeniu funkcji f(z).



Implementacja algorytmu Deutscha odbywa sie za pomoca
obwodu kwantowego o schemacie pokazanym na rysunku 7.1.
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Rysunek: 7.1. Schemat obwodu kwantowego do implementacji algorytmu
Deutscha.
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H jest bramka Hadamarda, a Uy jest sterowana bramka, ktora
stuzy do obliczania wartosci funkcji f. W jawnej postaci

Uslo)ly) = o)y @ f(x)) (12)

gdzie @ jest operacja dodawania modulo 2.
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Przypominam dziatanie bramki Hadamarda na stany bazy
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&\

H[1) = (!0> 1) - (14)
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Przeanalizujemy teraz dokladnie dziatanie algorytmu. Algorytm
Deutscha wykonywany jest w trzech krokach.

Krok (1)

Pierwsza para bramek Hadamarda przeksztatca kubity
wejsciowe [0) i |1) w stan

500+ 1)@ (0) - 1) (15)

gdzie symbol ® oznacza iloczyn tensorowy wektoréw stanu
rejestru pierwszego (goérnego) i drugiego (dolnego).
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Krok (2)

Stan (15) otrzymany w kroku pierwszym poddany jest
dziataniu bramki U;. W celu obliczenia wyniku tego dzialania

wykorzystamy wzoér (12)

Usle) @ (10) = [1)) = [z) @ (0@ f(x)) — 1@ f(z))) . (16)
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Ze wzoréw (17) i (18) wynika, ze ten sam wzér jest stuszny dla
wszystkich wartosci f(x), czyli

Uslz) ® (10) = 1)) = (-=1)/@}z) ® (j0) = 1)) . (19)
Stosujac (19) do stanu (15) otrzymanego w wyniku kroku

pierwszego otrzymujemy

[(=1)7O0) + (-=1)/ D )| @(l0)-[1)) -
(20)

N =

Uf%(\0>+|1>)®(’0>*|1>) =
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Krok (3)

Dzialamy bramks Hadamarda na stan pierwszego rejestru w
(20), czyli na wektor (—1)7®]0) + (=1)7M|1), i otrzymujemy



Krok (3)

Dzialamy bramks Hadamarda na stan pierwszego rejestru w
(20), czyli na wektor (—1)7®]0) + (=1)7M|1), i otrzymujemy

L[ OH0) + (1) HD)] @ (o) - 1))
1

RN RS v Loy
= 5 [0 0 + 170 - )

®(10) = 1))

_ % {10 [~/ 4 (=)D 4 1) [(~1)/© — (-1} 0]}

©—=(0) ~ 1) . 1)

5
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Przeanalizujmy teraz wynik zapisany w ostatnich dwdch
wierszach (21).
Jezeli funkcja f(z) jest stala, to zachodzi

(_1)f(0) _ (_1)f(1) —0.

W tym przypadku stan koficowy gérnego rejestru (stan goérnej
linii schematu) przyjmuje postaé

5 {10) [(-1/© + (-1 0]} = £0) 22
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Jezeli funkcja f(z) jest zrébwnowazona, to zachodzi

(_1)f(0) + (_1>f(1) —-0.



Jezeli funkcja f(z) jest zrébwnowazona, to zachodzi
(_1)f(0) + (_1)f(1) =0.

W tym przypadku stan koficowy gérnego rejestru (stan gornej
linii schematu) przyjmuje postaé
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Whniosek

W celu okredlenia, czy funkcja f(x) jest stala czy
zréwnowazona, wystarczy — po wykonaniu krokéw (1-3) —
dokonaé¢ pomiaru stanu wyjsciowego gérnego rejestru (stanu
koncowego gérnej linii). Jezeli stanem koncowym jest |0), to
funkcja f(x) jest stala, a jezeli stanem koncowym jest |1), to
funkcja f(x) jest zréwnowazona.

A zatem algorytm Deutscha odpowiada na pytanie, czy funkcja
f(zx) jest stala czy zréwnowazona, obliczajac warto$¢ funkcji
f(x) tylko jeden raz (operacja Uy zostala zastosowana tylko
raz).
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Dyskusja

» Kubity w dolnej linii podlegaja ewolucji czasowej, w ktorej
wyniku osiagany jest albo stan |0) albo |1). Wskutek
splatania stanéw dolnej i gérnej linii powoduje to
odpowiednig zmiane stanéw linii gérnej.

» Obliczenie dwoch wartosci funkeji f(z) za pomoca jednej
operacji jest ilustracja kwantowej réwnoleglosci
obliczen.

» Calos¢ dzialania algorytmu opiera sie na paradoksie
EPR.
Signum temporis: Obecnie to jest wlasnie paradoks:
istota dzialania komputera kwantowego opiera sie
na paradoksie EPR.
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Zastosowanie algorytmu Deutscha

Metody réznicowe fizyki obliczeniowej wymagaja dokonania
dyskretyzacji zmiennych i funkcji, czyli tabelaryzacji wartoéci
funkcji. W wyniku dyskretyzacji otrzymujemy funkcje
przedziatami stata. W tym celu mozemy zastosowaé algorytm
Deutscha.

A zatem algorytm ten moze byé stosowany do odpowiedniego
przyspieszenia implementacji metod réznicowych, uzywanych
np. w rézniczkowaniu numerycznym lub numerycznym
calkowaniu (za pomoca metody prostokatéw).
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Algorytm Deutscha-Jozsy jest wyrocznia, bedaca uogdlnieniem
wyroczni Deutscha. Badana jest funkcja f(x) okreslona na n
parach zmiennych.

f(z):{0,1}" — {0,1} . (24)

Algorytm ten odpowiada na pytanie, czy funkcja f(x) jest stala
czy zréwnowazona.

Funkcja (24) jest zréwnowazona, jezeli f(x) przyjmuje
wartosé 0 dla jednej poltowy swoich argumentéw, a wartosé 1
dla drugiej potowy.
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Rysunek: 7.2. Schemat obwodu kwantowego do implementacji algorytmu

Deutscha-Jozsy.
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W algorytmie Deutscha-Jozsy bramki Hadamarda dziataja
analogicznie jak w algorytmie Deutscha, natomiast bramka Uy
jest teraz kontrolowana przez stany n rejetréw (n linii). Funkcja
f odwzorowuje zbiér 2" liczb {0,1}" na pare liczb {0, 1}.
Funkcja ta jest albo stata albo zré6wnowazona.

Zadaniem algorytmu (wyroczni) Deutscha-Jozsy jest
odpowiedzie¢ na pytanie, ktéry z tych dwbdch przypadkéw
zachodzi dokonujac wylgcznie jednego obliczenia wartosci
funkcji.

Klasyczny algorytm musi obliczyé funkcje f 2" razy, aby
odpowiedzie¢ na to pytanie.
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Analizujemy poszczegdlne kroki algorytmu Deutscha-Jozsy.
Krok (1)

Dzialamy bramka H na kazdy z n kubitéw wejsciowych |0).
W celu znalezienia wyniku tej operacji obliczamy

H |0y H|0) ... HI|0O)

1 1 1
7(!0> + !U)E(!O) +1)... ﬁ(\@ +11)

= 2TL/2(|00 0) +100...1) +...[11...1))

2Tl/2(|0>+|1>+...+\2n_1>)

2n-1

= 2n/2 Z |x) . (25)



W tym kroku przeksztalcany jest jeszcze kubit |1) w dolnym
rejestrze (dolnej linii), co prowadzi do wyniku



W tym kroku przeksztalcany jest jeszcze kubit |1) w dolnym
rejestrze (dolnej linii), co prowadzi do wyniku

H[1) = 7(|0> ) - (26)



W tym kroku przeksztalcany jest jeszcze kubit |1) w dolnym
rejestrze (dolnej linii), co prowadzi do wyniku

1

Hl1) = -

(10) = 1)) - (26)

Ostatecznie po wykonaniu pierwszego kroku caty uktad
przechodzi do stanu



W tym kroku przeksztalcany jest jeszcze kubit |1) w dolnym
rejestrze (dolnej linii), co prowadzi do wyniku

H|1) = ¢1§<'0> — ). (26)

Ostatecznie po wykonaniu pierwszego kroku caty uktad
przechodzi do stanu

e 2n/2<2_rx)®f\o> . e
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Krok (2)

W kroku tym zastosowana jest n-wierszowa kontrolowana
operacja Uy. Uogélniajac dla tej operacji wynik otrzymany
poprzednio dla algorytmu Deutscha otrzymujemy stan uktadu
po wykonaniu drugiego kroku

v = o ( > <—1>f<x>\x>) . (28)

x=0
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Krok (3)
W kroku konicowym poddajemy kazdy z kubitéw w n gérnych
liniach dziataniu bramki Hadamarda. Jednak teraz stanem
wejsciowym kazdego z tych rejestréw nie jest stan |0), a zatem
transformacja Hadamarda staje si¢ bardziej skomplikowana. W
celu wyznaczenia jej wyniku przeksztatcamy znany wynik
dziatania transformacji Hadamarda

H|0) =

510) + 1) = —= [(=D"0) + (=)™ )], (20)

Sl
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Krok (3)
W kroku konicowym poddajemy kazdy z kubitéw w n gérnych
liniach dziataniu bramki Hadamarda. Jednak teraz stanem
wejsciowym kazdego z tych rejestréw nie jest stan |0), a zatem
transformacja Hadamarda staje si¢ bardziej skomplikowana. W
celu wyznaczenia jej wyniku przeksztatcamy znany wynik
dziatania transformacji Hadamarda

H|0) =

510) + 1) = —= [(=D"0) + (=)™ )], (20)

3\
E\ -

H1) = <ro> 1) = == [(=1)0) + (=)™ 1)] , (30)
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Krok (3)

W kroku konicowym poddajemy kazdy z kubitéw w n gérnych
liniach dziataniu bramki Hadamarda. Jednak teraz stanem
wejsciowym kazdego z tych rejestréw nie jest stan |0), a zatem
transformacja Hadamarda staje si¢ bardziej skomplikowana. W
celu wyznaczenia jej wyniku przeksztatcamy znany wynik
dziatania transformacji Hadamarda

HI0) = 7 (10) + 1)) =

7[00 + (0] L (29)

1

75 |00 + (=0 m] L (30

gdzie symbol x oznacza zwykle mnozenie liczb (z x y = zy).

H|1) = j§<ro> — ) =



Wzory (29) i (30) mozna zapisa¢ w jednolity sposéb jako



Wzory (29) i

(30) mozna zapisa¢ w jednolity sposéb jako

1

H|z) = Z 1" Yy) .

y:0

(31)



Wzory (29) i (30) mozna zapisa¢ w jednolity sposéb jako
1
Hir) = Z 1" y) . (31)

Zastosujemy teraz formute (31) do iloczynu tensorowego n
kubitéw.
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(32)



Iloczyn x - y we wzorze (32) ma nastepujace znaczenie:



Iloczyn x - y we wzorze (32) ma nastepujace znaczenie:

X y=T1Xy1D22Xy2D ... 0Ty XYn,



Iloczyn x - y we wzorze (32) ma nastepujace znaczenie:
XYy=Z1 XY1 22 XY@ ... BTy X Yp ,

gdzie @ oznacza dodawanie modulo 2.



Wstawiamy wyrazenie (32) do stanu wynikowego drugiego
kroku (28) i otrzymujemy wynik trzeciego kroku



Wstawiamy wyrazenie (32) do stanu wynikowego drugiego
kroku (28) i otrzymujemy wynik trzeciego kroku

W) =

= n 1
on2 );)(—1)”")]]_[ ®H|x;) ®E(I0>—\1>)

1 [2n_1 2n_1 . 1
T Z - W Z )| @ —Z5(0) -
2n—-127-1

XZO yZO T (—1yv]y) \/5(\0>—|1>)-

1)

(33)



Przeanalizujemy teraz stan koncowy (33).



Przeanalizujemy teraz stan koncowy (33).
(1) Jezeli funkcja f(x) jest stala, to wyrazenie (—1)/(
wyciagnaé przed sume podwodjna, ktoéra przybiera postaé

X) mozemy



Przeanalizujemy teraz stan koncowy (33).
(1) Jezeli funkcja f(x) jest stala, to wyrazenie (—1)/(
wyciagnaé przed sume podwodjna, ktoéra przybiera postaé

X) mozemy

2n—12n7-1

0030 > (C1ly). (34)

x=0 y=0



Przeanalizujemy teraz stan koncowy (33).
(1) Jezeli funkcja f(x) jest stala, to wyrazenie (—1)/(
wyciagnaé przed sume podwodjna, ktoéra przybiera postaé

X) mozemy

2n—12n7-1

T3 3 (=1)¥ly) (34)

x=0 y=0

Ustalmy |y) i rozwazmy mozliwe stany



Przeanalizujemy teraz stan koncowy (33).
(1) Jezeli funkcja f(x) jest stala, to wyrazenie (—1)/(
wyciagnaé przed sume podwodjna, ktoéra przybiera postaé

X) mozemy

2n—12n7-1

T3 3 (=1)¥ly) (34)

x=0 y=0
Ustalmy |y) i rozwazmy mozliwe stany

2n-1

[Yy) = [ > (=1

x=0

ly) - (35)




Dla y # 0 suma w wyrazeniu (35) musi si¢ zerowaé, czyli
2n_1

> (1) =0, (36)

poniewaz w sumie tej wyrazenie X - y przyjmuje takg samag
liczbe razy warto$¢ 0 oraz 1.



Dla y # 0 suma w wyrazeniu (35) musi si¢ zerowaé, czyli

> (1) =0, (36)

poniewaz w sumie tej wyrazenie X - y przyjmuje takg samag
liczbe razy warto$¢ 0 oraz 1. Zatem w wyrazeniu (35) pozostaje
jedynie wyraz odpowiadajacy y = 0.
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W tym przypadku stan kohcowy (33) przyjmuje postaé

@y = L bl 1)*%jo Loy —nn
) = 5a(=1) XZ:O(*) 0) ®ﬁ(|>*|>)
1

— (L)
= (-1)f |0>®\/§

(10) = 1)) - (37)



W tym przypadku stan kohcowy (33) przyjmuje postaé

W) = (1) [2n21<1>"'°ro>]®1<|o>|1>>
V2

2n x=0
(1Y 1oy
= (-nf |0>®\/§(\0> 1)) . (37)

Wiynik (37) oznacza, ze dla funkcji f(x), bedacej funkcja stala,
pomiar stanu koncowego dowolnego rejestru géornego da zawsze
stan |0).
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2n-1 2n-1

S (=) (=1)*00) = Y (-1)/™joy =0,  (38)
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(IT) Jezeli funkcja f(x) jest zréwnowazona, to np. dla |y) = |0)
otrzymujemy

2" -1 2" -1
Yo (=) =1)*%0) = Y (-1)!Po) =0, (38
x=0 x=0

poniewaz zréwnowazona funkcja f(x) tyle samo razy przyjmuje
wartosci 0 lub 1.

Wynika stad, ze — w odréznieniu od przypadku (I) —
prawdopodobienstwo znalezienia stanu |y) = |0) jest réwne zero.
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wykonaniu algorytmu Deutscha-Jozsy:

(I) Jezeli stan wynikowy kazdego rejestru kontrolnego
jest stanem |0), to funkcja f(x) jest stala.

(IT) Jezeli nie zachodzi ten przypadek, to funkcja f(x)
jest zrownowazona.
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algorytmu Deutscha. Rozwazamy funkcje

f(x):{0,1}" — {0,1}", (39)

gdzie x i f sg dwuwymiarowymi wektorami o sktadowych
przyjmujacych wartosci nalezace do zbioru {0,1}". Zakladamy,
ze funkcja (39) jest dwuznaczna, czyli dla kazdej wartosci
funkeji y = f(x) zawsze istnieja dwa wektory x; i xo takie, ze
f(x1) = f(x2). Ponadto zakladamy, ze funkcja (39) jest
periodyczna, co oznacza, ze istnieje taki wektor binarny a, ze

f(x @ a) = f(x) . (40)
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Algorytm Simona znajduje wektor a, czyli okres funkcji f(x) w
O(n) prébach.

Dla poréwnania algorytm klasyczny znajduje okres funkcji przy
uzyciu L préb, ktérych liczba roénie eksponencjalnie z n, czyli
L ~ O(exp(n)).
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Rysunek: 7.3. Schemat obwodu kwantowego do implementacji algorytmu Simona
na przyktadzie funkeji f : {0,1}% — {0,1}3.
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Obwdd kwantowy do implementacji algorytmu Simona zawiera
w ogélnym przypadku n linii gérnych, ktore wygladaja tak
samo jak gérne linie w obwodzie kwantowym algorytmu
Deutscha-Jozsy, oraz n linii dolnych. Kazda z linii dolnych
odpowiada sub-funkcji

fj+{0,1}" —{0,1},

gdzie j = 1,...,n. Z n sub-funkcji f; tworzymy funkcje f.
Zaznaczone na schemacie operacje Uy, sa bramkami
kontrolowanymi, przy czym sterowanie odbywa sie za pomoca
funkcji f;.
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Najpierw sformutujemy zadanie, ktére algorytm Simona ma
rozwigzac.
Algorytm ten testuje funkcje wektorowa

f:{0,1}" — {0,1}", (41)

ktéra w obwodzie kwantowym zostaje poddana dekompozycji
na n funkcji skalarnych

fj+{0,1}" — {0,1}, (42)

gdzie j =1,...,n.
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Funkcja f musi spelniaé nastepujace warunki:

(1) Funkcja f jest funkcjg dwuznacznag, tzn. kazdej
wartosci f zawsze odpowiadaja dwa wektory x; i
Xy takie, ze
f(Xl) = f(XQ) .

(2) Funkcja f jest funkcja periodyczna, tzn. istnieje
taki wektor a, ze

fx®a)=f(x).
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Przeanalizujmy dziatanie algorytmu Simona.

Krok (1)

Transformacja Hadamarda zastosowana w n gérnych liniach
obwodu kwantowego dziala tak samo jak w przypadku
algorytmu Deutscha-Jozsy. Uzyjemy zatem gotowych wynikéw
otrzymanych w kroku (1) tego algorytmu. Otrzymujemy
nastepujacy stan wynikowy po pierwszym kroku:

Wy = om (Z \x>®|o 0).--10)
2" -1
— 2n/2<2\x>®10 (43)
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W kroku tym stosowane sa sterowane bramki Uy,, ktére w
rezultacie przeksztalcaja stany dolnych n linii z |0) w | f;(x)).
Wynika to z nastepujacego rozumowania:

Dla kazdej dolnej linii w stanie |0) odpowiadajaca jej funkcja
[j(x) moze przyjac¢ albo wartos¢ 1 i wtedy stan linii jest
zmieniany na stan |1), albo wartos¢ 0 i wtedy stan linii
pozostaje niezmieniony, a zatem — po tej operacji — kazda dolna
linia znajdzie si¢ w stanie |f;(x)).

Stanem ukladu po wykonaniu kroku (2) jest stan

W(Q) 73 ( Z |x) ) ® |f(x)) . (44)
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Pozwalamy teraz, aby stany dolnych linii ewoluowaly w
kontakcie z otoczeniem, co oznacza dekoherencje tych stanéw.
W wyniku dekoherencji zostanie osiagniety pewien stan, ktéry
oznaczamy jako |f(xg)). Ze powodu periodycznosci funkgji f z
jednakowym prawdopodobienstwem moze zostaé osiaggniety stan
If(x0 @ a)), a zatem stan n dolnych linii znajdzie sie w stanie

f(x0)) = [f(x0 @ a)) -
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Korzystamy teraz z tego, ze stany linii dolnych i gérnych sa
splatane, a zatem z superpozycji 2" stanéw (44) wybrane
zostang tylko dwa stany i stan linii gérnych staje sie ich
kombinacja liniowa (z jednakowymi amplitudami).
Ostatecznie stanem ukladu po wykonaniu kroku (3) jest stan

[9) = —=(Ix0) + %0 @ a)) ® [f(x0)) - (45)
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Zgodnie ze schematem obwodu kwantowego (por. rysunek) n
gérnych linii zastaje poddanych dziataniu bramek Hadamarda,
co prowadzi do wyniku

1 ~ X0y xoda)-y
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Uwaga

Wielkos$ci typu x sa tutaj traktowane jak macierze 1 x n,
ktorych elementami sa liczby 0 lub 1. Wynika stad, ze iloczyny
x -y we wzorze (46) maja nastepujace znaczenie:

Xy =xoYyo P r1y1 D T2y2 D ... B Tpn—1Yn—1 - (47)
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(1) dla pierwszej klasy y -a = 1,

(2) dla drugiej klasy y - a = 0.
Dla pierwszej klasy przed kazdym z wektoréw stanu |y) w
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Zbior wektorow {y} mozna podzieli¢ na dwie klasy:

(1) dla pierwszej klasy y -a = 1,

(2) dla drugiej klasy y - a = 0.
Dla pierwszej klasy przed kazdym z wektoréw stanu |y) w
rozwinieciu (46) wystepuje amplituda

(-1 = (1) =0,

Wiynika stad, ze wektory |y) nalezace do klasy (1) daja zerowy
wklad do rozwiniecia (46).
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Otrzymany stan koncowy (48) oznacza, ze dokonujac pomiaru n
gérnych linii dostaniemy zawsze wektor y, ktéry jest
prostopadty do szukanego wektora a. To jeszcze nie okresla
jednoznacznie wektora a. Jezeli jednak przeprowadzimy pomiar
stanu gérnych linii n razy, to otrzymamy uktad n réwnan

yi-a =

y2ra =

yn-a = 0 (49)
na n niewiadomych {a1,as,...,a,}. Ten uklad réwnan moze

by¢ rozwiazany metodami klasycznej algebry liniowe;.
W ten sposob znajdujemy szukany okres funkcji f.
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Dyskusja algorytmu Simona

(1) Zastosowanie transformacji Hadamarda do stanéw
poczatkowych |0) n gérnych linii wytwarza
superpozycje 2" — 1 standéw w pojedynczym
rejestrze. Dzieki sprzezeniu z dolnymi liniami
obliczana jest warto$é¢ funkcji f w tej samej
chwili czasu dla wszystkich argumentéw
funkcji. Ten pojedynczy krok w obliczeniach
kwantowych jest réwnowazny 2" — 1 krokom w
obliczeniach klasycznych. Ujawnia sie tutaj
rownoleglosé obliczen kwantowych.

(2) Zastosowanie sterowanych bramek Uy, wytwarza
stan splatany calego ukltadu.



(3) Korelacja kwantowa powoduje, ze ewolucja
czasowa (dekoherencja) n stanéw linii dolnych
pociaga za soba przeksztalcenie standéw n linii
gérnych, splatanych ze stanami linii dolnych, do
superpozycji stanéw |xg) 1 |xo @ a).



(3)

Korelacja kwantowa powoduje, ze ewolucja
czasowa (dekoherencja) n stanéw linii dolnych
pociaga za soba przeksztalcenie standéw n linii
gérnych, splatanych ze stanami linii dolnych, do
superpozycji stanéw |xg) 1 |xo @ a).

Ostatnia operacja kwantowa prowadzi do
oddzielenia wektora xg z tej superpozycji i
pozostawienia superpozycji wektoréw
prostopadtych do a.
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W algorytmie Simona uwidocznione sa podstawowe cechy
obliczen kwantowych:

» superpozycja = réwnoleglosé
» splatanie = nielokalno$é

» korelacja kwantowa
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Kwantowa transformata Fouriera (QFT) jest operacja unitarna
zdefiniowana na n kubitach w sposéb nastepujacy:

2n—1
1

T 2 ) (50)
y=0

F:|x)—
gdzie xy jest zwyklym mnozeniem dwéch liczb. Liczby te
wygodnie jest zapisa¢ w reprezentacji binarnej, czyli

r=x0+ 212+ 2922 + 2325 + ..+ 112"t (51)

y=1yo+y12+ y222 + y323 + ...+ yn_12”*1 . (52)
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Liczbom z i y odpowiadaja stany n-kubitowe

IX) = |20) ® |21) ® ... ® |Tp_1) ,

ly) =lvo) @ |y1) ® ... @ lyn—1) ,

gdzie |z;) i |y;) sa pojedynczymi kubitami, a liczby z;, y;
przyjmuja wartosci 0, 1.
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Transformate Fouriera dowolnego wektora |w) wyznaczymy,
jezeli bedziemy znali wynik dzialania QFT na wektory bazy |x),
poniewaz dowolny wektor |w) mozna zapisa¢ w postaci

w) =D f(x)x) . (55)



Na podstawie (50) i (55) otrzymujemy nastepujacy wzoér na

kwantowa transformate Fouriera funkcji f(x):

N—-1
F [Z f(X)|X>]
x=0

=z

FE)FE(|x))

0

%
Il

N—

—

N-1

y=0

2><
,_.o

N—

H

2= 2=

0

»

y =0

f Z eQwixy/N’y>

f 27rizy/N|y> ’

(56)



Na podstawie (50) i (55) otrzymujemy nastepujacy wzoér na
kwantowa transformate Fouriera funkcji f(x):

N—-1
F[z f<x>|x>] = Y FRF()
x=0

gdzie N jest liczba elementéw bazy |x) (niekoniecznie réwna
2m).



Na podstawie wzoru (56) otrzymujemy wzor na sktadowa y
transformaty Fouriera funkcji f

=

1 V=

Fy(f) = 7% > fx)emim/N (57)
x=0



Na podstawie wzoru (56) otrzymujemy wzor na sktadowa y
transformaty Fouriera funkcji f

_ 1 = 2mixzy/N
x=0

Wzér (57) jest wzorem na klasyczng dyskretng transformate
Fouriera.
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Konstrukcja obwodu kwantowego realizujacego QF T opiera sie
na metodzie szybkiej transformaty Fouriera (FFT).
Rozwazmy wyrazenie

e27ri:vy/2” (58)

wystepujace we wzorze (50).

Wyrazenie (58) jest funkcja periodyczna iloczynu zmiennych zy
o okresie 2. W oparciu o te periodycznosé stosujemy
podstawowy trik metody FFT, ktéry polega na obliczaniu
wylacznie wyrazoéw pierwszego okresu, czyli takich, dla ktérych
xy/2" < 1. Natomiast wyrazy odpowiadajace okresowi
drugiemu i wyzszym sa obcinane.



A zatem obliczamy

T 1
27% = S0t w2+ 2228 . @12")

X (ot y2+12i . tyea2 ) = (59)



A zatem obliczamy

x 1 -
= ot m2tm? 12"
X (ot 2+ 12+ +yaa2") = (59)

W réwnaniu (59) kazda z liczb z i y zostala przedstawiona za
pomocy reprezentacji binarnej, a zatem skltadowe x; i y;
przyjmuja wartosci 0 lub 1.
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W dalszym ciagu przeksztalcamy prawa strone réwnania (59)
stosujac reprezentacje binarng x; i y;.

2n

[yo(.ro + $121 + $222 + ...+ xn_12”*1)
o128 (wg + 2128 + 2222 + . 2, 27

+...

12" Nwo + 212" + 2922 + .+ :rn_12"_1)}

{yo(l'o 4212t + 2922 . 2, 20

+y1(93021 42122+ 2023+ .+ xn_22”_1)
(2022 + 2123 + 2220 + .. 2, 3277

+ ...

+yn_1m02”*1} =... (60)

Symbol ¢ oznacza réwnosé wyrazow pierwszego okresu.
Natomiast wyrazy odpowiadajace okresom drugiemu i wyzszym
zostaly obciete.



Otrzymujemy ostatecznie

= oy (R+sRr 4.+

o1 (g2 + o+ + B52)

+y2 (yafgz + 2;%3 +...+ $n273)
+...
+yn71% .



Wyrazenia w nawiasach w (61) mozna zapisa¢ w postaci
binarnego utamka z zastosowaniem nastepujacej notacji:
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Wyrazenia w nawiasach w (61) mozna zapisa¢ w postaci
binarnego utamka z zastosowaniem nastepujacej notacji:

o

? — (ZL'O)
R . (.xoz1)
92 2 -L0L1
i) I xI9
3BT Ty (-woz122)

(62)
Przy uzyciu tej notacji otrzymujemy
zyY
on = Yo(-wox1 ... Tp—1) + y1(.2ox1 ... Tn—2) + ... Yn—1(.z0) .
(63)
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Korzystajac z (63) przepisujemy QFT jako

1 2" —1
271 2n
Pl = 3 )
y:
2 —1
_ e2milyo (ot ...wn—1)+y1 (o1 n—2)+...+yn-1(.z0 ]‘y>

V2m y=0

—_

_ 1 ~ 627riyo(-wox1..-xnf1)|y0> ® 627riy1(-:com1-..zn72)|y1> ®

V2r o
ity ) (64)

®
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Korzystamy teraz z tego, ze kazda z liczb y; jest réwna 0 lub 1.
Jezeli np. y; = 0, to otrzymujemy odpowiedni wyraz rozwiniecia
(64) réowny

627r7;0(.;v0:r:1...zn_1)’0> — ’0> )



Korzystamy teraz z tego, ze kazda z liczb y; jest réwna 0 lub 1.
Jezeli np. y; = 0, to otrzymujemy odpowiedni wyraz rozwiniecia
(64) réowny

627r7;0(.;v0:r:1...zn_1)’0> — ’0> )

Jezeli y; = 1, to odpowiedni wyraz rozwiniecia (64) jest réwny

627ri1(.$0$14..xn,1) |1> 627ri(.:60a71...$n,1) | 1> .



Wysumowanie po wszystkich mozliwych wartosciach y w
réwnaniu (64) powoduje przypisanie kazdej wartosci y; zaréwno
0 jak i 1, a zatem otrzymujemy



Wysumowanie po wszystkich mozliwych wartosciach y w
réwnaniu (64) powoduje przypisanie kazdej wartosci y; zaréwno
0 jak i 1, a zatem otrzymujemy

F‘X> _ \}i [‘O> +62ﬂi(.xox1...xn,1)|1>}
® \}Q UO>+ 27T’i(.x0331...mn_2)’1>i|
o es[o+emem] . (6



Implementacja algorymu QFT



%) H — |F)

Rysunek: 7.4. Schemat obwodu kwantowego do implementacji algorytmu QFT.
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Na schemacie obwodu kwantowego H oznacza bramke
Hadamarda. Natomiast dla kazdej linii obwodu kwantowego Ry
oznacza bramke zmiany fazy zdefiniowang jako

I 0
Rd = ( 0 eiW/Zd ’) (66)

gdzie d = 1,2,...n, a I jest macierza jednostkowa 3 x 3.
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srodkowy, czyli na |z2) i |x1), przy czym kubit srodkowy, czyli
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Zgodnie ze schematem obwodu algorytm QFT wykonywany jest
w 5 krokach.

Krok (1)
Pierwsza bramka Hadamarda dzialajaca na stan |z2) rejestru
gérnego (gornej linii) daje w wyniku

M-

Hizg) = (=1)**"]y)

0

<
=l

e?ma:gy/?

=0

0) + ey (68)
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Krok (2)

Dzialamy bramka R; na stan gérnego rejestru, otrzymany w
wyniku 1. kroku (68), przy czym rejestr sSrodkowy (stan |z1)
linii $rodkowej) pelni role sterujaca.
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Dzialamy bramka R; na stan gérnego rejestru, otrzymany w
wyniku 1. kroku (68), przy czym rejestr sSrodkowy (stan |z1)
linii $rodkowej) pelni role sterujaca.

Korzystamy z reprezentacji macierzowych bramki sterowanej
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Krok (2)

Dzialamy bramka R; na stan gérnego rejestru, otrzymany w
wyniku 1. kroku (68), przy czym rejestr sSrodkowy (stan |z1)
linii $rodkowej) pelni role sterujaca.

Korzystamy z reprezentacji macierzowych bramki sterowanej
CR; [wzér (67)] i dwukubitowej bazy obliczeniowej [por.
wyktad 5., wzory (32-35)]. Otrzymujemy nastepujace wyniki
dzialania bramki C' Ry na stany |z1)|xe) = |z122).

Dla dowolnego kubitu sterujacego |z1) stan |0) rejestru gérnego
nie ulega zmianie, czyli

CRilx1)|0) = |1)]0) . (69)



Natomiast stan |1) rejestru gérnego doznaje zmiany fazy w
zaleznosci od stanu kubitu sterujacego.
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Jezeli kubit sterujacy |z1) = |1), to

CRilz1)|1) = €™ 2la1)1)

(70)



Natomiast stan |1) rejestru gérnego doznaje zmiany fazy w
zaleznosci od stanu kubitu sterujacego.
Jezeli kubit sterujacy |z1) = |1), to

CRilz1)|1) = €™ 2la1)1)
a jezeli |x1) = |0), to

CRy|z1)[1) = [21)[1) .

(70)

(71)



Wzory (70) i (71) mozna zapisa¢ w jednolitej postaci

CRy|z1)[1) = e™1/2|zy)[1)

(72)



Wzory (70) i (71) mozna zapisa¢ w jednolitej postaci
CRilz1)[1) = €™ a1)[1)

ktora jest stuszna dla dowolnego kubitu sterujacego |z1).

(72)



Stosujemy teraz (72) do stanéw rejestru gérnego (68) i
srodkowego |x1).



Stosujemy teraz (72) do stanéw rejestru gérnego (68) i

srodkowego |x1).

CRy

|71) ®

|z1)

®

|951> ®

|z1) ®

E\HE\HE\HS\

UO> Qﬂ-i('xQ)’lﬂ
_|O> + 627ri(.a:2)627riw1/2|1>:|

|0> " e27ri(902/2—&—901/4) |1>}

10) + e2riCeim2)n)] (73)
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sterujacym jest kubit zapisany w rejestrze dolnym, czyli |z9). W
tym przypadku operator C' Ry nie zmienia kubitu |0), natomiast
zmienia czynnik fazowy kubitu |1) o wartosé exp(imzo/4).
Operacja ta przeksztalca stan calego uktadu w sposéb
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CRy |ao) ® [22) ® —= [0) + e2mi@22)|1)]
= |20} @ |a1) ® = [[0) + T/

= |:L‘0> ® ‘l'1> X

10) + 627ri(:c0/8+$1/4+12/2)|1>}

Sl = Sl= S-Sl

= Jwo)®@a1) ® = |[0) + ST L] L (74)
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Na podstawie podobnych obliczen jak w krokach (1-3)
pokazujemy, ze stan rejestru srodkowego, czyli stan |z1), w
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Stan (78) jest stanem wynikowym kwantowej transformaty
Fouriera 3-kubitowego stanu poczatkowego [por. (65)].
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W wyniku otrzymujemy stan koncowy (65) realizujacy QFT dla
dowolnego stanu n-kubitowego.
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okreslona na zbiorze liczb catkowitych x € A i przyjmuje
wartosci calkowite y € N'. W odréznieniu od algorytmu Simona
zaréwno funkcja jak i jej okres sa zdefiniowane na zbiorze liczb
calkowitych .

Rozwazamy funkcje okresowa f(z) o okresie r, tzn.

f(x) = f(x+kr), (79)

gdzie k jest liczba catkowita.
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Rysunek: 7.5. Schemat obwodu kwantowego do implementacji algorytmu Shora.
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1 21
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) = gz 2 X elfx), (82)
x=0

gdzie

[f (%)) = [fa-1(x)) @ [fr2(x)) @ ... @ | fo(x)) .
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IS T .
’w3>_m<kz::o‘0+k>>@‘f( 0>7 (83)

gdzie stala normalizacyjna M jest taka liczba catkowita, ze
translacje
To— x0+r —Tog+2r — ...

nie wyprowadza wartodci argumentéw poza przedzial [1,2"].
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2n-1 M

1 N .
Fl — +k — 2mi(zo+kr)y/2
(v 2 o 1) = g X

y=0 k=0
2n-1

2n/2\/7 Z

2mizoy /2"

> Z 627rikry/2"‘y> ) (84)
k=0
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pomiar w stanie (84), to prawdopodobienstwo znalezienia stanu
ly) dane jest kwadratem odpowiedniej amplitudy, czyli

(85)

M1 ¥ ?
_ | = Z eQm'kry/Q"
M k=0

Zakladamy, ze 2" jest podzielne przez r bez reszty. Wtedy

2m M 1
M:—:>7:7
r an

i prawdopodobienistwo (85) staje si¢ réwne

M 2
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Otrzymamy zatem liczby ze zbioru
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Na postawie serii wynikéw (89) znajdujemy M, a stad okres
jako
(90)

2n
T:M.
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Jezeli y jest niewspolmierne z M, to otrzymamy wyniki
rozrzucone przypadkowo woké? liczb ze zbioru (89).
Destruktywna interferencja odpowiadajacych im stanéw
spowoduje, ze znowu otrzymamy liczby ze zbioru (89) (ale tym
przypadku z prawdopodobienstwem P ~ 1).

Podobny efekt destruktywnej interferencji wystapi w
przypadku, gdy 2" nie jest podzielne przez r bez reszty.

Mozna pokazaé, ze powyzsze przewidywania sa prawdziwe
stosujac algorytm oszacowania fazy.
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to by¢ znajdowanie nazwiska osoby w ksigzce telefonicznej, gdy
znany jest wyltacznie numer telefony tej osoby.

Jezeli baza danych zawiera N elementéw (hasel), to algorytm
klasyczny potrzebuje $rednio N/2 préb na znalezienie w niej
jednego okreslonego hasta, poniewaz algorytm ten sprawdza
hasta jedno po drugim. Kwantowy algorytm poszukiwania,
opracowany przez Grovera, potrzebuje na to (’)(\/N ) operacji.
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Przeanalizujemy dzialanie algorytmu Grovera.

Baze danych zapisujemy przy uzyciu N = 2" kubitéw |x), gdzie
x=1{0,1,...,2" — 1}.

Definiujemy funkcje f(x)

ﬂ@:{o,j@%x#y (1)

1, jezeliz=y

A zatem problem poszukiwania elementu |y) w bazie danych
{|]x)} sprowadzamy do rozwiazania réwnania

flz) = Oy - (92)

W celu uproszczenia rozwazan, zaktadamy, ze istnieje tylko
jedna wartosé¢ y spelniajaca réwnanie (92).
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Przypominam, ze wektor stanu bazy obliczeniowej moze by¢
zapisany w zwartej formie jako

|z) = |Zp_1...2120) , (93)
gdzie x,_1,...2 xo przyjmuja wartoéci 0 lub 1, a zatem
r==Tp-1...-T1X0

stanowi binarna reprezentacje liczby x.
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Definiujemy operator wyroczni O za pomoca wyniku jego
dziatania na wektory bazy obliczeniowej

Olz) = (=1)/W|z) .
Definiujemy operator Grovera jako
G = H®"VH®"O ,
gdzie operator V jest definiowany za pomoca relacji
Viz) = —(=1)"°z) ,

a symbol H®™ oznacza n-krotne dzialanie operatora
Hadamarda H (iloczyn tensorowy n operatoréw H).
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on_1
I=)" |z)(x| (97)
z=0

przeksztalcamy definicje (96) do postaci
Viz) = (210)(0] = I) |z) . (98)

Operator (98) ma postaé

V = 2|0)(0] — I = |0){0] — Zyx : (99)

x#0
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Korzystajac z wlasnosci operatora jednostkowego w bazie {|z)}

on—1
I=3 o)
=0
przeksztalcamy definicje (96) do postaci
Viz) = (2[0)(0] = I) [z) .
Operator (98) ma postaé

V' =2[0)(0] = I = [0)(0] — Z ) (2

x#0

Powyzsze wlasnosci operatorow pozwalaja nam na
przeksztalcenie operatora Grovera (95) do postaci

G = H®" (2|0)(0] — I) H®"O .

(97)

(98)

(100)
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Rozwinigcie dowolnego wektora stanu |¥) w bazie obliczeniowej
{|z)}, czyli

1 2m—1
%) = 5 3 1) (101)

mozna uzyskaé za pomocs dziatania iloczynu tensorowego
operatoréw Hadamarda H®" na iloczyn tensorowy stanéw

|097) =10) @10)...|0) .
—_— ——

nrazy

A zatem

. . 1 2" —1
HEMOP) = 3 ) = |9 (102)
=0
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Korzystamy z tego, ze dwukrotne dzialanie operatora
Hadamarda jest réwnowazne dzialaniu operatora
jednostkowego, czyli

H?> =1

)

a zatem
HO"[H®" = H¥" = [

Otrzymujemy stad

H®™ (2(0)(0] — I) H®™ = H®"2|0)(0|)H®" — I = 2|¥)(¥| — T .
(103)
Natomiast operator Grovera przyjmuje postac

G = (2]T)(T| - O . (104)
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Operator Grovera (104) moze by¢ interpretowany jako operator
rotacji w plaszczyznie dwuwymiarowej. Aby to pokazaé,
rozwazmy unormowany wektor stanu

|a) |z, (105)

gdzie N = 2", Wektor stanu |¥) mozemy teraz zapisa¢ w

postaci
\/ ) + \ﬁ\y (106)

Wzér (106) mozemy przepisaé jako

0 0
|¥) = cos §|0¢> + sin§|y> , (107)
gdzie kat 6 dany jest wzorem

0 1
cos— =4/1——. (108)
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Operator wyroczni (94) dziala na kombinacje liniowa wektoréw
|a) 1 |y) w nastepujacy sposéb:

O(ala) + bly)) = ale) —bly) . (109)

Na podstawie (109) operator @ mozna zinterpretowaé jako
operator odbicia wzgledem osi wyznaczonej przez |a) w
plaszczyznie II wyznaczone] przez wektory stanu |a) i |y).



&)

[¥)

012

fe)
o2

10)

Rysunek: 7.6. Obrazowe przedstawienie rotacji i odbicia w algorytmie Grovera.
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Ponadto operator R = 2|W)(¥| — I jest operatorem odbicia w
plaszczyznie I1 wzgledem osi wyznaczonej przez wektor |¥).
Wynika to z nastepujacego rozumowania: jezeli (¥|®) = 0, to

R(a¥) + b)) = (2|¥)(¥| = I)(a|¥) — b|D)) = a|¥) — b|D) .
(110)



Ponadto operator R = 2|W)(¥| — I jest operatorem odbicia w
plaszczyznie I1 wzgledem osi wyznaczonej przez wektor |¥).
Wynika to z nastepujacego rozumowania: jezeli (¥|®) = 0, to

R(a|¥) +0[®)) = (2[W)(¥] - I)(a|¥) - b|®)) = a|¥) — b|D) .
(110)
Jednakze iloczyn dwéch operacji odbicia jest operacja obrotu
w plaszczyznie 11, czyli

G =RO =G . (111)
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Zgodnie z rysunkiem otrzymujemy obrét o kat 30/2, czyli
30 .30
G|¥) = Grot| V) = cos ?|a>+s1n?]y) . (112)

Wektor stanu G|V¥) zostal otrzymany z wektora |¥) za pomoca
obrotu o kat 0, a zatem kat pomiedzy tymi wektorami jest
rowny 6.

Natomiast kat pomiedzy wektorami stanu G|¥) i |a) jest réwny
360/2.

Podobnie wektor stanu G2|¥) otrzymamy z wektora G|¥) za
pomoca obrotu o kat 6, czyli kat pomiedzy wektorami G2|W) i
|a) jest réwny 56/2



Na podstawie indukcji wnioskujemy, ze po k operacjach G, czyli
po operacji G¥, kat pomiedzy wektorami G*|¥) i |a) staje sie
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Na podstawie indukcji wnioskujemy, ze po k operacjach G, czyli
po operacji G¥, kat pomiedzy wektorami G*|¥) i |a) staje sie
réwny (2k +1)8/2. A zatem

(2k+1)

G*|W) = cos 0\04) + sinwlw . (113)
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Ze wzoru (113) wynika, ze kolejne obroty coraz bardziej zblizaja
wektor stanu G*|¥) do szukanego wektora |y). .
Oszacujemy teraz optymalng liczbe operacji k = kg. Zadamy,

aby

COSW =0. (114)

Oznacza to, ze

OZCOS/{HCOSQ—SinkQSiHQZ N_lcoskH—LsinkH.
2 2 N VN
(115)
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Ze wzoru (113) wynika, ze kolejne obroty coraz bardziej zblizaja
wektor stanu G*|¥) do szukanego wektora |y). .
Oszacujemy teraz optymalng liczbe operacji k = kg. Zadamy,

aby
2k +1)6
COS(;) =0. (114)

Oznacza to, ze

0= cosk@cosg - Sinkﬁsing = N-1 cos kO — Lsink@ .
2 2 N VN
(115)
Otrzymujemy stad

tankf = VN — 1 (116)

lub 1
coskl = — | 117
VN (117)
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Ze wzoru (117) obliczamy

ko = B cos ! (\/%)} +1, (118)

gdzie symbol [¢] oznacza czeéé catkowity liczby &, a cos™! jest
funkcja odwrotna do funkcji cosinus (arc cos).

Dla duzych N z poréwnania (106) i (107) otrzymujemy
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Ze wzoru (117) obliczamy

o= [y ()

(118)

gdzie symbol [¢] oznacza czeéé catkowity liczby &, a cos™! jest

funkcja odwrotna do funkcji cosinus (arc cos).

Dla duzych N z poréwnania (106) i (107) otrzymujemy

g~ 2
=

czyli oszacowanie optymalnej liczby operacji ma postaé

VN

Wynika stad, ze algorytm Grovera prowadzi — z

VN 1(1) /N
kozTcos ~ 1

(119)

(120)

prawdopodobienstwem bliskim 1 — do znalezienia pojedynczego

elementu w bazie N danych w O(v/N) krokach.



4]
4]
4]
4]

H —
Hl—

(o)

(a) Logic circuits of the Grover algorithm for n = 3. (b) The circuits of G.

The action of the oracle O is Olx)= (- 1)’
X|x)= - (- D™ |x)

x) and that of the box X is
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