WSTEP DO FIZYKI KWANTOWEJ

Zestaw 7

Zadania 1-3 zostang tylko pokrétce omdwione.

10.

. Obliczyé komutatory: [Ly,a], [y, [Laspsl, [Laspyls [Las Ly)-

Znalezé postaé operatoréw L, i L? we wspoétrzednych sferycznych. Obliczyé komutator L, i L2.
Rozwiazac¢ rownanie wlasne dla operatora L.

Zapisaé¢ réwnanie wlasne dla L?: R
L2Y (0, ¢) = XY (0, ¢) (1)

Rozwiazanie ogélne rownania wlasnego wymaga znajomosci funkcji specjalnych, zwanych harmonikami sferycz-
nymi Y, (0, ). Obrazki harmonik sferycznych mozna tatwo znalezé w internecie (np wolfram mathworld).
Znajac rozwiazanie réwnania wlasnego dla L, oraz wiedzac, ze L, i L? komutuja, mozna zapostulowaé, ze
Y(0,p) = e™¥P(0), gdzie P jest nieznang funkcja. Przy pomocy takiego podstawienia uproscié¢ réwnanie wha-
sne. Po pozbyciu sie zmiennej ¢ wykonaé zmiane zmiennych przez podstawienie x = cos(6). Jak wykazano na
wykladzie uzyskacie réwnanie w postaci:

2Pz dP(x N om?
L)y, diu{#_l_ﬁ} P(z) = 0. (2)

(1-2?)

Zajmiemy si¢ najpierw réwnaniem dla m = 0, czyli dla stanéw o [, = 0. Wspolczynnikami réwnania sa
wielomiany o potegach rownych rzedowi pochodnej, wiec mozna sie spodziewaé, ze rozwigzaniami réwniez beda
wielomiany. Rozwigzaé¢ réwnanie przy uzyciu wielomianéw probnych Py = const, P, = ax +b, P» = az? + bz +c.
Jak mozna powigzaé uzyskana wartoéé wlasng A2 ze stopniem wielomianu?

Przypadek ogdlny: réwnanie (2)) poréwnaé z réwnaniem na stowarzyszone wielomiany Legendre’a P/™(x) (kartki z
funkcjami specjalnymi, wzér B-25). Dla jakich wartoéci wlasnych A? funkcja P bedzie wielomianem Legendre’a?
Wypisa¢ wielomiany i wielomiany stowarzyszone o wskazniku [ = 0,1, 2.

Wracajac teraz do fizyki i oryginalnych zmiennych (z = cosf): funkcje whasne L?, czyli harmoniki sferyczne,
beda mialy posta¢ Y;"(0, ) = P/"(cos0)e™™?. Wiedzac, ze Y = const oraz Y = C x cos(f) znalezé postaé
unormowana tych funkcji (uwaga na jakobian w calkowaniu!). Wykazaé bezposrednim rachunkiem ze funkcje
YY = const, Y2 = C x cos(f), Y= = O  sin(f)e# sa rozwigzaniem réwnania wlasnego zaréwno dla L?, jak i
dla L,.

Obliczy¢ warto$é srednia L? w stanie opisywanym funkcja falowa
U(z) = Csin®p (3)
gdzie 0 < ¢ < 27.

Brojan, §1.8 zad 11 Znalez¢ poziomy energetyczne i unormowane funkcje falowe czastki o masie m poruszajacej
sie¢ z zerowym momentem pedu w nieskonczonej sferycznej studni potencjatu:

Wskazéwki: z tréjwymiarowego réwnania Schrédingera po separacji zmiennych i uwzglednieniu ze L? = 0 uzyskaé
réwnanie radialne. W réwnaniu radialnym podstawi¢ ¢ (r) = wu(r)/r, przeprowadza to réwnanie radialne do
réwnania oscylatora. Podstawienie narzuca dodatkowy warunek «(0) = 0.

Zapisa¢ hamiltonian czastki znajdujacej si¢ w potencjale sferycznie symetrycznym V = V (r). Udowodnié, ze w
stanie wlasnym energia, L. i L? moga byé jednoczeénie okreslone dla tej czastki.



