WSTEP DO FIZYKI KWANTOWEJ

Zestaw &

Ponizej przedstawiony jest schemat rozwigzania réwnania Schrodingera dla elektronu w atomie wodoru, ktéry
przedstawiony byl na wykladach. Na ¢éwiczeniach nie bedziemy tego w calosci powtarza¢. Wlasciwe zadania sg na
drugiej stronie.
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Jednostki atomowe W obliczeniach czesto wygodniej, niz uktadem SI, jest postugiwaé si¢ atomowym uktadem
jednostek. W ukladzie tym przyjmujemy nastepujace wartosci statych:

e h=1
e 2m, =1
0 c?2=2
e 4dmeg =1

Przy takim przyjeciu jednostek, jednostka dtugosci jest 1 promien Bohra ap = 0.529 A= 0.529 - 107° m, a
jednostka energii jest 1 Ry (Rydberg, 1 Ry = %a% =13.6 eV = 13.6-1.6-1071° J = 21.76 - 10~1J.
B

. Zapisaé¢ rownanie Schrédingera dla elektronu w atomie wodoru.

. Doprowadzi¢ je do postaci bezwymiarowej przy uzyciu jednostek atomowych.

. Sprawdzi¢ komutacje hamiltonianu z L% i L.

. Przeprowadzi¢ separacje zmiennych poszukujac funkeji falowej w postaci U(r, 6, ) = R(r)Yim (0, ¢).

. Znajac rozwigzania réwnania wlasnego dla operatora L? uzyskaé réwnanie na funkcje radialng R(r):
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57 T +(E-V()R=0 (1)
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. Zbada¢ asymptotyke réwnania radialnego:

e Dla r — 0 postaé¢ rozwiazania narzucaja najbardziej rozbiezne wyrazy réwnania, co powoduje ze mozna
zaniedbaé wyraz (V(r) — E). To sprowadza réwnanie do réwnania Eulera, ktére tatwo rozwiazaé, odp: r!.

e Dla r — co mozna pominaé¢ wszystkie wyrazy rzedu 1/r i 1/r%. To sprowadza rozwiazanie do calkowania
elementarnego. odp: exp(—+r), k = /|E].

. Rozwigzania ogdlnego réwnania radialnego mozna teraz szukaé¢ w postaci R(r) = x(r)exp(—xr)r!. Wstawié

postulowana funkcje do réownania radialnego i uprosci¢ uzyskane réwnanie.

. Po przeksztalceniach réwnanie redukuje sie do postaci:

"+ X (242 — 261) + X (2 — 26l — 26) = 0 (2)

W réwnaniu podstawi¢ nowg zmienng bezwymiarowa y = 2xr. Uzyskane w ten sposéb réwnanie rozwiazuje
sig rzecz jasna metoda szeregdw potegowych. Jakie mozna wygenerowaé rozwigzania dla prébnych wielomiandw
stopnia 0 i 1 przyjmujac [ = 0, 1,27 Jakie energie maja stany dla tak uzyskanych funkcji radialnych?

Uzyskane w poprzednim punkcie réwnanie poréwnaé z réwnaniem Laguerra (patrz ksero z funkcjami specjal-
nymi). Aby ogélne rozwiazania réwnania byly skonczone, parametr stojacy przy x musi byé liczba naturalna
n=0,1,2,... (rzad wielomianu Laguerra). Pozwala to zapisa¢ wzor ogdlny na dozwolone wartosci wlasne energii.

Zapisa¢ rozwiazanie ogdlne réwnania radialnego w postaci iloczynu rozwiazan asymptotycznych i odpowiedniego
wielomianu Laguerra. Funkcja zalezy od dwoch liczb kwantowych, N (gléwna) i I (orbitalna):

Ryi(r) = Crl exp(—/|Elr) LY (2V/[Er) 3)
E= —ﬁ (w Rydbergach). L%i}_l(x) jest wielomianem Laguerra. Kilka przykladéw wielomianéw: (wielomiany
bez indeksu na gérze nazywamy zwyklymi, z indeksem — stowarzyszonymi)
Ly = 1 (4)
Ly = 1—x (5)
Ly, = %(332 — 4z +2) (6)
dm
L) = ()" () 7)
L?z = Ln (8)
Ly = m! (9)
Li = 2—-=x (10)



Przydatna calka:

< n!
/0 2" exp(—ax) = pr: (11)

Zadania:

1.

2.

Zapisa¢ pelna funkcje falowa stanéw 1s, 2s i 2p. Unormowacé czesci radialne.

Obliczy¢ warto$¢ oczekiwang odleglosci elektronu od jadra w stanach 1s, 2s, 2p oraz odleglosé dla ktorej radialna
gesto$é prawdopodobiefistwa 72| R(r)|? ma maksimum. Poréwnaé i skomentowaé réznice.

Obliczy¢ gestosé prawdopodobiefistwa znalezienia elektronu na jadrze (|¥]? dla r = 0) w stanach 1s, 2s, 2p.

Obliczy¢ warto$é srednig energii potencjalnej i kinetycznej w stanie 2s. Jaki jest ich stosunek? Czy to jest wynik
ogblny?



