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•Przepis Laplace’a

•Rzut monetą

•Piłka na membranie

•Nieprzewidywalne wahadło



Laplace’a Laplace’a Laplace’a Laplace’a 

przepisprzepisprzepisprzepis

na przewina przewina przewina przewi----

dywanie dywanie dywanie dywanie 

przyszłościprzyszłościprzyszłościprzyszłości

n          x(n)              x’(n)

1     0.5555550      0.5555560

2     0.9876545 0.9876541

3     0.0487720 0.0487738

4     0.1855734 0.1855797

5     0.6045438 0.6045596

6     0.9562823 0.9562691

7     0.1672258 0.1672739

8     0.5570454 0.5571733

9     0.9869832 0.98692489     0.9869832 0.9869248

10   0.0513891 0.0516168

11   0.1949930 0.1958102

12   0.6278831 0.6298742

13   0.9345836 0.9325307

14   0.2445483 0.2516687

15   0.7389777 0.7533263

16   0.7715585 0.7433030

17   0.7050238 0.7632145

18   0.8318608 0.7228724

1. Określ stan początkowy

2. UŜyj praw fizyki

na przykład

x(n+1)= 4x(n)[1-x(n)]
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Przykład : rzut monetą

ZałoŜenia upraszczające: ω = v/R, wtedy wysokość lotu h = v0
2/(2g)

v0 2v0
Moneta upada i przykleja się do podłoŜa.

Czas lotu t = 2v0/g

Droga kątowa ∆α = ω t = 2v0
2/(Rg)

O czy R?



JeŜeli ∆α ∈(2n,2n+1)π, to O. JeŜeli ∆α ∈(2n+1,2n)π, to R

Jeśli część całkowita z 2v0
2/(πRg) jest parzysta, to O ; nieparzysta, to R.

Wartości graniczne: n=
πRg

2
02v

stąd n
Rgπ

=vn
2

Niech R= 6.5 cm , wtedy (Rgπ/2)1/2 = 1 m/s .

Z jaką dokładnością musimy określić prędkość początkową v ?Z jaką dokładnością musimy określić prędkość początkową v ?

Kolejne wartości graniczne będą leŜały w odległościach :
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JeŜeli n wystarczająco duŜa, to  ∆ ∆ ∆ ∆v
n

na pewno mniejsza, niŜ 

dokładność pomiaru prędkości poczatkowej v.



Piłka 

na 

membraniemembranie







Nieprzewi-

dywalne 

wahadłowahadło





Nie moŜna otrzymać tego samego rysunku …

…dwa razy



PołoŜenie końca wahadła – symulacja



log

RóŜnica między dwoma, poczatkowo bliskimi, torami



Przykład: pogoda np. w Augustowie

dx/dt = σσσσ(y-x) 

dy/dt = rx-y-xz 

dz/dt = -bz+xydz/dt = -bz+xy



Inny przykład: HIPERION

KsięŜyc Saturna

410 x 260 x 220 km

Okres orbity 21 dni 7 godzin

Odkryty 1848

Zdjęcie 26.09.2005 Zdjęcie 26.09.2005 

Hiperion koziołkuje 

chaotycznie pod wpływem 

innego księŜyca, Tytana:

λ ≈ 10-7 /sek





Dziękuję

za uwagę.za uwagę.

Dobranoc


