ELEKTROMAGNETYZM - cz.2

VI. Natezenie i opor pradu elektrycznego

Do tej pory rozpatrywali$my tadunki elektryczne w spoczynku (czyli elektrostatyke). Chwila
zastanowienia nad funkcjonujagcymi wokot nas urzadzeniami, doprowadza nas do wniosku, ze
otaczaja nas tadunki w ruchu, czyli prady elektryczne. Plyna one najczesciej w
przewodnikach metalowych (w kablach, drutach, itp.).

Zacznijmy od pradu stalego. Jego nate¢zenie definiujemy jako tadunek przenoszony w czasie t
przez przekrdj poprzeczny przewodnika:

i=d
t

(75)

Jesli mamy do czynienia z pradem zmiennym to jego natezenie definiujemy jako:

= da

= 76
1= 4 (76)

Praktyczng miarg pradu elektrycznego jest jego gestosé:

= (77)
) S

gdzie S jest przekrojem poprzecznym przewodnika.

W zdecydowanej wigkszosci przypadkow za otaczajace nas prady odpowiedzialny jest ruch
elektronow. Niemniej, przetrwata do dzi§ konwencja, ustanawiajgca zwrot pradu, tak jakby
byt on wywotany przez tadunki dodatnie. Dlatego tez, gdy na jakim$§ schemacie mamy
zaznaczony zwrot ptyniecia pradu np. w prawo, to odpowiada to w rzeczywistosci ruchowi
elektronow w lewo.

Wyrazmy teraz nat¢zenie pradu przez wielkosci mikroskopowe.

Rys.21. Schemat przeplywu tadunku w przewodniku

Na powyzszym rysunku wyodrebnili§my kawatek przewodnika o dtugosci 1 (jego przekroj
wynosi S). Przez przewodnik poruszajg si¢ w prawo elektrony, (co odpowiada, zgodnie z
konwencja pradowi elektrycznemu skierowanemu w lewo); dla pogladowosci na rysunku
zaznaczono tylko jeden elektron.

W zaznaczonym kawalku przewodnika w danej chwili znajduje si¢ catkowity tadunek
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swobodny (tzn. mogacy si¢ przemieszczac):
q=(nSl)e (78)

gdzie: n jest koncentracjg elektrondow (tzn. ich iloscig w jednostce objetosci) oraz e —

: : . 1 .
tadunkiem elementarnym. Ladunek ten przeptywa przez koniec drutu w czasiet = — (gdzie

u

vu jest predkoscig unoszenia no$nikow tadunku w przewodniku), zatem natezenie pradu:

(79)

Bardziej obiektywna charakterystyka przeptywajacego pradu elektrycznego jest gestosc:

j=—-=nev, (80)

n |~

0d

Onpor elektryczny

Opdr (opornosc) elektryczny wyraza si¢ wzorem :

R=— (81)
i

Jednostka opornosci jest om (Q):
10 = X (om=wolt/amper) (82)

Opor wlasciwy

Opo6r whasciwy charakteryzuje sam materiat, nie zalezy od ksztaltu 1 rozmiaréw probki
wykonanej z tego materiatu. Definiujemy go nastepujaco:

E
pP=- (83)
J

Wyprowadzmy zwigzek migdzy oporem a oporem wlasciwym. Rozwazmy przewodnik o
oporze R, dlugosci 11 przekroju S, do ktorego przytozona jest roznica potencjatow V.
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Wewnatrz przewodnika, na ktérym jest napiecie U, istnieje pole elektryczne E:

U
E=—
1
Gestos¢ pradu elektrycznego:
.1
i=<
S
Zgodnie z definicjg opornosci wiasciwej (Ro6wn.83):
,_E_US_RS
il 1
A zatem zwigzek migdzy oporem a opornoscia wlasciwa jest nastepujacy:
1
R=F (84)
S

Zmiana oporu wiladciwego z temperatura

Opor whasciwy zalezy od temperatury. Stwierdzono doswiadczalnie, ze zaleznos$¢ ta (w
rozsadnie ograniczonym zakresie temperatur) mozna wyrazi¢ za pomocg rOwnania:
p=poll+a(T-T,)] (85)
gdzie OL jest $rednim wspotczynnik temperaturowym oporu wlasciwego, zas po jest
opornoscig wlasciwa w temperaturze To. Zgodnie z powyzszym, wspotczynnik
temperaturowy oporu wtasciwego zdefiniowany jest jako:
g1 PP

p, T-T, o

Rown.85 mozna przeksztalci¢ do nastgpujacej, tatwej do zapamigtania postaci:
Ap =p,0AT (87)
w ktorej : AT =TT, oraz Ap=p—p,.

Z Rown. 85 wynika, ze oporno$¢ ros$nie liniowo z temperaturg. Jest to w dobrym przyblizeniu

prawdziwe dla wielu materialdow w ograniczonych przedziatach temperatury. Przyktadowo,
Rys. 22 pokazano zalezno$¢ opornosci wiasciwej miedzi od temperatury.

na
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Rys.22. Opor wiasciwy miedzi w funkcji temperatury
( D. Halliday, R.Resnick ,,Fizyka” tom 2, PWN Warszawa, 1972)

Opor elektryczny w temperaturze T=0 na ogo6t nigdy nie jest doktadnie réwny zero (w
wiekszo$ci materiatow istnieje tzw. opor resztkowy) — patrz Rys.23 — przypadek kadmu.
Natomiast w pewnych materiatach, zwanych nadprzewodnikami, opér staje si¢ doktadnie
zerowy. Zachodzi to ponizej tzw. temperatury krytycznej (charakterystycznej dla kazdego
nadprzewodnika, na ogdt bardzo niskiej, bliskiej 0 K). Na Rys. 23 pokazano przyktad
zalezno$ci temperaturowej opornosci wiasciwej dwoch nadprzewodnikow: otowiu i talu.
Nadprzewodnictwo odkryt Kamerling Onnes (Holandia, 1914) w cieklej rtgci - w
temperaturze okoto 4° K. Czyste pierwiastki maja niskie temperatury krytyczne — rzedu kilku
Kelwinéw (Rys. 23, Tabela 1). Bardzo waznym odkryciem byto wynalezienie w latach
osiemdziesigtych XX wieku nadprzewodnikow ceramicznych (np. zwigzkéw Y-Ba-Cu-0O),
ktérych temperatury krytyczne sg znacznie wyzsze — siegaja do 100 K (pierwszy wynik dla
ceramiczne] probki La-Ba-Cu-O, ktéra wykazywata temperatur¢ krytyczna okoto 30 K,
uzyskali w roku 1986 Bednorz 1 Miiller, za co otrzymali nagrod¢ Nobla). Histori¢ odkry¢ w
dziedzinie nadprzewodnictwa przedstawia schematycznie Rys. 24.
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Rys. 23. Opornos¢ witasciwa w funkcji temperatury dla zwyktego przewodnika (kadm) i dla
nadprzewodnikow (tal, olow)

Ponizej pokazano w tabeli uktadu okresowego, ktore pierwiastki sg nadprzewodnikami.
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Tabela 1. Temperatury i pola krytyczne dla czystych pierwiastkow

Li | Be B C N |O | F | Ne
0,026 Temperatury krytyczne (K)
Pola krytyczne w 0 K podano w gausach (10 T)
Na | Mg Al Si P |S |Cl|Ar
1,140
105
K | Ca Sc Ti v Cr Mn | Fe Co Ni | Cu | Zn Ga Ge As | Se | Br | Kr
0,39 | 5,38 0,875 | 1,091
100 1420 53 51
Rb | Sr Y Zr Nb Mo Tc Ru Rh Pd | Ag | Cd In Sn Sb|Te | I | Xe
0,546 | 9,50 | 0,92 | 7,77 | 0,51 | 0,003 0,56 | 3,4035 | 3,722
47 1980 | 95 1410 | 70 0,49 30 293 309
Ca | Ba La Hf Ta w Re Os Ir Pt | Au | Hg Tl Pb Bi | Po | At | Rn
6,00 | 0,12 | 4,483 | 0,012 | 1,4 0,655 | 0,14 4,153 | 2,39 7,193
1100 830 1,07 | 198 | 65 19 412 171 803
15();—
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Rys. 24. Historia odkrywania nadprzewodnikow o coraz wyzszych temperaturach

1910 1930 1950 1970 1990

1991

krytycznych (zaczerpnieto z: M. Cyrot, D. Pavuna, Wstep do nadprzewodnictwa, PWN,
Warszawa 1996)
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Cewki nawinigte z drutow nadprzewodzacych (zanurzonych w ciektym helu) stuza do
wytwarzania bardzo silnych pdél magnetycznych, rzedu 10 T. Z ewentualnym odkryciem
materialdow wykazujacych zjawisko nadprzewodnictwa w temperaturach pokojowych wigze
si¢ ogromne nadzieje na zrewolucjonizowanie wielu dziedzin techniki i nauki (bezstratne
przesytanie energii elektrycznej, konstrukcja pociaggéw poruszajacych si¢ na poduszce
magnetycznej, konstrukcja komputeréw nowej generacji itp.).

Prawo Ohma

Przyjmujemy, ze opdr danego elementu (np. opornika) jest staly, niezaleznie od wielko$ci
przylozonego napigcia oraz ptyngcego przez niego pradu. Oczywiscie, jest to poprawne
zatozenie przy rozsadnie ograniczonym zakresie parametrow pracy tego elementu.

Jesli do opornika przylozona jest réznica potencjatow, czyli napigcie elektryczne, to ptynie
przez niego prad elektryczny. Relacj¢ migdzy tymi wielko$ciami podaje prawo Ohma:

U=1R (88)

Przylozone napigcie elektryczne powoduje powstanie wewnatrz przewodnika pola
elektrycznego E. ROwnowazna posta¢ prawa Ohma podaje zalezno$¢ pomiedzy natezeniem
pola elektrycznego, gestoscia pradu oraz opornoscia wtasciwa:

E=jp (89)

Poglad atomistyczny na prawo Ohma

Nawet w nieobecnosci przytozonego pola elektrycznego, elektrony swobodne w przewodniku
poruszaja si¢ z ogromnymi predkosciami; predkos$¢ srednia tego chaotycznego ruchu

elektronow wynosi: v =10*cm/s . Elektrony swobodne wykonuja chaotyczny ruch, zderzajac
si¢ z rdzeniami jonowymi przewodnika i1 czgsto zmieniajgc predkosc i kierunek. Tor jednego
z elektronow pokazuje ponizszy rysunek. Odcinki proste odpowiadaja przebiegowi elektronu
pomiedzy dwoma kolejnymi zderzeniami.

~— E

Parametrem charakteryzujacymi tor elektronu jest jego srednia droga swobodna \: jest to
sredni odcinek migdzy dwoma zderzeniami. Jezeli do przewodnika przytozymy roéznice
potencjatow (czyli napigcie U), to na chaotyczny ruch elektronu natozy si¢ systematyczna
jego sktadowa, opisana predkoscig unoszenia vy.
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Czas pomigdzy dwoma zderzeniami wynosi:

>

t=- (90)
.

Gdy jest przytozone pole elektryczne E, elektron doznaje przys$pieszenia:

eE
a=—

O
m

Predkos¢ nabyta na koncu $redniej drogi swobodnej, przyjmiemy jako reprezentatywna
wartos¢ predkosci unoszenia, ktorg uzyskuje elektron:
A
v, =a(—) (92)
\'%

(gdzie zastosowaliSmy wzor na predkos¢ w ruchu jednostajnie przyspieszonym: v=at).
Podstawiajac przyspieszenie z Réwn. 91 do powyzszej relacji, otrzymujemy:

cEA
Vo= (93)
myv
- _
Z drugiej strony z Rown. 80 mamy : Yu =

ne
Poréwnujac dwie powyzsze relacje otrzymujemy:

E_myv 94)
j  ne’)
Lecz zgodnie Zréwna.89:
E
=P
J
1 ostatecznie znajdujemy:
_mv (95)
pP= 2
ne’A

OtrzymaliSmy wzor na oporno$¢ wlasciwa, wyrazong przez parametry mikroskopowe, takie
jak: masa, tadunek, $rednia droga swobodna i $rednia predko$¢ ruchu chaotycznego oraz
koncentracja elektronow.

Szacuje sie, ze typowa wartos¢ predkosci unoszenia jest o 13 rzgddéw wielko$ci mniejsza niz

srednia predko$¢ ruchu chaotycznego. Wartosci te w temperaturze pokojowej dla typowego
przypadku wynoszg:
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v~16-1002
> (96)

v, ~5-107 2
S

Przemiany energii w obwodzie elektrycznym

Rozwazmy obwod elektryczny sktadajacy si¢ z baterii potgczonej z odbiornikiem,
przedstawionym w postaci prostokata o zaciskach a i b (odbiornikiem tym moze by¢ opornik
elektryczny, zarowka, telewizor lub lodowka).

1

tT—e¢ idq

W obwodzie ptynie prad staty o natgzeniu 7, a na zaciskach a i b istnieje réznica potencjatow.
Zgodnie z przyjeta konwencja, prad elektryczny przedstawiamy umownie jako ruch fadunkow
dodatnich. Plynie on zatem w obwodzie od zacisku dodatniego baterii do ujemnego. Migdzy
zaciskami baterii panuje rdznica potencjatow &, zwana silg elektromotoryczng. Jest ona
przyczyng przepltywu pradu w obwodzie. Prad elektryczny przeptywa tez przez odbiornik: na
zacisku a odbiornika jest wyzszy potencjat (+) niz na zacisku b (-). Napigcie panujace
migdzy zaciskami odbiornika Vay=¢. Ladunek (dodatni) dq przenoszony jest od zacisku (+)
do (-), a zatem mniejsza on swojg energi¢ potencjalng o dU:

dW =dq Uasp =1dt Uy (97)

gdzie podstawilismy: dq=i dt.

Energia tracona przez tadunek zyskiwana jest przez odbiornik. Moc P, definiowana jako
szybko$¢ zmiany energii, wynosi:

aw
P:EZIUab

Ogolnie, moc pradu elektrycznego pobierana przez odbiornik wynosi:

P=1U (98)

Jest to moc pobierana lub rozpraszana w jakims urzadzeniu (silnik, opornik ...).

Rownowazne formuty na moc pradu elektrycznego otrzymamy podstawiajac prawo Ohma
(V =Ri) do powyzszego réwnania:
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i U’
P=i’R b P=—

R
Jednostka mocy jest wat (W):
J
W=VA=-
S

Przeplyw pradu w elektrolitach. Elektroliza

Prad elektryczny moze ptyna¢ nie tylko w metalach, ale i w cieczach, a nawet w pewnych
warunkach — w gazach. Czyste ciecze, takie jak woda destylowana, olej, nafta, gliceryna nie
przewodzg pradu elektrycznego. Natomiast roztwory kwasow i zasad dysocjujg na jony i
przewodza. Przyktady dysocjacji kwasu, zasady i soli w roztworze wodnym:

H,S0, - 2H" +S0%

NaOH — Na" + OH~

AgNO, - Ag" + NO;
W praktyce przepltyw pradu w tzw. elektrolitach uzywany jest do pokrywania cienkg warstwa
metaliczng jednej z elektrod, za$ proces ten nazywany jest elektrolizg.
Rozpatrzmy elektroliz¢ azotanu srebra : AgNO, — Ag* + NO;

Rys.25. Schemat uktadu, w ktorym zachodzi elektroliza

Jony dodatnie, ktore daza do katody nazywamy kationami, za$ ujemne, ktore daza do anody —
anionami. W naszym przykladzie jony srebra (kationy) osadzaja si¢ na miedzianej katodzie,
natomiast jony NO3™ (aniony) daza do srebrnej anody. Te ostatnie wchodza w reakcje z

anoda (NO; + Ag" = AgNO,); w efekcie z anody ubywa srebra, za$ powstate czastki

azotanu srebra przechodzg do roztworu. Oczywiscie masa srebra, ktore osadza si¢ na
katodzie, rowna jest ubytkowi masy anody.

Zjawisko elektrolizy zostalo zbadane przez M. Faradaya w r. 1833. Sformutowatl on dwa
prawa elektrolizy:

1) Masa substancji, m, wydzielonej na katodzie:

m=kQ lub m = kit (99)

gdzie: k jest rownowaznikiem elektrochemicznym (jt. masa substancji wydzielonej na
katodzie, gdy przez roztwor przeptynat catkowity fadunek Q=1C), i jest pradem, zas ¢ jest
czasem.
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2) Rownowazniki elektrochemiczne substancji sg proporcjonalne do ich rownowaznikoéw

chemicznych: k ~ Ll (1 jest masg molowa, za$ w — wartosciowoscig). Doktadnie;:
w

k=L M

o (100)

F — jest statg Faraday’a; jej wartos¢ wynosi F =96 533 C.
Laczac oba prawa elektrolizy, otrzymujemy mas¢ substancji wydzielona na katodzie:

m=—-—
Fw

Zauwazmy, ze gdy, fadunek catkowity, ktory przeptynat przez elektrolit Q=F, to podczas
elektrolizy wydziela si¢ masa substancji rowna rownowaznikowi chemicznemu.
Wyrazmy F przez state podstawowe:

'N
m= Lt o poMQ . p_pNuwe)
Fw mw w(n'p)
gdzie Na jest stala Avogadro. Po uproszczeniu, znajdujemy stata Farady’a:
F=N,e (101)

. N, =6022x10" %
Podstawiajac: mol

e=1,603x10"C
wyliczamy, ze F=96 533 C.

Sita elektromotoryczna ( SEM)

Zrédtami sity elektromotorycznej (SEM) sa urzadzenia wytwarzajace roznice potencjatow
(czyli napigcie) miedzy swoimi zaciskami; sg to np. baterie 1 pradnice. Idealne zrodto
napigciowe utrzymuje stalg warto$¢ sity elektromotorycznej niezaleznie od pradu pobieranego
ze zrddta. Rozwazmy ponownie obwdd elektryczny zawierajacy SEM oraz odbiornik w
postaci opornika.

N
,

i

1dq

Wewnatrz zrodta napigcia wykonywana jest praca nad umownymi dodatnimi tadunkami dq,
poniewaz wewnatrz zrodta przenoszone sg one od potencjatu nizszego do wyzszego. Praca ta
Wynosi:

dW =edq
Dzigki wykonaniu tej pracy, na zewnatrz zrodta napiecia tadunki moga przeptywac przez
rozne odbiorniki pokonujac ich opor elektryczny. Jednostka SEM jest volt: 1 V=J/C.
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Obliczanie obwoddéw elektrycznych

Obwody elektryczne maja strukturg zamknigtych konturow - zwanych oczkami. Natomiast
miejsce, gdzie spotykaja si¢ co najmniej trzy przewody nazywamy weztem.
Przy obliczaniu obwodow elektrycznych stosowane sg dwa prawa Kirchoffa:

a) I prawo Kirchoffa:

W dowolnym wezle obwodu algebraiczna suma prgdow musi by¢é rowna zero:

Z‘ik =0 (102)

b) II Prawo Kirchoffa:

Suma napiec¢ (zmian potencjatu) napotykanych przy okrgzeniu dowolnego zamknietego
konturu ( oczka) jest rowna zero:

Zk:Uk+Zj:8j =0 (103)

Bilans ten robimy dla kazdego oczka; Ux oznaczaja spadki potencjatu na odbiornikach, zas$ g;
— sity elektromotoryczne wystepujace w obwodzie.

Przyklad: obliczenie obwodu zawierajgcego trzy oczka
Oczka ponumerowali$my liczbami rzymskimi 1 zaznaczyliSmy umowne kierunki obiegu
oczek. Pamigtajmy, Ze spadek napigcia na odbiorniku ma przeciwny zwrot niz prad przez

niego przeptywajacy. Kazdy spadek napigcia bierzemy ze znakiem plus, gdy jest zgodny z
kierunkiem obiegu oczka, w przeciwnym razie bierzemy go ze znakiem minus.

Fi i,
CESSl QRI )[R

Zastosujmy prawa Kirchoffa do trzech oczek naszego obwodu :
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(1, +1)R, —¢, =0 oczko I
1,R, —¢,=0 oczko 1I
-1,R; = (1, +1;)R,; =0 oczko III

Mamy tu trzy rOwnania oraz trzy niewiadome (i1, i2, 13). Zakladamy, ze wartosci sit
elektromotorycznych (g1, €2) oraz opornosci (Ri1, Ro, R3) sg dane. Rozwigzujac powyzszy
uktad réwnan znajdziemy poszukiwane warto$ci natezenia pradu.

Przyklad przebiegu innego niz stalopradowy - obwod RC

Do tej pory rozwazali$my obwody elektryczne, w ktorych elementami biernymi byty tylko
oporniki, a sity elektromotoryczne byly stale. W efekcie nat¢zenia pradow byty state, tzn., nie
zmienialy si¢ w czasie.

Jesli do obwodu dotaczymy kondensator, C, bedziemy mieli do czynienia z pradem
zmieniajacymi si¢ w czasie. Rozwazmy ponizszy obwod:

e

o H0 D) e

“ | (@

Rys.26. Obwod RC.

Zaldzmy, ze przelacznik znajduje si¢ w polozeniu a; na podstawie drugiego prawa Kirchoffa
napiszemy:

e-IR-U.=0
e—iR-3=0
C
lecz: 1= ccllil’ wiec powyzsze rownanie przepiszemy nastepujaco:
d
e=d,rY (104)
C dt

PowyzZsze rOwnanie jest rownaniem roézniczkowym ze wzgledu na q (zgromadzony na
kondensatorze). Jego rozwigzaniem jest:

q = Ce(l—¢ /k¢) (105)

Zaleznos¢ t¢ obrazuje ponizszy wykres:
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R=20000
2 C=1pF

RC E=10V
0 2 4 6 8 10
t (ms)

Rys. 27. Wykres zmiany q w zaleznosci od czasu t w procesie tadowania

Widzimy, ze tadunek na kondensatorze ro$nie osiggajac w koncu warto$¢ qg=Ce. Wiedzac, ze

dq

nat¢zenie pradu wyraza si¢ wzorem:i = i otrzymujemy zaleznos$¢ pradu pltynacego w

obwodzie od czasu:

. & -t
_E e

1 (106)
R

Wystepujacy w wyktadniku czynnik RC nazywamy stalg czasowa. W istocie, jest to czas, po
ktorym tadunek na kondensatorze osigga (1—e™') = 63% warto$ci koncowej (qo=Ce). Wykres
natezenia pradu w funkcji czasu przedstawiono ponize;j:

54 &R

i (mA)

RC

Rys. 28. Wykres natezenia prgdu i w funkcji czasu t.

A zatem po wlaczeniu obwodu (przetacznik w potozeniu ,,a”) i odczekaniu dostatecznie
dhugiego czasu uzyskujemy stan rownowagi: prad ustaje, a kondensator jest catkowicie
natadowany.

W powyzszym stanie obwodu przesunmy przetacznik do potozenia b. Rownanie obwodu
przyjmuje teraz postac:
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R+1-0 (107)

lub rownowaznie:

o R (108)

Znéw otrzymalismy rownanie rozniczkowe. Jego rozwigzanie ma postac:

_t
q=q,¢ AC (109)
gdzie qo=C¢ jest tadunkiem na kondensatorze w stanie pelnego natadowania (czyli w stanie

ustalonym, gdy przetacznik byt w pozycji a).

Wyliczajac z powyzszego nat¢zenie pradu (i = ((1;[1), otrzymujemy:

i=—do ke (110)
RC
Zauwazy, ze teraz prad ma przeciwny znak niz w poprzedniej sytuacji; jest to zrozumiale,
gdyz teraz odbywa si¢ roztadowanie kondensatora. Uwzgledniajac, ze qo=¢C, wynik
powyzszy mozemy przepisac:

= Ceke (111)
R

Wykres powyzszej zaleznosci jest lustrzanym odbiciem (wzgledem osi czasu) krzywej z Rys.
25.

Poprawnos$¢ uzyskanych rozwigzan mozemy zaobserwowa¢ do§wiadczalnie na ekranie
oscyloskopu, jesli podamy na niego sygnal reprezentujacy natezenie pradu i jesli bedziemy w
omawianym obwodzie RC cyklicznie przestawia¢ przetacznik z potozenia a na b. Wynik
takiej obserwacji pokazano na ponizszym rysunku. Zgadza si¢ on z ksztaltem uzyskanych
rozwigzan na nat¢zenie pradu.

PR aEeR
SOt

KSR
BEREYaEnE

Rys. 29. Zmiany pradu przy cyklicznym przestawianiu przetacznika z potozenia a do b
(wynik zaczerpniety z podrgcznika D. Holliday, R.Resnick ,,Fizyka”, PWN, tom 2, 1972)
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V. Pole magnetyczne

Pole magnetyczne wytwarzajg magnesy trwate oraz obwody z pradem elektrycznym. W
gruncie rzeczy powstawanie pola magnetycznego zawsze mozna sprowadzi¢ do ruchu czastek
natadowanych (najczgsciej elektrondw) i ponadto do ich tzw. momentu spinowego (czyli
momentu pedu wiasnego).

Pole magnetyczne B definiujemy przez site¢ dziatajaca na poruszajacy si¢ tadunek:

Jezeli dodatni tadunek probny qo porusza sie w strone punktu P z predkosciq v i jezeli na ten
tadunek dziata odchylajgca sita F , to w punkcie P istnieje pole magnetyczne o indukcji B ,
zdefiniowane nastepujgcym rownaniem:

F=q,vxB (112)

Sit¢ zdefiniowang powyzej nazywamy sitg Lorentza.

W istocie swej, pole magnetyczne jest poprawka relatywistyczng do pola elektrycznego i w
zwigzku z tym, mozna by go nie definiowac jako osobnego pojecia. Niemniej, bytoby to
wysoce niewygodne w licznych praktycznych zastosowaniach. Dlatego tez, pole magnetyczne
definiujemy poprzez sit¢ Lorentza.

Przewodnik z pradem w polu magnetycznym

Pole magnetyczne odchyla poruszajacy si¢ tadunek. Poniewaz prad jest zbiorem takich
tadunkow to spodziewamy si¢, ze bedzie ono rowniez odchylato przewodnik, w ktorym

ptynie prad i.

Stwierdza sie, ze na taki przewodnik dziala sita:

F=1xB (113)

gdzie 1 jest wektorem skierowanym zgodnie z kierunkiem pradu elektrycznego 1 o dtugosci
réwnej dlugosci przewodnika.

Jesli przewodnik nie jest prostoliniowy, to sit¢ dziatajaca na element jego dlugosci dl
wyliczamy zgodnie z relacja:

dF=idlxB (114)

Zauwazmy, ze na wystgpowaniu sily dziatajacej na przewodnik z pradem w polu
magnetycznym oparte jest dziatanie miernikéw elektrycznych (np. amperomierzy) oraz
silnikow elektrycznych - Rys. 30.
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magnes
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Jednorodne radialne
pole magnetyczne

Rys. 30. Zasada dziatania amperomierza (po lewej) oraz silnika prgdu statego (po prawej).

Wyprowadzenie Rown. 113:

Prad w metalowym przewodniku jest przenoszony przez swobodne elektrony. Jesli przez n
oznaczymy liczbe elektronéw w jednostce objgtosci przewodnika, to wielko$¢ $redniej sity
dziatajacej na pojedynczy elektron dana jest wzorem (zat6zmy, ze wektor indukcji pola
magnetycznego jest prostopadly do przewodnika):

TB
s

F, =ev,B
Korzystajac ze wzoru na gestos$¢ pradu:
j=nev,
wyliczamy vy 1 podstawiamy do poprzedniego réwnania:

F. =eB J_JB
ne n
Drut o dtugosci | zawiera nSl swobodnych elektronow (gdzie Sl jest objetoscia czesci
przewodnika o przekroju S 1 dtugosci 1), czyli catkowita sita dziatajaca na swobodne
elektrony w przewodniku to:

F = (nSI)F, =nSI B
n

Poniewaz: 1= ]S, wiec:

F=1B (115)
co jest rownowazne z Rown.113 w przypadku pola B skierowanego prostopadle do
przewodnika.

Efekt Halla

W roku 1879 E. H. Hall przeprowadzit do§wiadczenie, ktore pozwala okresli¢ znak tadunku
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ptynacego w przewodniku.
Miedziany pasek, w ktérym ptynie prad o natezeniu i umieszczamy w polu magnetycznym o
indukcji B prostopadtej do ptaszczyzny paska.

ilé
F

s| I, |%®

V.

&

d

- >

Pole magnetyczne dziala na poruszajace si¢ umowne tadunki dodatnie sitg F skierowang w
prawg strong:

F=qvxB
Pod wptywem tej sity tadunki jednego znaku gromadzg si¢ na jednym brzegu blaszki. Jezeli
mamy ustalony kierunek plyni¢cia pradu, to niezaleznie od tego czy jest on spowodowany
ruchem tadunkow dodatnich lub ujemnych, beda one odchylane w prawa strone (jesli q jest
ujemne, to rdwnocze$nie znak vu zmienia si¢ na przeciwny i w efekcie sita Lorentza ma taki
sam zZwrot).
W ten sposdb wytwarza si¢ roznica potencjaldéw miedzy punktami x i y. W zaleznosci od
znaku fadunkow, bedacych no$nikami pradu, znak natezenia pola E bedzie rdzny. Jezeli
mig¢dzy punktami x 1 y powstanie napigcie Uxy, to wartos¢ wyidukowanego natg¢zenia pola
elektrycznego wynosi:

Jednak przemieszczanie si¢ tadunkow w kierunku brzegu paska w konicu ustaje, poniewaz
powstajace pole elektryczne En przeciwdziata dalszemu rozsuwaniu tadunkow. Gdy
odchylajaca tadunki sita Lorentza zostanie zrownowazone przez przeciwnie skierowane pole
elektryczne, osiggniemy stan rownowagi :

qEy +q(v,xB)=0

czyli:

E,=-v,xB (116)

To doswiadczenie pokazuje, ze no$niki pradu w zdecydowanej wigkszo$ci ciat maja tadnek
ujemny, czyli, Ze sg to elektrony.

Poniewaz w omawianym do$wiadczeniu: B L v, wigc warto§¢ indukowanego pola
elektrycznego wynosi:

E,=v B (117)
Poniewaz: | = nev , , wiec natezenie indukowanego pola elektrycznego wynosi:
Bi
E, = i (118)
ne
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Mozemy stad wyznaczy¢ koncentracj¢ elektronow:

_ B
eE,

n (119)

1
Wielko$¢ — nazywana jest wspotczynnikiem Halla. L.aczy ona przytozone pole
ne

magnetyczne, gesto$¢ pradu i natezenie indukowanego pola elektrycznego (Rown. 118).
Wyznaczywszy go z do§wiadczenia, znajdujemy znak tadunku nos$nikéw pradu oraz
koncentracj¢ tadunkéw. Z kolei, waznym technicznie zastosowaniem efektu Halla jest
mozliwos¢ pomiaru indukcji B nieznanego pola magnetycznego.

Ladunki krazace po orbitach

Rys. 31. Natadowana czgstka o predkosci prostopadlej do pola magnetycznego, porusza sig
po okregu.

Jesli natadowang czastke (np. o fadunku ujemnym) o predkosci v wprowadzimy w
jednorodne pole magnetyczne o indukcji B (zaktadajac Ze v jest prostopadie do B) , to dziata
na nig sita Lorentza o warto$ci bezwzglednej qvB. Zakrzywia ona tor czastki, czyli speinia
role sity dosrodkowej:

2

qQvB = _mv

>r=—0o
r gB

Czastka porusza si¢ po torze kotowym o promieniu » ze statg predkoscia katowa o:

= (120)

Czestos¢ o, z ktorg czastka obiega kotowy tor w polu magnetycznym, nazywana jest
czestoscig cyklotronowq.

PRAWO AMPERE’a

Jesli umiescimy zespot igiet magnetycznych w odlegtosci r od przewodnika z pradem to igly
daza do ustawienia si¢ z zgodnie z polem magnetycznym wytwarzanym przez przewodnik z
pradem. Jak wida¢ na ponizszym rysunku linie tego pola sg okregami.
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Na podstawie doswiadczen uogélniono powyzsza obserwacje i otrzymano zaleznos$¢é
pomiedzy polem indukcji magnetycznej B wytwarzanej przez przewodnik i natezeniem pradu
przez niego ptynacego:

[Bedl=p, (121)

Jest to prawo Ampére’a. Mowi ono, ze wokot przewodnika z pradem indukuje si¢ wirowe
pole magnetyczne, takie, ze catka po dowolnym konturze zamknietym z pola indukcji
magnetycznej B jest proporcjonalna do pradu (a ogdlniej do sumy pradow) przecinajacych ten
kontur. Stata po nazywa si¢ przenikalnos$cig magnetyczng prozni:

1, =1.26010° H/m

Przyklady zastosowania prawa Ampeére’a

Przyklad 1: indukcja magnetyczna B w otoczeniu diugiego drutu

Jako kontur catkowania wybieramy okrag o promieniu r, przez ktérego srodek, prostopadle
do ptaszczyzny okregu, przechodzi przewodnik z pradem o natezeniu i. NatgZenie pradu
skierowane jest nad ptaszczyzng rysunku; zwrot wirowego pola magnetycznego wyznacza
reguta Sruby prawoskretne;.

B

Ze wzgledu na symetri¢ zagadnienia, warto$¢ bezwzgledna indukcji magnetycznej musi by¢
stala wszgdzie na okregu o promieniu 7. Poniewaz B i dl sa rownolegle, to z prawa Ampére’a
wynika, ze:

Bfdl =27uB = i
gdzie oczywiscie statg wartos¢ B wytaczyliSmy przed catke. Znajdujemy, zatem, ze indukcja
magnetyczna w odlegtosci r od przewodnika z pradem wynosi:
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Mol
B=" 122
2mr (122)

Przykiad 2: oddziatywanie dwoch przewodnikow rownolegtych

i

a

i,

Rys. 32. Oddzialywanie wzajemne dwoch przewodnikow z prgdem

Dwa dtugie rownolegle przewodniki, w ktorych ptyng prady w tym samym kierunku,
przyciagaja si¢. Zatozmy, ze w obu przewodnikach (oznaczonych jako a i b) ptyna prady o
natezeniach ia 1 iy, Oraz ze sg one rozsuniete na odlegltos¢ d. Zgodnie z Rown. 122, przewodnik
a wytwarza w miejscu, gdzie znajduje si¢ przewodnik b pole o indukcji Ba :

— MOia
* 2nd

Na odcinek / przewodnika b dziata, wigc, sita (por. Rown.113):

F, =1,1B, = % (123)
T

Oczywiscie, zgodnie z II1 zasada dynamiki, taka sama sita, lecz skierowana przeciwnie, dziata
na przewodnik a. Na podstawie powyzszej zaleznosci skonstruowany jest wzorzec natgzenia
pradu — amper (A).

Przykiad 3: indukcja magnetyczna B wewngtrz cewki
Cewka indukcyjna (zwana tez solenoidem) utworzona jest z dlugiego drutu metalowego,

zwinigtego w spirale o przylegajacych zwojach; zat6zmy, Zze podlaczona jest ona do Zrodta
napigcia i przeptywa przez nig prad i.
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Rys. 33. Przekroj przez cewke,; na czerwono zaznaczono kontur do zastosowania prawa
Ampere’a.

Aby znalez¢ indukcje magnetyczng wewnatrz cewki, stosujemy prawo Ampera dla konturu
zaznaczonego przerywang czerwong linig:

b c d a
fBOdl:IBOdl+£B0dl+jB0dl+£B0dl
(1) () 3) 4)

Calki (2) 1 (4) sa réwne zero, poniewaz na odpowiadajacych im odcinkach elementy drogi sg
prostopadte do B. Natomiast catka (3) jest rowna zero, bo zaktadamy, ze mamy do czynienia
z idealng cewka, a w takim przypadku pole na zewnatrz niej nie istnieje (patrz Rys. 32a).
Natomiast pole indukcji magnetycznej jest jednorodne wewnatrz cewki. Tak, wiec
ostatecznie:

Bl =p,i
Jako prad i musimy wzig¢ catkowity prad, ktory przecina kontur Ampere’a:

1=1,nl
gdzie n jest ggstoscig nawinigcia zwojow, czyli liczbg zwojow na jednostke dlugosci.
Otrzymujemy:

Bl = p,1,nl

A zatem, indukcja magnetyczna wewnatrz solenoidu wynosi:

B =p,i,n (124)

©
@OPE®))

\EW ==
== =0

©OOO®®E®

Rys. 34 a. Linie pola B w rzeczywistej cewce(o skonczonej diugosci)
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Prawo Biota — Savarta

Prawo Ampeére’a mozemy stosowacé do znajdowania indukcji magnetycznej, gdy rozktad

pradow jest symetryczny i pozwala na tatwe obliczenie calki krzywoliniowej ifB odl.

W ogdlnym przypadku, gdy przewodnik ma niesymetryczny ksztalt — stosujemy prawo Biota
— Savarta. Prawo to méwi, ze przyczynek dB do indukcji magnetycznej w punkcie P,
pochodzacy od odcinka przewodnika dl i odlegly od niego o r wynosi:

B — wdlsgl
At r

(125)

gdzie i jest natezeniem pradu ptynacego przez przewodnik, zas ® jest katem miedzy
wektorami r 1 dl. Powstajace pole B jest prostopadte do plaszczyzny utworzonej przez te
wektory. Ogoélniejszg formg powyzszego rownania, w ktoérej mamy automatycznie zawarta
takze informacje o kierunku powstajacego pola indukcji magnetyczne;j jest:

dB = Mot dbxr
4 r

(126)

Jest to wtasnie prawo Biota — Savarta. Mozna wykazac, ze prawa Ampere’a 1 Biota — Savart’a
sa ze sobg zgodne (jedno wynika z drugiego).

Przyklad: obliczenie B w srodku kolowego przewodnika z prgdem i

Zgodnie z prawem Biota — Savart’a, powstajace pole B jest prostopadte do ptaszczyzny
okregu; przyczynek do tego pola pochodzacy od odcinka dl kolowego przewodnika wynosi:
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Kot dI

dB= 5
4 r

Warto$¢ pola w srodku kota wyniesie:
B=[dB

czyli:

4mr? 4mr? 2r

A zatem warto$¢ indukcji magnetycznej w srodku kotowego przewodnika wynosi:

g Mol (127)
2r

PRAWO FARADAY’a

Doswiadczenie uczy, ze gdy wsuwamy ramke wykonang z przewodnika w pole magnetyczne
(lub tez magnes w petle przewodnika kolowego), to w przewodniku tym indukuje si¢ sita
elektromotoryczna €.

R O®
HRO ;
o PRV | b
POR® e

VR

OB ®

Rys. 35. Jesli przez petle przewodnika przechodzi zmienne pole magnetyczne, to w petli tej
indukuje sie sita elektromotoryczna.

Powstajaca site elektromotoryczng (SEM) wyliczymy z zasady zachowania energii. Jesli
wsuwamy ramke prostokatng w obszar pola magnetycznego (patrz rysunek ponizej), to na
tadunek ¢ w ramce dziala sita Lorentza. Praca, jaka ona wykonuje przy przemieszczeniu
tadunku wzdtuz boku ramki, o dtugosci / wynosi:

W =Fl=qvBlI
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Z drugiej strony, prace t3 mozemy przyréwnac do pracy wykonanej prze pole elektryczne,
wytworzone przez SEM:

W, =qEl=qe
A zatem: W=W, czyli:
qvBl =qe
skad znajdujemy:
e=Blv (128)

Wyliczmy teraz strumien pola magnetycznego, przechodzacy przez ramke:
o, =B-S=BKk

DO R®
O o®
Q% ® <
RO 0®
R R®

X

Zmiana w czasie strumienia magnetycznego:

do, dx
=Bl— =Bl 129
dt dt (129)
Poréwnujac Rown. 128 1 129, znajdujemy, ze:
dd
B g (130)
dt

WyprowadziliSmy w ten sposob prawo Faraday’a, ktére mowi, ze:

indukowana w obwodzie sita elektromotoryczna jest rowna co do wartosci szybkosci zmiany
strumienia indukcji magnetycznej obejmowanej przez obwod.

Poza tym, stwierdza sig¢, iz znak indukowanej SEM (¢) jest przeciwny do tego, jaki
wyniknalby z reguly Sruby prawoskretnej. Znak SEM jest, bowiem taki, aby dodatkowy
strumien, wytwarzany przez prad z nig zwigzany, sprzeciwial si¢ zmianom strumienia
pierwotnego. Dlatego tez ostatecznie prawo Faraday’a zapiszemy:

(131)

Prawo Faraday’a wyjasnia dziatanie wielu urzadzen elektrycznych, jak np. transformatora czy
tez pradnicy pradu zmiennego (patrz ponizej). Wewnatrz pradnicy w polu magnetycznym
obracana jest ramka. Przechodzacy przez nig strumien pola magnetycznego, zmienia si¢ w
funkcji czasu sinusoidalnie, a wigc generowana w niej sita elektromotoryczna — ma podobng
zmiennos$¢.
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Rys. 36. Dziatanie prgdnicy prgdu zmiennego

Na prawie indukcji elektromagnetycznej Faraday’a oparte jest takze dzialanie transformatora
(Rys. 37). Stuzy on do zmiany amplitudy napi¢cia sinusoidalnie zmiennego. Pierwotne
napiecie podpigte jest do cewki indukcyjnej posiadajacej ni zwojow (uzwojenie a), zas na
wyjsciu cewki wtornej o n2 zwojach odbierane jest napigcie wyjsciowe (uzwojenie b). W celu
bezstratnego prowadzenia strumienia magnetycznego, obie cewki nawinigte s3g wokot rdzenia
zelaznego (prawa cz¢s$¢ rysunku), tworzacego zamkniety tor. Oczywiscie:

Usm _ 1y

U 1

pradnica pradnica EEal

pradu - pradu ==

zmiennego zmiennego S e
2 b a

rdzen zelazny—

NN

sl

Rys. 37. Zasada dziatania transformatora

Przyktad 1: SEM indukowana w ramce poruszajqcej sie prostopadle do pola magnetycznego
z predkoscig v.

Ten przyktad rozwazyliSmy juz przed chwila, wyprowadzajac prawo Faraday’a.
Otrzymalismy, ze:
e=Blv

RS

RX R XX

RR S XD

RV X XXX
(9
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Przyktad 2 : Pole elektryczne indukowane w zmiennym polu magnetycznym

Tym razem rozwazmy nieruchomy kotowy przewodnik (o promieniu r), umieszczony w
ptaszczyznie prostopadtej do zmiennego pola B. Zmieniajace si¢ pole magnetyczne powoduje
powstanie na catej dtugosci kotowego przewodnika sity elektromotorycznej €, ktora wytwarza
wewnatrz przewodnika pole elektryczne E. Pamigtajac, ze sita elektromotoryczna (g) jest

r6znicg potencjatéw, zgodnie z Réwn. 28, mozemy napisac:

e={Eedl=E-2mr (132)

Rys. 38. Wirowe pole elektryczne powstajgce w zmiennym polu indukcji magnetycznej B.

Z kolei, zgodnie z prawem Faraday’a:

e do,
dt
Z dwoéch powyzszych rownan otrzymujemy:
do
g={Eedl=——21 (133)
dt

Zauwazmy, ze w przyktadzie tym obecnos¢ kolowego przewodnika nie jest konieczna
(uzylismy go tylko dla tatwiejszego wyprowadzenia powyzszej zaleznosci). Wirowe pole
elektryczne powstanie w zmiennym polu magnetycznym rowniez w prozni.

W przyktadzie niniejszym otrzymaliSmy przy okazji ogélny zapis prawa Faraday’a:

do,
dt

fEedl=- (134)

Indukcyjnosé

Jesli przez cewke przechodzi zmienny strumien pola magnetycznego, to wedlug prawa
Faraday’a w cewce tej powstaje indukowana SEM. Podobna sytuacja powstaje, gdy w cewce

ptynie prad o zmiennym nat¢zeniu; wytwarza on, bowiem zmienne pole magnetyczne, ktore z
kolei generuje w cewce sit¢ elektromotoryczna:




__d(NDy)
== (135)

wielko$¢ N®y jest wypadkowym strumieniem magnetycznym (przechodzi on przez
wszystkie N zwojow cewki). Jest on oczywiscie proporcjonalny do pradu ptynacego przez
cewke:

NO, =Li (136)
gdzie wspotczynnik proporcjonalnosci, L, jest indukcyjnoscig cewki. Jest to wazny parametr,
wystepujacy w opisie obwodow elektrycznych. Indukcyjnos¢ definiujemy, zatem jako:

L= & (137)
1

Podstawiajac Roéwn. 136 do Rown. 135, otrzymujemy:

d(NO di
___Ajéggjilzz_[fgl (138)
dt dt
Otrzymali$my wazng zalezno$¢, wigzaca prad i napigcie (czyli indukowang SEM) na cewce:
di (139)
e=-L—
dt

Znak minus w powyzszym roOwnaniu oznacza, ze przy rosnacej wartosci natezenia pradu,
SEM jest skierowana przeciwnie do zwrotu pradu. Jednostka indukcyjnosci jest henr (H):
V. Vs

Al A

IH=

Obliczanie indukcyinosci

Rozwazmy $ci$le nawini¢tg cewke indukcyjna:
OO0O00O00O0000O0O0

< 1 S

0000000000000

Ma ona dtugos¢ [ oraz pole przekroju poprzecznego S. Jej wypadkowy strumien magnetyczny
Wynosi:
N®, =nlBS
gdzie podstawili§my: N=nl (n jest ggstoscig nawini¢cia zwojow). Indukcja magnetyczna
wewnatrz cewki, przez ktorg ptynie prad o nat¢zeniu ip wynosi (por. Rown. 124):
B=p,i,n
Z dwoch ostatnich réwnan otrzymujemy:
21
N®, =p,n’h,S

Zatem zgodnie z Roéwn. 137, indukcyjnos¢ cewki wynosi :
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NO,

L= =u,n’IS =p,n’v

1y
gdzie v =18 jest objetoscig cewki. Ostatecznie:

L=p,n’v (140)

Indukcyjnos$¢ cewki jest proporcjonalna do jej objetosci oraz kwadratu gestosci nawinigcia
ZWOjOW.

Podobnie jak wprowadzenie dielektryka migdzy oktadki kondensatora zwigkszato jego
pojemnos¢ elektrycznag, tak tez wprowadzenie rdzenia (np. z materiatu ferromagnetycznego)
powieksza indukcyjnosé cewki:

L'=pL (141)

gdzie p jest tzw. magnetyczng przenikalno$ciag wzgledna danego materiatu. Dzieje si¢ tak,
poniewaz w rdzeniu wypadkowa indukcja magnetyczna (B) jest powigkszona p razy w
porownaniu z jej warto$cig w prozni (Bo):

B =uB, (142)

Gestos$¢ energii pola magnetycznego

WidzieliSmy, ze pole elektryczne posiada energi¢ o gestosci: u, ~E? , a doktadnie;j:
1
u, = ESOSEZ

W polu magnetycznym takze zgromadzona jest energia. Wykazemy za chwile, Ze jej ggstos¢
jest proporcjonalna do B* i wynosi ona:

LB

U, = 143
B2Mo (4

Wyprowadzenie wyrazenia na gestos¢ energii pola magnetycznego

Rozwazmy energi¢ elektryczng (Es), zwigzang ze wzbudzeniem w cewce pradu i w
konsekwencji — z wytworzeniem pola magnetycznego B. W tym celu scatkujmy po czasie
moc pradu elektrycznego (P):

: . di P B
E, =[Pdt=eidt =L[i—dt=L[idi = _Li’
dt 0 2
gdzie ¢ jest napieciem indukowanym na cewce i (zgodnie z Réwn. 139 jego warto$¢ wynosi:

di . .,
e=L a). A zatem na energi¢ zgromadzong w cewce otrzymaliSmy:

1.
E, = 5L12 (144)

Prad ptynacy prze cewke mozemy wyrazi¢ (Rown. 136):
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N®d, NSB_ niSB _nBV
L L L L

gdzie v = IS jest objetoscia cewki. Podstawiajac ten rezultat do Rown. 144 i wyliczajac
gestos¢ energii pola magnetycznego (ug =Eg/V), otrzymujemy:

1=

E Li* Ln’B*V? n’B’v
uB:—: = =

vV 2V 217V 2L

Lecz: L =p,n’v (Réwn. 140), wigc:

1n’B’v 1B’
uB = — > = ——
2’y 2,
Przepiszmy ten wynik:
1 B?
U, = — (145)
2,

Czyli udowodnili$my relacje wyrazong Rown. 143.

Przy okazji nadmienmy, iz oprdcz wektora indukcji magnetycznej (B), uzywa si¢ takze
wektora natezenia pola magnetycznego:

B
H=— 146
Ko (146)

Nasz wynik na gesto$¢ energii pola magnetycznego mozna, zatem zapisac:

1
u, =—BeH (147)
2
W ten sposob uzyskaliSmy zapis w formie analogicznej, jak w przypadku pola elektrycznego
1
(Ug = 5E D)

V1. Drgania elektromagnetyczne

WidzieliSmy poprzednio, ze w kondensatorze zgromadzona jest energia pola elektrycznego,
za$ w cewce indukcyjnej — energia pola magnetycznego. Energie te wynosza:

1q° |
U; = C oraz Up = 5L12 (148)

Rozwazmy obwod zawierajacy tylko kondensator i cewke (obwdd LC), w ktorym
kondensator byt poczatkowo natadowany (obwod nasz nie zawiera zrdédta sity
elektromotorycznej). Oczywiscie kondensator bedzie si¢ roztadowywat, wywotujac przeptyw
pradu. Z kolei, ptynacy prad bedzie wytwarzat pole magnetyczne w cewce i zwigzang z nim
energie.
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W obwodzie LC bedzie nastepowato bedzie, zatem cykliczne ,,przelewanie” energii pola
elektrycznego w energi¢ pola magnetycznego, i na odwrét. Napiszmy rownanie tego obwodu:
di 1
e ¢l (14

... . . dq
lub pamigtajac, ze: i = O otrzymamy:

dzq 1
L—+—g=0 150
i cd (150)

Jest to rownanie obwodu LC. Ma ono doktadnie taka sama posta¢ matematyczng jak rownanie
drgajacej masy na sprezynie:

k m
X
x=0

d’ d’?
m- o +kx=0 b 2 +e’x=0 (151)

dt dt

gdzie: w*=k/m. Jak pamigtamy, rozwigzaniem tego rownania jest:

X=X, cos(mt+®) (152)

Z podobienstwa matematycznego réwnan dla oscylatora mechanicznego 1 dla obwodu LC
(Roéwn. 1501 151), wynika, Ze rozwigzanie Rown. 150 ma postaé:

q=q,, cos(ot + ) (153)

Jest to zalezno$¢ na fadunek elektryczny zgromadzony na kondensatorze. Natomiast
zalezno$¢ od czasu pradu elektrycznego jest nastepujaca:

. dq )
1=—=—(q, osn ot +
g~ dm (ot +¢)
czyli:
1=1_sin( ot + D) (154)
gdzie O=mn+q.

Widzimy, zatem, ze zarowno fadunek na kondensatorze jak i prad w obwodzie zmieniajg si¢
okresowo, zgodnie z funkcja sinus lub cosinus.

Podstawmy rozwigzanie na fadunek (Rown. 153) do Réwn. 150. Po wyliczeniu drugiej
pochodnej tadunku po czasie:
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d’q

a2 = —qmw2 cos(ot + @)

otrzymujemy:
- Lqmo)2 cos(ot + @) + éqm cos(@t+¢)=0

a stad:

1
= /E (155)

Otrzymalismy w ten sposob czestos¢ drgan wiasnych obwodu LC. (Jest ona odpowiednikiem
. . k
czestosci drgan wlasnych oscylatora mechanicznego: o = \F ).
m

Jak wspomnieli$my, w obwodzie LC energia elektryczna zamienia si¢ na magnetyczng i na

odwr6t. Odbywa si¢ to z okresem: T =21/ ® = 2m/LC.. Mozemy powiedzie¢, ze pole
elektryczne E (w kondensatorze) i magnetyczne B (w cewce indukcyjnej) generujg sie
nawzajem.

Obwod RLC z wymuszeniem

W praktyce nie mozemy uzyska¢ idealnego obwodu LC, gdyz zawsze wystapi jakis opor R.
Jest to pelna analogia do mechanicznego oscylatora harmonicznego z thumieniem.
Pamigtamy, ze aby podtrzymac jego drgania, trzeba byto zastosowacé sile wymuszajaca

(F =F,, cos ot). Podobnie jest w obwodzie elektrycznym RLC. Chcac zapewni¢ w nim
drgania niegasngce musimy przytozy¢ do niego sile elektromotoryczng sinusoidalnie
zmienng:

g(t)=¢,_ cosm't (156)

gdzie ®" jest czestoscig pulsacji podtaczonego zrodta napiecia.
Napiszmy réwnanie tego obwodu:

R
L —_ C
Y

€ =&mCOSM"t
Rys. 39. Obwod RLC z wymuszeniem

lub bardziej szczegdtowo:
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di 1 :
L—+—=q+Ri=¢ 158
el (158)
Wyrazajac prad przez tadunek (i = (jictl) :
2
P49, gda, 1o, (159)
dt? dt C

Otrzymali$my rownanie rozniczkowe na fadunek zgromadzony na kondensatorze. Réwnanie
to ma identyczng posta¢ matematyczng jak rownanie mechanicznego oscylatora
harmonicznego z ttumieniem i z sitla wymuszajacg. Jego rozwigzanie ma, zatem analogiczng
postac:

q=qpsin(o"t - ) (160)
Na og6t bardziej interesuje nas prad (i = ((1;[1 ):
i=1,cos(®"t — ) (161)

Po podstawieniu proponowanego rozwigzania (Rown. 160) do Roéw. 159, otrzymuje sie, ze:

1= Em (162)
" Z
gdzie:
1
Z=|(o"L- +R? (163
o )
A zatem:

€m

i =
J@'L-1/0"C)? +R>

(164)

Wielko$¢ Z zwana jest impedancja i odgrywa ona role analogiczng jak opornos¢ elektryczna
(por. Rown. 162). Impedancja jest wielkos$cia, ktora zastepuje ,,catkowity opdr” w obwodzie
pradu sinusoidalnie zmiennego.

Mozna tatwo si¢ przekonac, ze napigcia na cewce indukcyjnej (L), kondensatorze (C) i na
oporniku (R) nie s3 w tej samej fazie. Rozwazmy najpierw napigcie na oporniku:

Ui =Ri=Ri, cos(®"— @)= Uy, cos(0"t — ) (165)
A zatem, napigcie na oporniku (a takze prad) jest opdznione w fazie (o kat ¢) za napigciem
sity elektromotorycznej € (Rown. 156). Wyliczmy teraz napigcie na cewce indukcyjnej (Up ):
di we o e on
U, :La:—Lco 1 sin(®"t—o)

. . ;o TC . . . . . ,
Biorgc pod uwagg tozsamos¢: cos(o + —) = —sin o, hapigcie na cewce mozemy zapisag:

U, =Lo"i_ cos(o"t—¢ + Tzc) =U,, cos(o"t—@+ ;) (166)
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T
Widzimy, ze napigcie na cewce (U ) jest przesunigte w fazie o E do przodu wzgledem
napigcia na oporniku (U ). Podobnie mozna wykaza¢, ze napigcie na kondensatorze (U )
T
jest przesunigte o E do tytu wzglgdem Uy . I co najwazniejsze, prad i (majacy ta sama faze

co Up) jest opdzniony w fazie w stosunku do napiecia sity elektromotorycznej € o kat .
Wyniki te przedstawiamy schematycznie:

€
k- - -
|
|
|
|
() |
Lo - -
i Ur
Y Uc

Rys. 40. Przesuniecia fazowe miedzy prgdem i napieciami w obwodzie RLC

Z Rownan 162, 165 1 166 wynika, ze napigecia maksymalne wynoszg:

em=Um=Z im

UR(m) =R inm

Urm=®"’Lin
gdzie Uy, jest amplitudg catkowitego napigcia w obwodzie (na wszystkich elementach
biernych), a zatem rowne sile elektromotorycznej em. Podobnie, wykazuje sig, ze:
Ucm) = (1/0C) im

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, na podstawie powyzszego rysunku mozemy napisac:

@%fzm%f+mm—l 2i2

1
m
I!C

lub tez:

1
n )
o'C
co odtwarza nam definicj¢ catkowitej impedancji Z. Mozemy ja rozdzieli¢ na skladowe
zwigzane z elementami L, C i R:

7’ =R’ +(Z,-Z7.) (167)

7 =R* +(o"L-

gdzie:

1
®"C
sg impedancjami kondensatora i cewki oraz oczywiscie: Lr=R.

Przesuniecie fazowe ¢ migdzy napigciem na zrodle sity elektromotorycznej a pradem,
odgrywa wazng role w obwodach pradu sinusoidalnie zmiennego. Mozemy je wyznaczy¢ na

Z. = i 7 =Lo
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podstawie powyzszego rysunku:

R(m) P‘l P‘ 2 " " 2
p= =—"=—=R/\/RP+(0'L-1/0"C
cos U Zi V4 /J ( / )

m m

Ostatecznie:

R
JR? +(0'L—1/0"C)>?

. R
cosp = lubtez: cosq= 7 (168)

Wréémy teraz do rozwigzania w uktadzie RLC z wymuszeniem. Wymuszeniem jest sita
elektromotoryczna € =€, COS ®"t, za§ odpowiedzia uktadu jest prad elektryczny

1=1,,cos(®"t — ). Prad (odpowiedz) ma taka sama czestotliwo$¢ jak wymuszenie, ale jest

przesunicty w fazie o ¢. Jak pamigtamy, czestoscig wtasng uktadu LC byta @ = 1/ NLC . Z
Rown. 168 wynika, ze jesli czestos¢ wymuszenia rdwna jest czestosci wlasnej, czyli
o' =

to wtedy impedancja osigga wartos¢ minimalng Z=R. Jest to warunek REZONANSU. Prad
ptynacy w obwodzie osiagga wtedy warto$¢ maksymalng (Réwn. 162). Zauwazmy, ze gdyby w
uktadzie nie byto w ogdle opornosci, to impedancja wrecz wyniostaby zero (Z=0), co
spowodowatoby przeptyw nieskonczenie wielkiego pradu.

W ogdlnym przypadku amplituda pradu w obwodzie zalezy od relacji czestosci przylozonego
napiecia (0’’) do czgstosci wlasnej uktadu LC (®). Zalezno$¢ ta przedstawiono ponizej.

Y171 L=100uH
1,04 C=100 pF
oyg_- sm=10mV

0,8
07
0,6—-
0,5—-

i (mA)

041
03
021
01-

0,0 T T T T T T T T
0,90 0,95 1,00 1,05 1,10

® /o
Rys. 41. Zaleznos¢ amplitudy pradu w obwodzie RLC od czestosci pulsacji przytozonego
napiecia. Przy o’ ’=o=10" rad/s wystgpuje rezonans.

Jak pamigtamy, rezonans pojawia si¢ takze w oscylatorze mechanicznym z sitg wymuszajaca.

Obwody pradu sinusoidalnie zmiennego

Zdecydowana wigkszos$¢ urzadzen, z ktorymi mamy do czynienia w Zyciu codziennym,
zasilana jest napigciem sinusoidalnie zmiennym, a zatem takze ptyng w nich prady
sinusoidalnie zmienne. Dla pradow tych definiuje si¢ praktyczne w zastosowaniach pojecia
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wielkos$ci skutecznych.

1. Natezenie i napiecie skuteczne
Natezeniem skutecznym pradu zmiennego, i, , nazywamy takie nat¢zenie pradu statego,
ktoére daje t¢ samg moc $rednig (czyli te samg energie elektryczng w jednostce czasu).
Przypomnijmy, ze moc pradu elektrycznego: P = i*/R. Chcemy zatem znaleZ¢ takiei,, , aby
pole prostokata i., T byto réwne polu pod krzywa i’ (gdzie: i=imsinot, za$ T jest okresem
sinusoidy - patrz rysunek ponizej), czyli:

T T
J-ifdt=f i2 sin® wtdt =i T
o o

lub:
T T 2 oT 2 T .2
, 3, 3 _ .3 _Im Lm _I:l:n
insin"wtdt =i | =(l—cos2wt)dt=—| dt —— | cos2wt=—T
o o 2 2 0 2 0 2
0
i, i
iz‘;' /A /\\
T \\\ J‘jf
1 '\ /,'
=
2
i, T . .
Zatem: "~ =iiT, czyli:
2
i I (169)
1, = —F——
sk
2

Podobnie definiuje sie napiecie skuteczne:

_Un
2

Ug (170)

Mozna tatwo wykaza¢é, ze §rednia moc pradu zmiennego:

P=UgIg coso (171)

lNoczyn U I - nazywamy moca pozorna, za$ cos¢ - wspotczynnikiem mocy.

Impedancja

Jak juz méwilismy, impedancja (Z) jest wielkoscig rtOwnowazng oporowi, ale w obwodzie
pradu sinusoidalnie zmiennego:

Up=Ziyg oz U,=7Z1, (172)

Jak widzieli$my, impedancje¢ sktadamy wektorowo z jej sktadowych: Z; ,Zq,Zy
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Podsumowanie rownan opisujacych pola elektryczne i magnetyczne

VIL. ROWNANIA MAXWELLA

Zbierzemy teraz i uogdlnimy poznane juz prawa dla prézni (lub w bardzo dobrym
przyblizeniu dla powietrza):

1) Prawo Gaussa dla elektrycznosci :

g,JE-dS=q (173)

2) Prawo Gaussa dla magnetyzmu :

[B-dS =0 1

Prawo to wyraza fakt, ze linie pola magnetycznego tworza zawsze zamknigte kontury. Nie ma
»tadunkow” magnetyzmu, w takim sensie jak tadunki elektryczne. Pole magnetyczne jest
wytwarzane przez obwody z pradem (makroskopowe lub mikroskopowe) oraz przez spinowe
momenty magnetyczne czastek elementarnych.

3) Prawo indukcji elektromagnetycznej Faraday’a:

dd,
dt (175)

Jesli na konturze catkowania w powyzszym rdwnaniu wystepuja sity elektromotoryczne (ex),
to trzeba je wlaczy¢ do bilansu zmiany potencjatu:

[E-dl=-

JE-di =3P
dt

+§8k (176)

4) Prawo Ampere’a :

B-dl = I
if Mozkllk (177)

gdzie ix sg pradami przecinajacymi zamkniety kontur catkowania. Porownujac powyzsze
roOwnanie z prawem Faraday’a, zauwazymy pewne ich podobienstwo, a takze brak jednego
czlonu po prawej stronie. Kierujac si¢ wyjsciowo tg intuicja, Maxwell rozszerzyt prawo
Ampere’a dodajac czton z pochodng po strumieniu pola elektrycznego (P ):

: dd,
fB-dl :Hoglk ‘HJOSOF (178)

Ten dodatkowy czton opisuje doswiadczalnie obserwowany efekt, ze zmienne pole
elektryczne wytwarza wirowe pole magnetyczne (uzasadnienie rozszerzenia powyzszego
réwnania podane jest w Dodatku, ponizej). Mamy tu pelng analogi¢ z prawem Faraday’a
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(zmienne pole magnetyczne wytwarza wirowe pole elektryczne). Zauwazmy, ze prawa
Ampere’a i Faraday’a (Rown. 177 1 178) wykazuja formalne podobienstwo matematyczne lub
inaczej — symetri¢ (z wyjatkiem znaku minus w Rown. 176 ).

Fale elektromagnetyczne

Zmienne pola elektryczne i magnetyczne generujg si¢ nawzajem. Jesli zatem wytworzymy,
np. zmienne pole magnetyczne, to w wyniku tego powstanie fala elektromagnetyczna.
Rownanie jej wyprowadza si¢ oczywiscie z rownan Maxwella (czego tu nie bedziemy robic).
W fali elektromagnetycznej drganiom podlegajg wektory B 1 E; fala ta nie wymaga osrodka
materialnego do swojej propagacji. Rownanie rdzniczkowe fali elektromagnetycznej
rozchodzacej si¢ w kierunku osi x opisuje zalezno$¢ na amplitudy pola magnetycznego i
elektrycznego::

o°B, 1 0°B,

o’ ot (179)
oraz

OE, 1 OF,

ox* c¢* ot? (180)

gdzie c jest predkoscia §wiatta w prozni (c=3-10% m/s).

Pola E i B sg prostopadte do siebie oraz do kierunku rozchodzenia si¢ fali. Zauwazmy, ze
powyzsze rdbwnania majg analogiczng posta¢ do poznanego przez nas wczesniej rOwnania fali
mechaniczne;j:

Rozwigzaniem Rown. 179 1 189 ma takze posta¢ analogiczng jak w przypadku fali
mechaniczne;j:

B_(x,t) = By sin( kx — wt)
E (x,t) = E, (y Sin( kx — wt) (181)

Pomigdzy stalymi L1, 1 €, zachodzi fundamentalny zwiazek, ktory otrzymuje si¢ przy
wyprowadzeniu rownania na falg elektromagnetyczna; jest on nastepujacy:

1

N (182)

Cc=

Ponadto otrzymuje si¢ nastepujaca zalezno$¢:

E

™m
—_— =

B (182)

m

Interesujacg wielko$ciag charakteryzujacg fale elektromagnetyczng jest wektor Poyntinga:

S= LE><B
, (183)

Wyraza on szybko$¢ przeptywu energii przez jednostkowa powierzchni dla ptaskiej fali
elektromagnetycznej.
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Czestotliwosci (f=w/271) poznanych fal elektromagnetycznych rozcigga si¢ w bardzo szerokim
zakresie: od 103 Hz (fale radiowe dhugie) do 10*° Hz (promieniowanie jadrowe gamma).
Dodamy, Ze czestotliwosci radiowe UKF oraz telewizyjne to 10® Hz, §wiatlo widzialne miesci
si¢ pomiedzy 10'* i 10'° Hz, za$ czestotliwosci promieniowania rentgenowskiego s w
zakresie 10'7- 10" Hz.

DODATEK: Uzasadnienie rozszerzenia prawa Ampere’a

Rozwazmy kondensator, na ktorego oktadki wptywa prad elektryczny I (czyli kondensator
jest tadowany).

I I
"+ o L -

g\}

rosnacy strumien pola

a Q
Natezenie pola elektrycznego migdzy oktadkami kondensatora: B = — = S zas$ jego
£n £p
strumien:
Q
¢, =ES =~
€n
. . dd
Wyliczmy wielko$¢ [g€q I :
d#;  dQ
Eg—— = Ug—— = Hpl
Koo dt Ho dt Ho

Wyrazenie to jest dokladnie rowne prawej stronie Roéwn. 177. A zatem, gdy w prawie
Ampere’a dodamy ten czton:

. d¥g
ng ~dl = gl + pgeg it (181)

to rozszerzone rownanie jest zawsze spetnione, niezaleznie od tego jaki ksztatt ma
powierzchnia rozpigta na konturze catkowania O. Oczywiscie poszerzona posta¢ prawa
Ampere’a jest prawdziwa w dowolnej ogdlnej sytuacji, a nie tylko w modelowym rozwazaniu
przedstawiony powyzej. Sens fizyczny tego rozszerzenia jest nastgpujacy:

Przewodniki z pradem oraz zmienne pola elektryczne wytwarzaja wirowe pole
magnetyczne.
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