O Krzysztof Wierzbanowski

NAPREZENIA | ODKSZTALCENIA

Wstep: Pojcia te wystpuja w opisie procesu odksztatcenia — tzntaeszmiany wymiaréw
ciata pod wptywem przytmnych sit. Sity powinny b§ znormalizowane wzgtem
wymiarow ciata, a odksztatcenie powinnatlwyrazone wzgednie, przy czym translacja i

obrét ciata (jako cakei) nie g brane pod uwagprzy definicji odksztalcenia.
I. Naprezenie (ang. stress)
Rozwamy najpierw tensor nagrenia, ktérego sktadowe definiugity przypadajce na

jednostkowg powierzchng. W tym celu zdefiniujmy bardzo maty (jednostkovegecian

wewngtrz materiatu.
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okresla do ktérej osi réownolegta jest okresla do ktorej osi prostopadta jest
sktadowa sity ptaszczyzngcianki

Sity dziatagce nascianki jednostkowego s&@anu definiug sktadowe tensora nagienia g;.
Pierwszy wskanik (i) definiuje kierunek, wzdhktorego dziata sita, zadrugi (j) — & do
ktorej jest prostopadta ptaszczyzfwmanki, w ktorej dziata sita.



Sktadoweo;; tworza tensor naptzen drugiego rzdu.

Rozr&niamy sktadowe normaln&cinajgce tensora napten, przy czym:

011 O2p, O33 — 9 sktadowymi normalnymi, za

012 013, O23— 9 sktadowymiscinajacymi.

Znajoma¢ tensora napren umazliwia nam wyliczenie catkowitej sity dzialggej na
dowolny ptat powierzchni. Zakiny, ze chcemy znale€ site dziatapca na powierzchiABC
na ponkszym rysunku. Powierzchnia ta reprezentowana jesizpyvektor normalnS
(ktorego warté¢ rowna s¢ polu tej powierzchni). Sktadowymi wektofes sg rzuty
powierzchni ABC, czyliAS,, AS,, ASs.

Przyktadowo, sktadowazFeatkowitej sity dziatajcej na powierzchgiAS wynosi:

I:2 - 021AS.I. + UZZASZ + 023AS3 (1)
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PowierzchniadS (ABC) i jej rzuty:A4S,, 4S,, 4Ss.

Mozemy to zapisakrocej:

F, =0,,AS, )

Podobnie, dowolna skiadowa tej sity wynosi:

F =0,AS (3)

Czyli sita dziatagca na ptat powierzchliS wynosi:



[F1=[o]{[AS] “

gdzie: sita i powierzchnia przedstawione zostakp jmacierze kolumnowe, géensor
napezenie - jako macierz kwadratowa o wymiarze 3x3 @epntacja tensora jako macierz
omowiona kdzie za chwi).
Zauwamy takze (patrz Rown.3)zidowolrg sktadowg napezenia mana przedstawijako:
oF, (5)
% T a@s
(AS))

Roéwnowaga statyczna — rownowaga momentow

gy = g; = 6 skladowych sp@od 9 jest niezalaych

Zaleznoi¢ ta (oj = 05) redukuje liczl niezalenych sktadowych napzen do széciu (3
normalne i 3 styczne). Tensor nag@n mazemy zatem przedstavjako kwadratow macierz
symetryczg o wymiarze 3x3. Jednak nieda macierz symetryczna jest tensorem (0 czym
bedzie za chwi).

Stan napyzea maze by niejednorodny= o, =0, (x,,X,,X;), np. moze istnig zmienngé

napkzen w glab walcowanej probki. W ogolgoi warunek rownowagi elementow weytre
materiatu prowadzi do zaieosci:

—ij:(j..’. =0 (6)

W réwnaniu powyszym wys¢puje sumowanie po powtarzaym st wskaniku (j).
Przyktadowo dla i=1, réwnanie to ma pdsta

Jdoy, +0"012 +dc513 _

. =0
ox, dx, Odx, Ui ()

Podobne dwa rownania trzeba napigk i=2 oraz i=3.



Transformacja wektora i tensora do nowego uktadu wsotrzednych
% Transformacje wektora:

Rozwamy przyktadowo transformagjvektora sity:
F =g R (8)
&, sa kosinusami kierunkowymi, ktore definguprientacg uktadu ,nowego” wzgjdem

~starego”.W réwnaniu powsszym zastosowano konwensjyimowania po powtarzagym sg¢
wskaniku (w tym wypadku k).

szczegotowo:
F=a,F +a,[F +a;lkK
- 9
F, =a,, [F +a,, [F, +ay [ ©)
F;=a5 [ +a5, [F, +a3 [k
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Transformacja z uktadu ,starego”:1xx, X do ,nowego’: X', X2', X3’ odbywa s¢ przy
pomocy kosinusow kierunkowycgh(a; jest kosinusengka pomgdzy i- osig uktadu
~,nhowego” a j-t¢g uktadu ,starego”.

% Transformacja tensora:

Rozwamy jako przykiad tensor nagien:



- 10
Oy =& &y Loy (10)
Réwniez | w tym rOwnaniu zastosowano konwefispmowania po powtarzgym st

wskazniku (w tym wypadkik i [).

szczegotowdnp. sktadowa ,13"):
O13 =y LB [0y =
ay; [y, [0, +ay; (&g, [0,, +ay; [85; [0+
Ay (85, [0, +ay, (85, [0, +ay, (833 (0,5 +
a3 (g [0 + a5 (8, [0, + 315833 [0,

W powyzszej transformacji pojawiagsiloczyn dwoch kosinusow kierunkowych, ponieswva

mamy do czynienia z transformagaréwno sit jak i powierzchni.

Cz¢sto tensor napgen przedstawiamy w postaci macierzy:

013 O Oy3

Ojj | 021 Oz O3 (11)

O3; Oz, Og3
Jednak nie kada macierz symetryczna jest tensorem! Aby danaeraceprezentowata
tensor, jej wyrazy (npoj;) musz transformowa si¢ z uktadu do uktadu zgodnie z Rown. 10.
Interesugca wiasndcia tensora drugiego ¢du jest to, 2 zawsze mana znale¢ taki uktad
wspoétrzdnych, w ktérym tylko sktadowe gtéwne sizne od zera; wtedy ma on pasta

o, O 0
0;'=| 0 0, O (12)
0 0 og

Wartcdici na przektnej nazywamy warteiami wkasnymi, a znajdujemy je rozyzujac

réownanie charakterystyczne:

(011 - Ol) 01, O3
O, (022 - 0') Oy [=0 (13)
O3 O (033 - GI)

Rozwiazujac powyzszy wyznacznik otrzymujem{o'-A, ) [({o™-A, ) [{o"-A ;) = 0. Oczywicie:

011'=A1, 022'=A2, 033 =A3.



Jezeli A1=A,=A3 to mamy do czynienia z nageniem typu hydrostatycznego

(0., =0,,'=033', pozostate wyrazy tensora przyjmuyartaci zerowe).

« Typowe stany napkzen:

a) Rozchganie:

Q
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Test rozaigania w kierunku osisx S jest powierzchaiprzekroju poprzecznego probki.

b) Sciskanie:
0 0 O
o, =cj0 0 O
0 0 -1

Sciskanie wzdiosi .

c) Prostescinanie:

Q

I

Q
o +— O
o O k-
o O O

Podczascinania (np.:01,= 021) jednostkowy sZeian materiatu staje girbwnolegtacianem.

Xz

X1



d) Naprzenie typu hydrostatycznego:

Q
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W napezeniu typu hydrostatycznego wgstjg tylko sktadowe gtdwne tensora nafai o11=

022= 033

Naprzenia hydrostatyczne mgje same sktadowe i waktm niezaleénie od ukladu
wspotrzdnych. Jest to intuicyjnie zrozumiate, bo jakkolkvie/smy nie obracali kostki
zanurzonej w cieczy - patrz rysunek paejy- to zawsze énienia na jegciankach bda
jednakowe (pomijac oczywicie w tym przyktadzie zmiancisnienia z wysokia).
Ponadto, tatwo mima wykazé, ze dla dowolnego tensora napen zachodzi nagpujaca

relacja: 0., + 0,, + 033 =CONSt

(czyli slad macierzyoj jest staty, niezaleny od uktadu odniesienia).

+ Rozktad dowolnego tensora na skfadowvscinajaca i hydrostatyczna.
Kazdy tensor nagzen mazna roztay¢ na czs¢ hydrostatyczai czystoscinajgca (ang.:
deviatoric). Zatémy, ze w dowolnym uktadzie odniesienia mamy tensor ¢agiro;;.

Przetransformujmy go do uktadu osi gtéwnych:

6, 0 0] [po0o0]fgqooO
g; O PO o O 9eree - 0 0, 0 |=/0 p O[+|0 r O (14)
0 0 o, O O p| |0 O s
1 1
gdzie: p—3(011+022+033), C2y|l.p—§O'”
oraz: q+r+s=0 (15)

(oczywiscie wartdci g, r oraz s znajdujemy z Rown.(14); gg-p , F =022-p , S =033-P).

Nastpnie mana dokona dwdch kolejnych obrotéw wokot osi wzajemnie prgstdtych,
ktére przeprowadzajtensor (14) do nagtujacej postaci:
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czton hydrostatyczny czideinajgcy (ang. deviatoric stress)

Pierwszy czton , czyli naptenie hydrostatyczne nie zmienia sczywicie po kolejnych
obrotach, drugi Zaczton uzyskat postaczystych napizen scinajgcych. Jak pamgtamy,

czton hydrostatyczny powoduje odksztatceniesgste ciata (np. odwracalieisnigcie).
Natomiast cztodcinajgcy (ang. deviatoric stress) — jak zobaczymyrej — oprocz
sprzystego odksztatcenixinajgcego, odpowiedzialny jest tak za odksztatcenie plastyczne,

ktore jest sum elementarnych nieodwracalnych odksztattygu scinajgcego.

[I. Odksztatcenie (@ng:strain)
Odksztatcenie ciata jest odpowieglna przytaone sity (napgzenie). Zacznijmy od

najbardziej podstawowego opisu odksztalcenia gafazez gradient przemieszczenia.

a) Gradient przemieszczenia

Jeden wymiar.

Zdefiniujemy najpierw odksztatcenie ciata w przybagednowymiarowym (np. rozgganie
w kierunku osi x). Odcinek o pogtkowe]j dtugaci ox wydtuzyt si¢ o dw.
OX ox+ Ow

A B A B
Odcinek o poegkowej dtugdci AB jest rozeigniety do diugdci A'B’

Zdefiniujmy gradient przemieszczenia (e) ciata,wnkcie A:



x-0 X dx (a7

Dwa wymiary

OX,4

Sktadowe gradientu przemieszczenia definiujemyzmeormagj kwadratu ABC.

» Sktadowe normalne definigmiany rozmiaréw odcinkdw; i tak:

. ov, _dv
wzgkdne wydhzenie AB = lim —2=—"2=¢,,
e Ow, _dw,
wzgledne wydhienie AC = 5|X'mo 5)(1 - Xm =€ (19)

(Zauwamy, ze w Rown. 18-21 bierzemy pod uveaznakiovi, OV,, Ow;, orazows).
Przyktadowo w Rown. (18) w przypadku, > 0 mamy wydtiaenie, w przeciwnym Zarazie

— skrécenie.)



» Skitadowescinajgce definiug zmiany orientacji:

zmiana orientacji AB:

o OV dvy
e,=Ilm _—=—
zmiana orientacji AC:
. Ow, _dw
e, = lim —2=—">-2

Powyzej zdefiniowane wielkei g; sa sktadowymitensoragradientu przemieszczenia.

Podsumujmy konwenejwskaznikow i,j wysiepujacych w g:

/e“\
sktadowa osi wskaznik osi rownolegtej
wzdiuz ktorej do poczatkowej orientac;ji

jest przemieszczenie odcinka odksztatcanego

Zbierzmy razem definicje sktadowych tensora gradigmzemieszczenia;je

Yodx, G2 dx,
dw dv

€1 = dX2 €y = dX2

1 2

Zauwamy, ze ze wzgdu na pogldowas¢, uzylismy odebnych oznaczedw; i dv; do
oznaczenia przemieszadzedcinkOwdx; i dx,. Nie mazadnego powodu, aby tak rébw
0golnym przypadku. Wprowadzamy, zatemep@ pola przemieszcaeui(X; ,x2), ktore jest

funkcja potazenia. Tak, wgc podsumujmy:
Zamiast:dNi ’d/i - dji (X1’X2)
W ogolnym przypadku, tensor gradientu przemieszezeéefiniujemy jako:

au;
boox, (22)
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Trzy wymiary.

W trzech wymiarach sytuacja przedstawigaasialogicznie jak powagj, uwzgbdniamy
dodatkowo wymiar w kierunku osgxA zatem wskaniki w Rown.(22) przyjmuj wartcci:
i,j=1,2,3.

b) Odksztatcenie i obrot

Jak widzielimy juz wyzej, gradient odksztatcenig episuje wzgtdne zmiany rozmiaréw
ciata. Przyktadowo, w przypadku dwuwymiarowym (nysk ponkej, po lewej) ciato o
pocztkowym ksztatcie kwadratu przechodzi w réwnoleglobkaty 6, i 6, opisane $

odpowiednio przezigi e::

=—1=tg0
€ ox, g9,

ou, (23)
e,,=—==tgb
21 ox, guo,

Réwnoczénie sktadowe f i e, opisup wzgledne zmiany wymiarow ciata w kierunkachix

Xo:
_0u,
€1 = ox,
. 0 2
22 ox,

11



0,=e, e;,>0

06, _ s

X’ \{/ X
1 e21<0 1

Po lewej ciato o pocztkowym ksztalcie kwadratu przechodzi po odksztalogn
réwnolegtobok; sktadowe, ge,, opisuj jego wydtdenie (lydz skrocenie) w kierunkach k
X2, z& skladowescinajgce @2 1 €,1 — zmiawr orientacji odcinkowex, | o, (tgéi=e1»,
tgHz=e21).

Po prawej sztywny obrét ciata (g=-e;; lub tez: 6=- 6).

Moze sk jednak zdarz§; ze ciato doznato jedynie sztywnego obrotu, bez zgnlesztattu.
Sytuacja taka pokazana jest po prawepcizrysunku; wtedy: £=-e;.
Musimy zatem zmodyfikowadefinicje odksztalcenia, tak, aby nie zawierata w sobie

sztywnego obrotu. Definiujemy zateensor odksztatcenia i obratu

& =% €, +e;) -tensor odksztatcenia (symetryczny) (25)

(26)

W, = % (e, —€;) -tensor obrotu (anty-symetryczny)

Tensor odksztatcenia jest symetryczny, grej, za& tensor obrotu jest anty-symetryczny,
tzn.:w; = - w;. Oznacza taze w przypadku tréjwymiarowym mamy sZeniezalenych
sktadowych tensora odksztatcenia (€20, €33, €12= €21, €13= €31, E23= €32) Oraz trzy

niezalene skladowe tensora obrotu 6= - Wp1, 3= - W1 1 Wr3= - Wa2).

Warunek zgodnimi

W omawianym przez nas wézeej przypadku dwuwymiarowym, zdefiniowsaidny trzy
niezalene sktadowe odksztalcenia {, €221 €12= €21) — na podstawie dwoch tylko

skladowych przemieszczenia:dudw,. Nasuwa to wniosek,e pomedzy sktadowymi

12




odksztatcenia musi istrigaka dodatkowa zalanosé. Istotnie, mana tatwo wykazé ze
zachodzi mgdzy nimi nasgpujaca relacja, zwana warunkiem zgodciqang. compatibility
condition):
0%y, , 0%, _200%,, (27)
ox: X2 XX,

Odpowiednie rownania istnigjfakze dla przypadku trojwymiarowego.

c) Transformacja tensorow

Omawiane przez nas wielkm, opisywane dwoma wskaikami, jak napgzenia,
odksztatcenia i obroty -ggensorami drugiego ¢du. Jak ja widzielismy na przyktadzie
tensora nagren, przechodzc z jednego uktadu odniesienia do innego, musinkpda
transformacji tych wielkgci. Co wiecej, spetnienie réwnania transformacyjnego jestiéiv
warunkiem koniecznym na to, aby rozaay obiekt byt tensorem.

Zestawmy rownania transformacji poznanychpuzez nas tensoréw drugiegedn (g sa

kosinusami kierunkowymi, czyli elementami macieabyotu):

O-;j =ay &y Loy
e;j =ay & L& (28)
E;j =ay @y [Ey
w; =&y [y [y

Po prawej stronie powgzych rowna wystpuje sumowanie po powtarzaych se¢
wskaznikach (k oraz l), co reprezentuje spdriewkiciu sktadnikéw (po wszystkich

skladowych tensora).

13



d) Przyktady odksztaicen:

Odksztalcenie ‘normalne’

1+¢,

1 l+¢g,

Odksztatcenie ,normalne” sZeianu jednostkowego. Taki typ odksztatcenigevmajcé np.
wskutek rozszerzals@ termiczne;.

Odksztatcenie normalne opisany jest tensorem:

e, 0 O
g =0 g, O (29)
0 0 &g

Wyliczmy wzgkdng zmiarg objetosci (dylatacg) A:

AV
A VA (L+&y;) Lo +Ey) [l+eg5) -1

0 (30)
Po rozwingciu prawej strony i zaniedbaniu wyrazow matych degg i trzeciego radu,
otrzymujemyA = g,, +&,, + €45, lub stosujc konwenat powtdrzonych wskanikow:
A= €; (31)

Czyli: wzgledna zmiana okjosci (dylatacja) réowna jestadowi macierzy odksztatcenia. Jest

to oczywicie niezmiennik (nie zaky od uktadu odniesienia).

14



Walcowanie:

’> X1
Opisuje je tensor odksztatcenia:

g 0 O 100
£=/0 0 0|=¢0 0 O
0 0 & /| |00 -1

gdzieg jest ,amplitud” macierzy odksztatcenia. W odksztatceniu plastycanego typu,

wzgledna zmiana objosci A= €11+€33=0, z czego wihnie wynika,ze €11=-€33.

Prostescinanie:

Rozpatrzmy odksztatcenie typu prostégmania w dwdch wymiarach. Opisane jest ono
sktadow scinajaca g; tensora gradientu odksztatcenia, np. @utaj ,=0) :

X2 A 1 Xy A

> >
> >

X1 X1

Skftadowg e; mazemy formalnie przepisgako:

1 1
e, = (e +e,)+ (e, &)
2 2
(w pokazanym powsej przypadku g = 0). A zatem:

€, =&, T Uy,

15



W konsekwenciji, odksztalcenie typu prostegonania () mazemy przedstawi przez

sktadovy odksztatceniaer, (i €21) oraz obrotuw2:

A 2 A

Tff'_ﬁf - elz 812

P

Gradient przemieszczenia; € = odksztalcenie;; (= €21) + 0brotwy, = €,/2

Podkrélmy, ze tensor odksztatcenisg;j jest symetryczny, w przeciwfistwie do tensora

gradientu przemieszczenigp e

e) Logarytmiczna miara odksztatcenia:

Tensory gradientu przemieszczenia oraz odksztacatafiniowanegdla nieskdaczenie
matych odksztalaeciata. Pojawia g zatem pytanie, jak opisauze odksztalcenia, ktére

wystepuja np. podczas odksztatcenia plastycznego. gdeanazliwosci jest tzw.

logarytmiczna miara odksztatcenia.

dl

16



Rozwamy przykiad rozejgania osiowego. 3k pret o pocatkowej diugdci Ly zostanie
rozciggniety do kaxcowej dtugdci L, to "makroskopowa” miara odksztatcenia réwaest;

sumie (calce) odksztattezzstkowych:

| L, (32)

Wazng wtasciwoscia tej miary odksztatcenia jest jej addytyvgnoJdeli pret bedzie
rozciggany w dwoéch etapach (o@ Hol, i od Ly do Ly) , to logarytmiczne miary g@stkowe
dodaj si¢ i ich suma daje wynik identyczny jak przy beggalinim rozciganiu pod kg do L.

Pokazano to ponej:

1 etap= Lo- L1 & =In—
2etap=> Li-Lo &, =In—=

Catkowita odksztatcenie: &£=¢g+¢&,=In ::1 +In L
0

Ostatecznie: s:lnii:mi
L0 Ll LO

f) Przykfady testu rozciagania
Wiasnaci mechaniczne materiatdw bada si rozmaitych testach. Jednym z podstawowych

jest test rozeigania. W técie tym bardzo istotnsprave jest aby koncentracja ngpen nie

miata miejsca na kacach badanej prébki; w tym celu nadajgjej specyficzny ksztatt.

Ksztalt probki do testu rozgjania.

Przez zaznaczone otwory przeprowadega si H

sruby mocugce.

Poniej zamieszczono kilka typowych rezultatow testouciggania.

17



a) Typowy metal o strukturze regularnej ptasko cenamgj (np. mieg)

G A

o

Typowa krzywa rozgggnia (011=f( &1) dla metalu. Rysunek spgdzono na podstawie:

zapoczatkowanie
tworzenia sig szyjki peknigcie

nierdwnomierne
odksztalcenie
plastyczne

réwnomiermne
odksztalcenie
plastyczne

granica plastycznosci

odksztalcenie
catkowicie
sprakyste

L%
ra

&

A.G. Guy, Wprowadzenie do nauki o materiatach, PWhIiszawa, 1977

b) Cialo elastyczne — kruche

o [GPa]}

10f

0

Krzywe rozaigania dla tzw. wiskerséwg3o monokrysztaty w postaci cienkich nitek,

0,02 0,04
€

zawierace bardzo mato defektow, a zatem niewykazeupdksztatcenia plastycznego. Po
etapie odksztatcenia spiystego (liniowego i nieliniowego) naptje kruche pknigcie (linig
przerywam zaznaczono przedienie liniowego zakresu odksztatceniaggpstego).

18



c) Stal z podwojn granig plastycznéci

Krzywa rozcggania materiatu wykazggego gorg i dolng granice plastyczngci, np.zelazo

gma pranica
plastycmosc

f?/ _
/ IIII llv -

doina granica

B
wydhizenia
plastycznodci

W EEEss
granicy
plestycEnass

domieszkowane C i N (Dietek)

E

d) Poréwnanie materiatu ceramicznego, stali i polimeré

Krzywe rozgigania dla materiatdw wykazggych odmienne wiassa mechaniczne: a)

O ®107 [N

20

&

-
=

£
0 200 400 600
m T T T p
| stale niskowgglows I:'
4.0 T /
/ \’l\\
e [ w10
Va =
s / g E
s g =
| = o
f [
- ]
! B D_EE ©
a

Al;Os, b) stal niskowglowa, c) kauczuk, d) polimetylometakrylan. Krzygvprzedstawiono

na tzw. wykresie nominalnym, czyli ngi@nie nominalne (F/# gdzie A jest pocztkowym

przekrojem probki) w funkcji odksztalcenia nomieglodL/L, (Lo jest dtugdcig poczitkowy

probki). Rysunek zaczerpto z : A.G. Guy, Wprowadzenie do nauki o0 materiatdd/VN,

Warszawa, 1977
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e) Materiat wykazujcy efekt starzenia

E
Krzywa rozcggania materiatu wykazagego efekt starzenia: x — po krétkotrwatym

odcigzeniu, y — po diugotrwatym odgieniu (Dieter)

Trzeba zauway¢, w przypadku metali zakres odksztalceniagsystego jest bardzo maty (nie
przekracza wydtenia rzdu 0.1 %), zacatkowite wydtienie prébki (do gkniecia) rzadko
przekracza 20%. Istnigpiemniej specjalne efekty, w ktorych obie te gcarg, znacznie
wicksze. Np. w metalach wykazgjch tzw. efekt pamci ksztattu, odksztatcenie odwracalne
(tzw. pseudo-sprystas¢) maze dochodz do 20%, z&w zjawisku tzw. super-plastyczém,
probka mae wykazé catkowite wydtienie rzdu kilkudziesgciu %. Pierwszy z tych

efektow polega na odwracalnej przemianie fazowejr{emzytycznej), Zadrugi na zmianie

ksztattu prébki poprzez dyfuzyjny ruch atomoéw.
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