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Cisnienie i gestas¢

Réznica w dziataniu sity na ptyn i na cialo stale mena tymze w spoczywaicej cieczy
sita musi by zawsze prostopadta do powierzchni ptynu, podczhsvg ciele statym mie
mie¢ dowolny kierunek. Spoczywagjy ptyn nie mae rownoway¢ sit stycznych (warstwy
ptynu slizgatyby skt po sobie) i dlatego nie zmienia ksztatt i ptyra¢. Wygodnie jest, wic
opisywa site¢ dziatapca na ptyn za pomagcisnienia p zdefiniowanego jako warié sity
prostopadtej dziatajcej najednostk powierzchni Cisnienie jest przekazywane na sztywne
scianki naczynia, a tale na dowolne przekroje ptynopwrostopadledo tych scianek i

przekrojow w kadym punkcie. Ginienie jest wielkécia skalarn.

W uktadzie Sl jednostkjestpascal 1 Pa = 1 N/ Na uwag zastuguije t&jednostkebar
bar (1 bar = 10Pa), gdy. tyle wynosi w przyblieniu cinienie atmosferyczne.

Plyn znajducy sk pod cénieniem wywiera s¢ na kada powierzchng bedaca z nim w
kontakcie. Rozwamy zamkngta powierzchng zawieragca ptyn (rysunek). Dowolny element
powierzchni jest reprezentowany przez wek®r (diugas¢ tego wektora réwna jest
reprezentowanej powierzchni, jego kierunek prosibpdo niej, zwrot na zevatrz). Wtedy
sitaF wywierana przez ptyn na ten element powierzchmaosgy.

F=pS (1)

Rys. 1. Fragment ptaskiej powierzchni (S)zendy przedstawiony poprzez wektors#do

prostopadty



Poniewa F i S map ten sam kierunek, @t cisnieniep mozna zapisé
p=F/S (2)

Opisupc mag ptyndw najwygodniej jest stosow@ojecie gestasci o
p=m/V 3)
Gestas¢ zalezy od wielu czynnikéw takich jak temperaturarienie. W tabeli przedstawiony

jest zakres wartegi gestasci spotykanych w przyrodzie.

Materiat p (kg/n?)

przestrzé miedzygwiezdna 10%%- 10
najlepsza prinia laboratoryjna 10
powietrze (1 atm OC) 1.3
powietrze (50 atm €C) 6.5
Woda 10°
aluminium 2.7-10
Ziemia: warté¢ srednia 5.52-10

rdzeh 9.5.16

skorupa 2.8:10
Stonce (wartdé srednia) 1,416
biate karty 10° - 10°
jadro uranu 10"

Zmiany cknienia wewmgtrz nieruchomego ptynu

W plynie znajduicym skt w rownowadze kada jego cz$¢ pozostaje w spoczynku.
Rozpatrzmy element cieczy w ksztalcie cienkiegokdyanajdugcego st w odlegtéci y od

jakiega poziomu odniesienia.



poziom odniesienia

Rys.2. Sity dzialace na element cieczy

Grubas¢ dysku wynosi g, a jego pozioma powierzchnia wyndsi Masa elementu wynosi
Py, a jego aizar pgSdy. Sity poziome, wywotane jedynie przeZmienie ptynu, rownowza
si¢. Sity pionowe § wywotywane nie tylko przez aienie ptynu, ale teprzez jego eizar.
Element ptynu jest w spoczynku, agwiwypadkowa sita dziataga na musi by zerem. Dla
zachowania rownowagi w pionie trzebagevby:

pS= (pt+dp)S+ pg 3y
gdzie(p+dp) to cisnienie na gorapowierzchng ap na dolr, a sid:

d 4
P - (4)
dy

Réwnanie to pokazujege cinienie maleje wraz z wysokaa. Powodem jest ekar warstwy
ptynu lezacej pomedzy punktami, dla ktorych mierzymy adice cisnien. Jeeli p, jest
cisnieniem na wysok&i y, a p, cisnieniem na wysok&i y, to catkupc powyssze
rownanie mamy:

P2 Yo
[dp = = | pady

Py Y1
lub

Yo
p- pu= — | OCY
Y1

Przyjmupc pi g za state otrzymujemy:

(P2 - P1) = -09(Y2 - Y1)



Wygodnie jest przy powierzchng cieczy jako poziom odniesienia (yzy Zauwamy
ponadto, i cisnieniep, (na powierzchni) jest rownesadieniu atmosferycznempy. RGznica
h=y.-y:1 opisuje potaenie pewnego poziomu w cieczy wadgm powierzchni (liczc w ghb).
Cisnienie na tej gibokasci oznaczmy p=p. Wtedy

Po-p=-pgh
lub:

P=p, +pgh (5)

Zwiazek ten pokazuje,e cinienie r@gnie wraz z gtbokacia i ze jest jednakowe dla punktow

o0 tej samej gibokasci.

Zastandbwmy si teraz jak dnienie zmienia s wewmtrz gazu. @stos¢ gazu, p, jest
zazwyczaj mata w poréwnaniu z cigacFPowoduje toze r&nica cknien miedzy dwoma
punktami naczynia (o0 niezbyt gigch rozmiarach) wypetnionego gazem jest na og6t do
pominkcia | dlatego m#na przyjmowad, ze cgnienie gazu w naczyniu jest wsizie
jednakowe. Nie jest to jednak prawdziwe, gdy manay atynienia ze znacznroznica
wysokdaci (np., gdy wznosimy siw atmosferze). Gnienie zmienia si wtedy znacznie (o
czym przekonuj sie np. alpinéci), zmienia s tez i gestas¢ p. Dlatego te, aby scatkowa

réwnaniej—s = -pp, musimy zna p jako funkcg y.

Z réwnania stanu gazu rama tatwo wykazé, ze p jest proporcjonalne do iienia  ~ p)
przy T=const. Opiera¢ sk na tej zalenasci, wyliczmy cinieniep powietrza na wysokiti y
ponad poziomem morzazyemy Réwn. 4:

dp _

v P9
y (R6wn.4)
Poniewa p~p wigc:
PP (6)
Po  Po

gdziep, i p, to znane warkei ggstasci i cisnienia na poziomie morza. Wstawa@jp
(P=pps/po) Z powyzszego réownania do Réwn.4, otrzymujemy:

dp P
—_— = - gp —_—
dy ° Po

lub:



% = - %dy (7)
Po

Catkujac to wyraenie odp, w punkcie y=0 (poziom morza) gow punkciey nad poziomem
morza mamy :

|n£ = - %
Po Po

y

albo

P =P, eXp[a(p, /Py)Y] ®)

Zaleznosé ta przedstawia pownszy rysunek.
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Rys. 3. Zmiana énienia wraz z wysokoig w powietrzu. Wysoké liczona jest od poziomu

morza (krzywa wyliczona wg. Rown. 8)

W rzeczywistéci zmiana dinienia z wysokécia rozni sig trocke od tego, co przewiduje
Rown.8 (temperatura powietrza maleje wraz z wy$clkp co wplywa na zmiah gestasci,

czego tutaj nie uwzgtnilismy), niemniej powysza zalenos¢ jest nieztym przybfieniem.

Prawo Pascala i prawo Archimedesa

Prawo Pascala

Na Rys. 4 widéa ciecz w naczyniu zamkgtym tlokiem, na ktory mezna dziatg cisnieniem
zewrgtrznym p,. W kazdym punkcie A znajdacym sk na gkbokadsci h od goérnej

powierzchni cieczy, énienie jest dane wyganiem

P =po + ogh



gdzie p, jest cknieniem zewantrznym. Zat@my, ze powkkszymy cénienie zewgtrzne o
warta¢ Apo. Poniewa ciecze g niescisliwe wigc gestas¢ pozostaje praktycznie bez zmian i
dlatego ddnienie teraz wynosi:

P = po +Apot pgh

Po l Apo

h SV
N

Rys.4. Przyléone do cieczy z zewtnz cisnienie 4po rozchodzi g rownomiernie w catej

cieczy (np. w punkcie A na wyséid).
Inaczej mowiac, dodatkowy impuls énienia przylaony z zewatrz na ciecz przenosiesi
jednorodnie i wywierane jest w kdym jej punkcie. Wynik ten zostat sformutowany mze

Blaise Pascalgpfawo Pascala):

Cisnienie wywierane na zamkniety ptyn jest przekazywane niezmienione na kazdg

czesc ptynu oraz na scianki naczynia.

Prawo Archimedesa

Kiedy ciato jest zanurzone w cat lub czsciowo w spoczywajcym ptynie (cieczy lub
gazie) to ptyn ten wywiera @ienie na kada czgs¢ powierzchni ciata. Wypadkowa sita jest

skierowana ku gorze i nazywa Sitq wyporu

p+Ap

Rys.5. Powstawanie sity wyporu dzialzj na ciato zanurzone w cieczy



Wyliczmy sik wyporu dla ciata w ksztalcie prostopadi@mnu o polu powierzchni podstawy
S oraz o wysok&i Ah. Latwo zauway¢, ze sity dziatagce nascianki boczne rownowa Sie.
Sita wypadkowa Q=S(pAp) — Sp = 8p. Lecz zgodnie z Rown. FAp=p.gAh (gdziep. jest
gestdscia cieczy), a zatem:

Q=SAhpg=Vp.g. Tak wkc:
Q=VpJg 9)

Otrzymalsmy prawo Archimedesa:
Cialo zanurzone w pilynie jest wypierane ku gorze sitg rbwng ciezarowi wypartego
przez to ciato ptynu.
Prawo to jest stuszne dla ciata o dowolnym ksztatainie tylko dla rozwanego przez nas
szczegolnego przypadku sz@nu.
Zauwamy, ze warunkiem plywania ciata jest, abyzar ciata (P) byt mniejszy od sity
wyporu (Q): BQ. Poniewa P=Vpg (gdziep jest g:stdécia ciata), wec warunek ptywania
ciafa:

P<P, (10)

Napigcie powierzchniowe

Czastki znajdujce s¢ na powierzchni cieczy znajdupic w innych warunkach, niczastki

wewnmnatrz cieczy. Castki na powierzchni maj wicksz energe, gdyz dziatap na nie

wypadkowe sity do wgtrza cieczy (z&na zewantrz nie ma czstek cieczy). Naturainzatem

tendency jest diznos¢ do minimalizacji powierzchni zewitrznej, gdy zmniejsza to

catkowita energ¢ uktadu.

Jeili bedziemy obserwowakrople cieczy w stanie niewkosci (np. krople oliwy zanurzone

w innej cieczy o tej sameggtadsci lub krople cieczy w statku kosmicznym), to zaayray, iz

przyjmuja one idealnie kulisty ksztatt.

Energia czstek warstwy powierzchniowej jest proporcjonalngpdta S tej powierzchni:
E=0S (11)



Wspotczynnik proporcjonaldci ¢ nazywa si napieciem powierzchniowym Wartgé
napkcia powierzchniowego wyznaczymazemy w da@dwiadczeniu z ramk z ruchomym
drutem. Po zanurzeniu takiej ramki w wodzie mydjapezostaje napta btonka mydlana.
Dazy ona do zmniejszenia swej powierzchni, a zatenatdzona na ruchompoprzeczk
pewny sifa, unoszac ja do gory. Do zréwnoweenia tej sity na poprzeczce zawiesizeba
maty ckzarek. Napita btonka ma dwie powierzchnie, agwisita dziatajca na poprzeczk
wynosi 2F i przypada ona na brzeg cieczy o cdaga.

Rys.6. Ramka do pomiaru nagia powierzchniowego

Napicie powierzchniowes wyraza st stosunkiem sity do diugoi odcinka, na ktory ona
dziata:
2F F (12)

o="-=—
[

Wyrazenie to mana tatwo uzasadéi Zat&my, ze przesugismy ruchomy drucik ramki w
dot o maly odcinek Ax; wykonalémy przy tym prag W=2FAX. Rdéwnoczénie
powickszylismy powierzchnie obu btonek sumarycznie o &, a zatem energitych
powierzchni 0:AE=20 | AX. Z zasady zachowania energii: WE, z czego otrzymujemy:
o=F/I (czyli Rbwn.12).

Wartas¢ napkecia powierzchniowegag, ma dla kadej cieczy okréona wartd¢, ktéra maleje
ze wzrostem temperatury. Zaje ono take od zanieczyszc#e cieczy. Napgcie
powierzchniowe definiujemy jako eneggiprzypadajca na jednostkow powierzchng
granicy, czyli ma wymiar: J/fktéry jest réwnowzny z N/m, wynikagcym z Réwn. 12.
Kazdy ukiad ledzie dizyt do zmniejszenia swojej powierzchni, gdyninimalizuje to
catkowity energé. Przyktadem dziatania nagia powierzchniowego jest tworzenie &ropli

przy wyptywie cieczy z cienkiej rurki (Rys. 7). Ngsunku widzimy etap kicowy oraz



paosredni  formowania si kropli. W momencie odrywaniacsikropli, jej ckzar G=mg, jest
jeszcze réwnoweny przez sig napkecia powierzchniowego 120, dziatajpca na
przewezonym obwodzie kropli o promieniu przekroju r. Potelmwod kropli dalej maleje i
kropla odrywa si.

Rys.7. Powstawanie kropli przy wyptywie cieczyenkiej rurki

Innym przejawem dziatania napia powierzchniowego jest wytwarzanie pewnego
nadcinienia wewntrz baiki mydlanej. M@na tatwo wykazé, iz nadcénienie to wynosi:

Ap= As (13)
(Zatézmy, ze promigé barki R powickszyt sk 0 AR, a zatem jej powierzchnia wzrosta o
AS=A(4nR?)=8rRAR. Wozrost energii obu powierzchni fk& wyniesie: AE=2ASo=
16nRARG. Z drugiej strony wykonana praca: WASAR=4tR’Ap AR. Poréwnujic: W=AE,
otrzymujemy: 4=ApR, czyli Row. 13).

Powyzsz relacg mazna zobrazowanastpujacym, efektownym deowiadczeniem.

Rys.8. Pokaz zaleasci cisnienia wewntrz baiki mydlanej od jej promienia krzywizny

Przy zamknitym srodkowym kurku (a przy otwartych lewym i prawym)ydmuchujemy
dwie baki mydlane o ranych promieniach. Nagtnie otwieramysrodkowy kurek (przy

zamknetych kurkach lewym i prawym). Zauwamy, ze mniejsza hika (w ktorej panuje



wieksze cénienie) maleje, ado zaniknécia. Z& wigksza baka (w ktorej panuje mniejsze
cisnienie) rénie.
Wartas¢ napkcia powierzchniowego decyduje tak o tym, czy dana ciecz tworzy ciank

warstwe na powierzchni innej cieczy, czyztekupia s¢ w postaci kropel.

Rys. 9. Kropla oliwy na powierzchni wody

Zauwamy, ze w punkcie A spotykajsi¢ trzy typy granic ngdzy r&nymi substancjami:
granica ,,13” mg¢dzy wod i oliwa, granica ,12” wod | powietrzem oraz granica ,32” gdzy
oliwg i powietrzem. Trzy sity napcia powierzchniowego mugsigc rownowayc:

0,, =0,,C08¢+0,,cos (14)
Biorac pod uwag, ze @ i Y s mate, warunek réwnowagi sit (czyli istnienie kriyphozemy
zapisé:

0, L0y, +054 (15a)

Jesli natomiast:

Oy, > O3, + Oy (15)
to warunek réownowagi nie me zosta spetniony i kropla zostanie rozgnigta na
powierzchni wody, przy czym grukd powstatej warstwy mie by rzedu kilku rozmiaréw
atomowych (warstwa mono-molekularna).
Innym waznym efektem zwizanym z nagiciem powierzchniowym jest ksztatt powierzchni

swobodnej cieczy. Rozpatrzmy woa poblizu scianki naczynia:

10
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Rys. 10. Sity pochodee od napicia powierzchniowego, dziatgje na cazsteczk cieczy
znajdujcg Sie przyscianie naczynia na powierzchni cieczy.

Réwnowaga sit dziatagych na czstke w punkcie A wyraa sk nastpujaco:

0, 1 0,3CO0S¢ =0, (16)
Kat @ (zwany latem przylegania) wyta St zatem:

cosp= 03705, (17)
O-23
Jezeli 0., > 0,10 kat przylegania jestdtem ostrym i powierzchnia cieczy jest wila, jezeli
natomiasto,, <0,,- kat @ jest katem rozwartym i powierzchnia cieczy jest wypukta. W

szczegOlnym przypadka,, —0,, = 0,,, kat przylegania wynosi zero.

a

Rys.11. Ksztalt powierzchni cieczy psfgiance naczynia w zaleasci od relacji sit napgcia
powierzchniowego: ap,, >0,,, b) 0,,<0,,,C) O,, =0,,.

W przypadku, gdy ciecz tworzy widla powierzchng przy sciance naczynia (przypadek ,a” z

powyzszego rysunku), wysgpi zjawisko wznoszenia gijej w cienkich rurkach (naczynia

11



wioskowate). Efekt ten pokazany jest na psmym rysunku. Zjawisko wtoskowdi@m ma
duze znaczenie w przyrodzie; gki niemu na przyktad woda wspina siv gor todyg i pni

roslin.

Rys.12. ,Wspinanie” & cieczy w cienkiej rurce (zjawisko wtoskowsatp w przypadku
wklestej powierzchni swobodnej cieczy w pgaibkicianki

Wykazuje st, ze wysokd¢, na jak podnosi s ciecz w naczyniu wtoskowatym wynosi:
_ 20cosg (18)
rpg

gdzie r jest promieniem rurkip - gestdécia cieczy, @ - katem przylegania, Zag —

h

przyspieszeniem ziemskim.

DYNAMIKA CIECZY

Uwagi ogolne

Jednym ze sposobow opisu ruchu ptynow, stworzonyzezp J.L. Lagrange’a, jest podziat
ptynu na nieskaczenie mate elementy a@psci (czasteczki) isledzenie ich ruchu. Innym
sposobem rozwigtym przez L. Eulera, jest olkdlenie g:stasci i predkasci ptynu w kadym
punkcie przestrzeni oraz w idej chwili czasu (zamiast opisywania historii ruckazdej
czastki ptynu). Ten drugi sposéb opisu, jestszej wzywany; koncentruje on nagszwag; ha
tym, co dzieje & w pewnym okrélonym punkcie przestrzeni (X,y,z) oraz w comym
czasie (t). Ruch plynu, zatemdzie opisywany poprzez podanie pola jegstgci p(X,y,z,t)

I predkasci v(X,y,z,t).

12



Ruch casteczek w cieczy rzeczywistej

Przez przeptyw cieczy rozumieg¢sruch jej casteczek.Przeptywem ustalonyncieczy
nazywamy taki ruch cieczy, przy ktorymegkos¢ i cisnienie w okrélonych punktach
rozpatrywanej przestrzeni state, chocia przez te punkty przeptywajrozne casteczki.
Linig prqdu nazywamy ling, do ktorej g styczne w kadym jej punkcie wektory gdkosci
czastek cieczy (Rys. 13).

~

Rys.13. Przeptyw cieczy obrazowany przez linielypioraz strug.

Rozktad pedkosci w cieczy obrazujemy w ten sposoke rysujemy liczb linii pradu
przechodzcych przez poprzeczny przekroj jednostkowyesfgs¢ linii pradu) jako
proporcjonala do pedkosci przeptywu cieczy. Oznacza tae im wiksza pedkosé
przeptywu cieczy w danym miejscu, tymeeej linii pradu przypada na jednostlorzekroju
poprzecznego. Wybrana etps¢ cieczy, ograniczona liniami gatu, nosi nazw strugi prgdu
(Rys.13). Prawa opisage przeptyw cieczyasstuszne rowniedla gazow (przy pdkosciach
przeptywu mniejszych od gakosci dzwicku w danym gazie).
Doswiadczenia pokazuwj ze maemy wyr@ni¢ dwa typy przeptywu cieczy: przeptyw
laminarnyi przeptywturbulentny

W przeptywie laminarnynzwanym te ustalonym) - warstwy cieczy przesuwaje jedne
po drugich, nie miesza sk. W dowolnym punkcie przeptywu gakos¢ kazdej
przechodzcej przez ten punkt ggteczki cieczy jest zawsze taka sama. W jakinmym
punkcie castka mae sk porusza z inm predkoscia, ale kada nasipna castka
przechodzca przez ten drugi punkt zachowuje wi nim zupetnie tak samo, jak zachowywata
si¢ pierwsza castka. Przy przeptywie laminarnym ebgs¢ cieczy plymca przez rurk
pokrywa s¢ ze strug pradu. Ruch laminarny wyspuje w rurach o statym przekroju, o
gtadkich écianach i bez rozgetien. Ruch taki obserwujemy ta& w tagodnie ptyacym
strumyku. J&i w rurce z ciecz ptynaca w sposéb laminarny, wygaimy struzke atramentu (i

13



zaznaczymy w ten sposoOb steugradu) to jej slad kedzie wyghdat jak na poriiszym

rysunku.

Atrament

Rys.14. Ruch strugi pdu w przeptywie laminarnym

Wraz ze wzrostem gakosci cieczy przeptyw traci charakter laminarny i etage
przeptywem turbulentnym. W przeptywie tym (zwanyei tvirowym lub burzliwym) tory
czastek staj sig chaotyczne, nie mamy ustalonych linii ani strugdpr Przy przeptywie
turbulentnym wysipuje mieszanie siposzczegdlnych warstw, a zatermsteczki cieczy
uzyskup dodatkow predkos¢, prostopadi do kierunku przeptywu (Rys.15). delkosé
czastek w danym punkcie przestrzeni nie jest statay Przeptywie cieczy w rurze przeje
od przeptywu laminarnego do turbulentnego zal®ed srednicy rury i rodzaju cieczy.
Predkos¢, powyzej ktoérej przeptyw traci charakter laminarny, zwagest pedkoscia
krytyczra; jej wartag¢ okresla liczba Reynoldsa @olzie o niej mowa nieco paiej; por.
Réwn. 41). Przeptyw turbulentny rmemy zaobserwowanp. w wodospadzie; gakosci
czastek zmienigj sie od punktu do punktu, a taé& w miag uptywu czasu. Przy przeptywie
turbulentnym cieczy w rurze bardzo silnie wzrastgrostawiany ruchowi cieczy przez
scianki rury; naley wicc unika takiego przeptywu w ruroggjach, gdy wymaga on wikszej

pracy ttoczenia cieczy.

Atrament

Rys.15. Ruch strugi pdu w przeptywie turbulentnym (pokazasiad cienkiej strugi

wpuszczonego do cieczy atramentu).

14



Rozklady pedkosci czastek cieczy wzdh rury, w ktorej ona piynie, dla przeptywu
laminarnego i turbulentnego pokazano na pgmym rysunku. Widg ze w przeptywie
turbulentnym rozktad pdkosci jest bardzo niejednorodny; ciecz w pabliscian rury

przemieszcza sipowoli w poréwnaniu z cieazw srodku.

a) b)
%’> >

»

A/

G /

»
»

Yyyy

| > "

Rys.16. Rozktady gakasci cieczy przy przeptywie w rurze: a) przeptyw laanny, b)

przeptyw turbulentny.

Roéwnanie chgtosci
Rozwamy przeptyw cieczy przez rurag o zmiennegrednicy, albo rownowaie, przeptyw

strugi cieczy o zmiennym przekroju.

S)—)Vl Sz<> Vo —>

Rys.17. W miejscach ozriych przekrojach strugi ciecz mamng predkasé

Rozwamy dwa przekroje (rury lub strugi):1S$ S,. Sa one prostopadte do linii gdu. W
przedziale czasit przez dowolny przekrdj S przeptywa etag¢ cieczy 4t (jesli predkosé
cieczy w tym przekroju wynosi v). Masa przeptyagj cieczy w tym samym czasie wynosi:
PAVAL. Tak wiec, masy cieczy przeptywgje w przedziale czastdt przez przekroje Si S,
wynosz:
am, = p,S)v, At (19)
am, = p,S,v, 4t (20)
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Masa ptynu przechodeza w tym samym czasie przezzBg z przekrojow przekrdj musi by
taka sama, ponieviaadna czs¢ ptynu nie mae opuci¢ strugi (przez jej scianki” boczne),
oraz w strudze nie madnych zrodet’, w ktorych ptyn mogiby byywprowadzany. Tak wt

z zasady zachowania masy otrzymujemy:

Am, = Am, (21)
Podstawiajc, otrzymujemy:
oSV, At = p,S,v, At (22)
.SV, = 0,S,V, (23)
Czyli ogdlnie:
p SV =const (24)

Jezeli ptyn jest niécisliwy ( o =cons ), rownanie powysze maemy przepisajako:

Sv = const (25)

Jest to rownanie gjtosci dla ptynu nigcisliwego. lloczyn Sv zwany jest strumieniem
objetosciowym lub te& natzeniem obgtosciowym. Z faktu,  iloczyn ten pozostaje staty
wnioskujemy, ze prdkos¢ ptynu dla nigcisliwego przeptywu ustalonego zmieniag Si
odwrotnie proporcjonalnie do pola przekrojuetos¢ jest weksza w wzszych czsciach
strugi, a mniejsza w szerszych).

Ogodlniejsa posta& réwnania cigtosci, gdy g:stos¢ jest zmienna oraz gdy mogvystpowa:
zrédet i odptywy cieczy ze strugi wyprowadzono w Rddi na kécu tego rozdziatu
(materiat nadobowzkowy — dla chtnych).

Lepkos¢

Ciecze rzeczywiste phia sig od cieczy doskonalych tynye wykazuj zjawisko tarcia
wewrgtrznego, czyli lepkéci (wspomni€ tu naley, iz wyjatkiem s bardzo nieliczne ciecze
— np. ciekly hel - wykazgre tzw. nadciekis; zjawisko to wysipuje w temperaturach
bliskich zera bezwzgtinego i polega na catkowitym zaniku leg&i. Tarcie wewntrzne jest
zjawiskiem mg¢dzycasteczkowym i polega na oddziatywanigsiednich warstw cieczy na
siebie w czasie przeptywu. Sily te sprawjaje od strony warstwy porusaagj st szybciej
dziala na warstw poruszajca sie wolniej sita przyspieszaga. Odwrotnie — warstwy

poruszajce s¢ wolniej hamuy ruch warstw poruszajych sé¢ szybciej. W czasie ruchu
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cieczy w rurce, z najwksz predkoscia porusza s warstwa cieczy wzdfujej osi, a w miag

zblizania s¢ doscianek pedkos¢é maleje — patrz Rys.16.

Vo F
v A —
V+AV
ay TV
——

Rys.17. llustracja do definicji wspoéitczynnika lefilio

Lepkas¢ charakteryzujemy wspotczynnikiem legkq n. Definiujemy go naspujaco (Rys.
17). Stycznie do powierzchni cieczy, pod wptywety &i, porusza si ptyta (0 powierzchni
S) z pedkaoscia vo. W efekcie tego kolejne warstwy cieczy 2akuzyskuy predkaosci; jednak
wskutek dziatania sit lepkai predkosci te malej wraz z odlegtécia w glab cieczy. Na

grubcici warstwy cieczyAx nastpuje spadek pdkosci o Av. Powyzsze wielkdci taczy

rownanie:

Av
F =pS— 26
1S4 (

gdzien jest wignie wspoétczynnikiem leplai cieczy. Jego jednosthestpaskalosekunda
[/7] = Pa&zﬁzs (27)
m

Inna, czsto wywan, jednostl jest puaz: 1 P=0.Pals.
Stwierdzonoze wspoitczynnik lepkei zalery silnie od temperatury. Zaleos¢ ta dla cieczy

mozna przybliy¢ nastpujacym réwnaniem fenomenologicznym:

B

n = Ae" (28)
gdzie A i B g statymi charakteryzagymi dam ciecz, z& T jest temperatarbezwzgédna.

Wspotczynnik lepkéci mierzymy najczsciej przez poréwnanie czasu przeptywu badanej

cieczy i cieczy wzorcowej przez rurki wiosowate. pEzynnik lepkéci cieczy zmienia si
w bardzo szerokim zakresie; np. dla wody w tempezat0°C ;7 = 1810 Pals, a dla oleju

rycynowego w temp. 18C 77 = 23Pals. Wplyw temperatury na lepké cieczy i gazéw jest
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odmienny: ze wzrostem temperatury lefikgieczy szybko maleje, podczas gdy dla gazow
rosnie. Lepkad¢ gazow jest okoto cztery ¢dy wielkosci mniejsza od lepki cieczy w tej

samej temperaturze.

Réwnanie Bernoulliego

Rozwamy nielepki, ustalony, ngeisliwy przeptyw ptynu przez rur (Rys. 18). Ciecz na
rysunku ptynie w stropipravwa. W czasieAt powierzchniaS, przemieszcza sio odcinekv 1At
do potazeniaS,'. Analogicznie powierzchni& przemieszcza sio odcinekv,At do potaenia
S'. Na powierzchri S, dziata sitaF; = p;S; a na powierzchriS; sita F, = poS. Zwrdémy
uwag, ze efekt sumaryczny przeptywu ptynu przez rupgolega na przeniesieniu pewnej
objetosci AV pitynu ograniczonej powierzchnian$,S,' do pot@enia SS'. Sitami, ktore
wykonuja prag sa F1i F, i pochodz one od dnienia w cieczy. Obliczmyatprac:

W = F v, 4t - Fv, 4t = p,Sv, 4t — p,S,v, 4t =(p, — p, )4V (29)
Zasada zachowania energii mow wykonana praca jest rowna zmianie energii uki&uu.
rozwazanym przez nas przypadku na zmiagnergii strugi sktadaj sic zmiany energii
kinetycznej i potencjalnej:

2 2

AE:(AWZN2 +Amg@j—(ﬁrr2'v1 +Amgh) (59)

gdzie Am jest masg ptynu zwary w objtosci AV (ograniczonej powierzchnian$,S' lub
).

Rys.18. llustracja do wyprowadzenia réwnania Beitliego
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A zatem stosuc zasad zachowania energif = 4E), otrzymujemy:

(31)
Poniewa Am=pAV (pamktajmy o naszym zak@niu nigcisliwosci cieczy, czylip=const),
wiec:
A2 YaVA (32)
(P, = P,)AV = (pz“pélvgfa}[pzl + pﬂvghlj
oraz po uproszczeniu:
2 2 (33)
p1+p;1 +pgh =p, +7 2+ pgh,
Wynik ten napiszmy w ogolnej postaci:
(34)

1 _
p+5p\/ + ogy = const

Wyprowadzilsmy w ten sposolyréwnanie Bernoulliego Opisuje ono przeptyw ustalony,
nielepki i nigcisliwy. Jest to podstawowe réwnanie mechaniki ptyn&oze by stosowane
do wyznaczenia pdkosci ptynu na podstawie pomiaréwsnienia (rurka Venturiego, rurka
Pitota). W oparciu o nie wyznacza $ak’e dynamicza sile nosna dziatapca na skrzydto

samolotu czy naagiel jachtu.

Opor tarcia i opor csnienia

Przedmioty poruszage st w ptynie napotykaj dwa typy oporu ruchu: opér tarcia sienia.

Rys.19. Na kulkspadagcqg w cieczy dziataj sity: ciezkasci (P), wyporu (Q)) oraz oporu
tarcia (F).
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Sit¢ oporu (tarcia) F kuli o promieniu r porusza] st z prdkoscia v w cieczy o

wspotczynniku lepkéci n (Rys.19) opisuje prawo Stokesa:

F=6ninlriv (35)

Wz6r ten jest stuszny dla niezbytayeh prdkosci, przy ktérych nie powstajjeszcze wiry,
czyli dla ruchu laminarnego. Widzimyze sita oporu tarcia jest proporcjonalna do
wspotczynnika lepkei, do pedkosci oraz do rozmiaru ciata (tutaj promienia). Na logo
wrzuceniu kulki do cieczy nagiuje szybkie zrownaniegssumy sit sity oporu i wyporu z sit

cigzkosci i ciato porusza siod tego momentu ruchem jednostajnym.

Wraz ze wzrostem pdkosci ciata ruch cgsteczek cieczy, optywagych ciato, zmienia giz

laminarnego na burzliwy. Za ciatem powstayjiry (Rys.20), ktére w dalszej odlegh od

- / - .
\jj\ )
—

Rys. 20. Powstawanie wirOw za ciatem przy jegolsaybuchu.

ciata stopniowo znikaj

Predkos¢ cieczy w wirze jest wksza ni predkosé cieczy przed przeszkedw zwigzku, z
czym za cialem panuje mniejsze&rsenie (prawo Bernouliego). Tworzenie; gsych wirdw
powoduje powstanie sity oporusnienia, ktGra znacznie przewsza opoOr pochodzy od
tarcia cieczy. Opér énienia dziatajcy na ciato o przekroju S, poruszeg st w cieczy z

predkoscia V jest rowny:

N~ 2
K=C £ -s=Cpv's (36)

Wielkos¢ C; nazywamy liczh oporu ciata (stata C=2). Na pontszym rysunku pokazano

schematycznie jak liczba oporu ciata zgled ksztattu ciata.
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Rys. 21. Zalnas¢ liczby oporu od ksztattu ciata.

Ruch laminarny czy turbulentny ? Liczba Reynoldsa

W wielu zagadnieniach chcemy wiedziezy przeptyw ptynu wokot ciatachzie laminarny
czy turbulentny. Pytanie to moa rozstrzyga¢ uzywajac liczby Reynoldsa (Re). Liczba ta
jest wielkacia bezwymiarowy, charakteryzujca dynamiczne wiasrigi ptynu.
Dla kuli o srednicy d poruszagej st z prdkoscia v opor tarcia wynosi (poréwnaj Rown.
35):
F=Cunvd (37)

Dla tej samej kuli opér énienia wynosi (poréwnaj Roéwn. 36):

K =C,ov’d? (38)
W roku 1883 Osborne Reynolds zauwlaze wokot ciat o takim samym ksztalcie, amych
wielkosciach (np. wokdét dwoch kul o #éych srednicach) otrzymamy taki sam przeptyw
cieczy, jeeli stosunek oporu @ienia do oporu tarciacdzie staly; jt. prawo podohistwa

hydrodynamicznego. Stosunek tych oporéw wynosi:

C,ovd?
F Cnpvd
gdzie G oraz G s statymi. Po skréceniu otrzymujemy zatesc:
o const (40)
n
Stata powysza nazywa siliczba Reynoldsa (w skrécie: Re):
Re= 24 (41

n

Z powyzszego zwizku wid&, ze liczba Reynoldsa zachowuje stakartas¢, jesli przy

zmniejszeniu sirozmiarow ciata odpowiednio wzrasta@kos¢. Zapamgtajmy, ze:
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Ciata o podobnym ksztaicie posiagd@@dnakowy stosunek oporéwrdenia i tarcia, j&li

mayjg te sany wartasé liczby Reynoldsa.

Zasada ta jest przydatna np. przy badaniu wkasmowych konstrukcji samolotéw na ich
modelach (przyktadowo, chc zachowé taki sam opltyw powietrza woko6t 5-krotnie
mniejszego modelu samolotu w tunelu aero-dynamiczjak wokot prawdziwego samolotu,
predkos¢ powietrza w tunelu powinna byb-krotnie wiksza nk podczas lotu).

Liczba Reynoldsa decyduje o tym, czy mamy do cayaig przeptywem laminarnym czy
turbulentnym. Stwierdzono éwiadczalnie,ze Re=1160 jest warfoia graniczm. Tak wkc
dla:

Re<1160 -  ruch laminarny

Re>1160 - ruch turbulentny

Efekt Magnusa.

Zjawisko Magnusa polega na powstaniu sity prostagatb pedkosci ruchu posgpowego,
dziatapcej na poruszaga w gazie lub w cieczy kal(lub walec), jéli rownoczénie kula (lub
walec) wykonuje ruch obrotowy. Zjawisko to nosi wazod nazwiska niemieckiego fizyka i
chemika H.G. Magnusa. Efekt ten powoduje np. "zakrenie" toru wybitej piteczki
tenisowej lub golfowej. Na Rys.22 podano schematgcwyjg&nienie tego zjawiska. Pitka
porusza & w lewo i rownoczénie obraca si Kazdy z tych dwodch ruchéw wytwarza
odpowiedni optyw érodka wokaét pitki (ruch obrotowy wprawa otacze¢ warstewki érodka
w ruch obrotowy dziki lepkasci). Superpozycja tych dwoch ruchéw prowadzi dauagj, ze
osrodek nad pitg ma wiksz predkase (vg) niz pod pitka (vg). To z kolei, zgodnie z prawem
Bernouilliego, prowadzi do powstaniazezego cinienia nad pitg niz pod na. W efekcie
powstaje sitdE popychajca pitke w obszar niszego dinienia (czyli do géry na Rys.22).

Tak wiec, jesli ogladacie podczas meczu pitkarskiego, jak mocno pakra pitka wpada w
koncu do bramki (ché na pocatku jej lotu wydawato s to niemaliwe), to wianie widzicie
praktyczr, demonstragj efektu Magnusa.
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Rys.22. Powstawanie sity Magnusa (F). Pitka porusigaw lewo i jednoczmie obraca;
wytwarza to w efekcie vkisz; predkasé strugi powietrza nad pitk niz pod ng, a zatem
réznice cisnien i wypadkow Site F.

Efekt Magnusa probowano takwykorzystéa do nagdu statkow (zamiastagli). Elementem
napggdowym jest pionowo umieszczony, obracg) sk walec; jéli ponadto wieje wiatr, to
uzyskujemy podobnsytuacg jak ta naszkicowana na poaszym rysunku i generujecssita
Magnusa..

Parcie aerodynamiczne (sita aerodynamiczna)

Ciata mog sie unosé albo dz¢ki parciu aerostatycznemu (jak np. balony), albo deicki
parciu aerodynamicznemu (np. sita dzigdaj na skrzydto w samolocie).

Sit¢ aerodynamiczn powstajca w czasie ruchu skrzydta samolotu w powietrzu (R¥k.
mozna roztay¢ na dwie sktadowe: styczmo kierunku ruchu (opor czotowy) i normal(sita
parcia lub sita wznoszenia). Poprzeczny przekrégyaka samolotu ma charakterystyczny
ksztait, tak zwany profizukowskiego. Podczas lotu samolotu skrzydto musitwokat o z
kierunkiem strumienia powietrza (jtatknatarcia). Zakrzywiony profil skrzydta powoduje
struga powietrza ma nad nimekszy predkosé niz pod nim. Wynika to z tego jeste droga,
ktora musi przeby struga powietrza nad skrzydtem jest niecazstha nk droga strugi pod
skrzydtem. Strugi te spotykajsic za skrzydiem po tym samym czasie (w przeciwnym
przypadku nie bytaby zachowanagios¢ przeptywu). Powstanie #aych pedkosci strugi
powietrza nad i pod skrzydiem prowadzi danigy cisnien (réwnanie Bernoulliego) i w
konsekwencji do sity rimej R..

2

P=C 'O"Ts (42)

y y

gdzie: v —pedkos¢ samolotu wzgidem powietrza, S - powierzchnia skrzydta, ©
wspotczynnik sity nénej zaleny od ksztattu skrzydta i jego ustawienia watgm strumienia

powietrza.
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Rys.23. Powstawanie sity aerodynamicznej, dzjaigjna skrzydto samolotu
Na skrzydto dziata tate sita oporu czotowegosita oporu cinienia).

Dla scistosci trzeba tu dodg ze oprdocz sity aerodynamiczngj (ktora ttumaczy réwnanie
Bernouilliego), na skrzydio dziata tak sita néna F wytworzona po prostu przez odbicie
strugi powietrza od dolnej e&i skrzydta - Rys.24. Powstanie tej sity ttumaczyawo
zachowania gdu, albo réwnowanie 1ll zasada dynamiki. Ma ona na ogokksz wartasé
niz sita aerodynamiczn.

W przypadku obu tych sitR(i F) uzyteczne s jedynie ich skladowe pionowe; natomiast
sktadowe poziome, skierowane przeciwnie dglkposci skrzydta, rownowzone g sita ciagu

silnika samolotu.

F

4

Rys.24. Cgé¢ sity nagnej skrzydta wytworzona jest przez zderzeniagstkami powietrza
(zmiana pdu strugi powietrza po zderzeniu ze skrzydieim, zgodnie z zasadakcji i

reakcji wytwarza s¢ F dziatajcq na skrzydto).
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Na podobnej zasadzie jak skrzydto samolotu dziatael. Na Rys. 25 pokazano jak powstaje
sita napdzapca zaglowke podczas kursu ,pod wiatr”. Wiatr optywa wyty (wybrany)
zagiel podobnie jak skrzydto samolotu. Wskutek wgtefjo ksztattuzagla powstaje rnica
predkosci strugi powietrza przed i zaaglem, co zgodnie rownaniem Bernouilliego generuje
réznice cisnien i w efekcie sié nagdowa F. Jej sktadowa réwnolegta do osi tédki powoduje
jej ruch postpowy, z& skladowa prostopadta rownosama jest oporem bocznym, jaki
stawia miecz i ster todzi. Wykonyq takie oraz symetryczne do narysowanego kursy
wzgledem wiatru (zwane wegyku zeglarskim halsamiyaglowka mae sk efektywnie
przemieszczaw kierunku przeciwnym do wiggego wiatru. Oczywicie kurs ,z wiatrem”
jest juz fatwy do zrealizowania i wytlumaczenia (tutaj spachodzi od naporu wiatru na
zagiel, ktéry musi b§ ustawiony prostopadle do wiatru; wyttumaczeniedy sv tym

wypadku jest zasada zachowangayp).

A\Le

zagiel
Rys.25. Powstawanie sity najowej dziatagcej nazagiel podczas kursu ,pod wiatr”

Zauwamy, jak wane przemiany cywilizacyjne wprowadzito odkrycieagla (wielkie
podr&e morskie, odkrycia geograficzne) oraz skrzydta alatn (rewolucja w transporcie

Swiatowym).
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DODATEK (dla chetnych) - OGOLNE ROWNANIE Cl AGLOSCI

Przez ptyny rozumiemy zar6éwno ciecze jak i gazypk&lypadku cieczy zakylismy, iz sa
one nigcisliwe, a zatemze posiadaj stah gestas¢. Natomiast, w przypadku gazow, nie
mozemy juz zatazy¢, ze @ one nigcisliwe. Gestas¢ poruszajcego st gazu jest w ogolnym
przypadku funkej potozenia i czasu. W pewnych miejscach przestrzeniamnegsipowa
zgeszczenia, a w innych rozrzedzenia piyego gazu. Ruch gaz (a fakscisliwe] cieczy)
opisuje ogolne rownanieagjtosci. Poniej je wyprowadzimy.

Rozwamy przeptyw ptynu wzdha osi x (a zatem przyjmujemyge v=\), ktory przechodzi
przez powierzchriS (prostopadtdo osi x). Ciecz ma pdkos¢ vy i gestas¢ px w punkcie X,

oraz odpowiednio Mgy | Px+dx W punkcie x+dx.

V=V«
Vx Vx+Ax
> |S —
—~ X
X X+AX
Masa cieczydm przeptywajca przez przekréj S w czaslewynosi:
dm=vdtSp (d1)

Przyrost w przedziale czasu dt, masy cieczy w etemeobgtosci SAx wynosi:
dm: (V)xdt[sox - (V)x+Axdt[SOx+Ax (d2)

Predkos¢ przyrostu masy w tym elemencie etiogci wynosi:

dm
i S[(vo), = (VO )a] d3j
Korzystajc z 0golnej postaci rozwigtia funkciji:
Fx+x) = F(x) + IE (d4)
dx
Rown. d3 maemy przepis&
dm d(v, d5
7:S(V,0)X—S(V,0)X—S (p)AX ( )
dt dx

czyli:
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dm __g d(vp)

— Ax d5
dt dx (d)
Z drugiej strony zauwamy, ze masa ptynu zawarta w elemenciegtdgici SAX wynosi:
m= Adxp (d6)
R&zniczkujac po czasie, otrzymujemy:
am_ 590 4y (d7)
dt dt
Poréwnujc Rownania d5 i d7:
590 4= g 9WP) 4 [ds
dt dx
Po uproszczeniu povwgzego réwnania otrzymujemy:
do _ _d(vp) (d9)
dt dx

Réwnanie powysze opisuje ruch ptynu tylko wzdiuosi x (zataylismy, ze v=\). Jeli
predkos¢ ptynu jest skierowana w dowolnym kierunku, to greegdélnienie otrzymamy:
d_lo — _a(vxlo) _ a(vyp) _ a(Vzlo)
dt 0x oy dz

W celu uproszczenia zapisuzyjemy operatora matematycznego, zwanelywergenay;

(d10)

dziata on na dowolny wekt@ w sposob nagpujacy:

0 dil
divA:aA&+ AV+6AZ (@b
ox o0y oz

Réwn. d10 meemy zatem prixiej zapisa jako:
Cg: =—div(pv) (d12)

To réwnanie cigtosci opisuje ruch cieczy, $& nie doptywaj ani nie odptywaj do niej

dodatkowe strugi. Zeli tak nie jest, musimy uwzegdni¢ zrodta lub uptywy fcieki) cieczy:

‘:f = —div(ov) +Q (d13)

gdzie Q jest wydajrimia zrodet lubsciekdw; wydajné¢ ta definiuje ile masy ptynu wpltywa
lub odptywa ze strugi w jednostce czasu i na jetkeazbjetosci:

Am _dp
= =F d14
Q AtAV  dt (d14)

Wydajna¢ Q ma znak (+) dlarodta oraz znak (-) dla uptywu.
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