RUCH DRGAJACY

Ruch harmoniczny

Ruch, ktory powtarza siw regularnych odgpach czasu, nazywanmychem okresowym
(periodycznym). Szczegllnym przypadkiem ruchu adwnesgyo jestuch harmonicznyzaleznosé
przemieszczenia od czasu wysaa jest przez funkgjsinus lub kosinus. Co wéej, wykazuje
sie, ze dowolny ruch okresowy nina wyrazé jako odpowiednrj sune (szereg) ruchéw
harmonicznych.

Uktadem, ktéry wykonuje ruch harmoniczj@st oscylator harmoniczny

Przyktady oscylatora harmonicznego:
Mechaniczne: masa na spynie, wahadto.
Elektryczny: obwod LC (tutaj ,wychyleniem” jest npapkcie, pad lub tadunek elektryczny).

Jakie cechy musi méeuktad mechaniczny (np. masa naggpnie) , aby byt oscylatorem
harmonicznym ? §5one nasipujace:

a) Drgajgce ciato posiada punkt rownowagi trwatej,

b) Sita dziatagca na ciato wynosi: F= - kx (x jest wychyleniemaqzenia rownowagi, k jest
stah sprzystasci sprzyny),

c) Zasada liniowéci: wychylenie ciata wskutek dziatania wielu sitwde
jest sumie wychyle jakie wywotup poszczegolne sity,

d) Czestas¢ ruchu nie zaley od amplitudy drga
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Napiszmy réwnanie ruchu oscylatora harmonicznetfisykn jest masa na sgynie.
Z Il zasady dynamiki:
F=ma
d*x
—kx=m—
dt

A zatem réwnanie ticzkowe ruchu oscylatora ma pasta
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Rozwigzaniem Rown. (1) jest:

X(t) = x,cos(xt + ¢)

gdzie » jest amplitud drgai, w jest tzw. czstdscig kotows, za& ¢ jest fag pocztkows

(2)

(amplituct xo jak i kat ¢ dobieramy z warunku pogtkowego, méwicego jakie byto wychylenie

x w chwili t=0).
Podstawiajc rozwigzanie (2) do Réwn. (1), tatwo sprawélzie istotnie jest to dobre

rozwigzanie. Co wgcej, dokonujc tego sprawdzenia, znajdujemy rasiacy zwigzek medzy

statymi:
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Jak juz wspomnianogw jestczestascig kotowy drgan (przy czymw=2rv gdziev jest

©)

czestotliwascig drgan). Definiuje sé takze okres drga, T; jest to czas wykonania jednego

petnego drgania. Oczy¥die:
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Wykorzystupc Rown. (3), okres drgaoscylatora harmonicznego wynosi:
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Na koniec zauwany, ze uwzgédniajc relacg (3), rownanie ruchu oscylatora (Réwn.
mozna przedstawiw charakterystycznej formie:

d>x
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Zwigzek ruchu harmonicznego z ruchem po okregu

(4)
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Znaczenie ogstaici kotowej stanie sidla nas janiejsze, gdy fwiadomimy sobie zwizek ruchu

harmonicznego z jednostajnym ruchem obrotowym gatakegu.
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W czasie t cialo zatoczytaka: a(t)=wt + ¢. Rzuty wektora wodcego (wskazuacego
aktualne poteenie ciata) naox i y wynosz:




X =rcosa =rcos(t + ¢)

y = rsina = rsin(wt + ¢)
Widzimy zatemze rzut ciata kyzacego po okggu na dowoln os lezaca w jego ptaszczinie,
jest ruchem harmonicznym. W réwnaniu paagymw oznacza mdkos¢ katowa ruch ciata po
okregu, podczas gdy w Rown. (3) lub (5) ten sam syrmokohczat cgstas¢ kotowg. Tak wiec

czestas¢ kotowa w ruchu harmonicznym @ by utozsamiona z pidkoscia katowa
odpowiadajcego mu ruchu po okgu.

Przypomnijmy raz jeszcze podstawpeecty ruchu harmonicznego: okres dagéub jego
czestotliwosé) nie zalea od amplitudy ruchu.

Wahadto

Wahadto fizyczne

Rozpatrzmy od razu ogolny przypadek wahadta czwli tvahadto fizyczne. Wahadto fizyczne
to dowolne ciatlo magre sé obracg wokot jakieg ustalonej osi, nie przechagzj jednak przez
srodek masy.

Na powy:szym rysunku wahadto wykonuje drgania wokot oge8t ona odlegta o | ododka
masy (0’). Zatamy, ze w danej chwili wahadto wychylone jest z paaia rownowagi o & 6.
Na wahadto dziata moment sity, pochady od sity cezkosci o wart@ci mg, zaczepionej w

srodku masy 0'. Zgodnie z definicmomentu sity, moment ten wynosi:

M =Ixmg
Wartas¢ momentu sity wynosi:
M =-mglsin6
Znak minus w powsszym réwnaniu pochodziggt, ze moment sity i kt 6 map zawsze
przeciwny znak (ponadto, zausvay, ze funkcja sinus jest funkgcpieparzyst, wiec przy
zmianie znaku &a 0 zmienia s} takze znak momentu sity).

Pisanie réwnania ruchu rozpoczynamy zawsze odsddyadynamiki (w tym wypadku
oczywicie dla ruchu obrotowego):



Po podstawieniu wygenia na moment sity i po podzieleniu obustronnigepn:
d’6 _ _mgl_. (6)
dt? |

Réwnanie powssze jest rownaniem ruchu wahadta fizycznego dladtioe duwzych wychyle
(tzn. dla dowolnych &6w 6). Rozwizaniem tego rownania jest ruch okresowy. Nie jest o
jednak ruchem harmonicznym, gdywnanie powysze nie jest rbwnaniem ruchu oscylatora
harmonicznego (patrz Rown. 5). ROwnanie 6 ulegazmamu uproszczeniu,sjezatozymy, ze
wahadto wykonuje drgania o matych wychyleniachcireg méwic rozwaamy mate kty 6 (np.
nie wiecksze n 10°). Wtedy sin@ mazemy zasgpi¢ samym lkitem0 (wyrazonym oczywicie w
mierze tukowej). Tak uproszczone réwnanie:

d’6 _ mgl @)
~ o =--%9
dt I

ma identyczg postg matematyczpjak Réwn. 5, bdace réwnaniem ruchu oscylatora
harmonicznego. Z poréwnania z Rown. 5 znajdujemyead czstas¢ kotowg drgar wahadta

fizycznego:
mgl (8)
‘*’=\/|g

2n
Okres drga T =—— wahadta fizycznego wynosi:
(0V)
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Przez poréwnanie z rozgdaniem réwnania ruchu oscylatora harmonicznego (R@yV
znajdujemy od razu rozezanie dla wahadta fizycznego:

B(t) =6, cos(t + ) (10)

Ruch wahadta, dalacy ruchem okresowym, posiyt jako licznik statych porcji czasu w zegarach
i zegarkach mechanicznych. Szczegdlnie w tych [@eyesh, najcgsciej przeszklonych
(obecnych jeszcze w domach niektorych addaa) zauway¢ mazna tatwo ruch wahadta,
odmierzagcego kolejne sekundy ...

Wahadto matematyczne

Szczegolnym przypadkiem wahadta fizycznego jest wahadto matematyczne. Jego dobrym
przyblizeniem jest mata kulka stalowa zawieszona na lekkikjgiej nitce. W takim
szczegolnym przypadku od razu zemy wyliczye moment bezwiadrigi I: 1=ml?; podstawiajc
to wyrazenie do Réwn. 9, otrzymujemy okres waleahadta matematycznego:
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Przypomnijmy raz jeszczee uzyskane rozwzania rownania ruchu jak i wyrenia na cgstas¢
kotowy i okres waha s3 stuszne przy zaf@niu matych wychylé katowych (najwyej 10-20
stopni — wtedy wyniki g poprawne w granicachdgatu nie przekraczagego 1-2 %). Przy
wigkszych wychyleniach, trzeba rozmywa ogolniejsze rownanie ruchu (Réwn. 6); wtedy nie
mamy ju jednak do czynienia z oscylatorem harmonicznyigg, leciatem wykonuajcym ruch
okresowy. Odpowiednie rozgdania g juz jednak bardziej skomplikowane.

Energia w ruchu harmonicznym

Zastanowmy g, jakg energé posiada drgapy oscylator harmoniczny. Dla uproszczenia,
rozwazmy zndw oscylator w postaci masy nacgggnie.
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Energia potencjalna rozgjnictej spezyny (Ep) jest prag, jaka ona wykona wracag¢ do
potozenia rownowagi. Z zasady zachowania energii wyni&gnergi potencjala spizyny
mozemy take wyliczy¢ jako pra¢ W jej rozcagniecia o dtugdé x. Obliczenie to zrobisimy juz
poprzednio, a zatem:

1
E, =W ="kx’
2
Jeli sprezyna nacignieta jest do wychylenia maksymalnegg to prdkos¢ jak i energia

kinetyczna drgacej masy g zerowe; w takim momencie cata energia mechaniozoglatora
jest jego energipotencijalg (ktéra jest wtedy maksymalna):



E_ o = — KXZ

p(max) — E

Z drugiej strony, gdy oscylator przechodzi przemkiuéwnowagi (x=0), jego pdkos¢ jest
maksymalna (May) | cata jego energia mechaniczna ma posteergii kinetycznej (& % mv),
ktora jest wtedy maksymalna:
1
E =-mv;

k(max) — 2 max

W kazdym innym, dowolnym momencie, energia mechanicawglatora rozktada sina energi
potencjalna i kinetyczyn przy czym z zasady zachowania energii wyniesenergia catkowita E:

E=E, +E, =;mv2 + L2

Energe catkowita maemy te wyrazi jako:

E = Ek(max) = E (12)

p(max)

Oczywiscie proporcja energii kinetycznej do potencjalmesijinna w kadej chwili czasu.
Poniewa:
E=E, + Ep

oraz energia catkowita, E, ma wadatah, musi by spetniony nagpujaca zaleznosc dla
wartasci srednich:
E=<E,>+<E > (12 a)

Symbol <...> oznaczaedniowanie po czasie.
Wyliczmy terazéredni (wzgledem czasu) energkinetyczmy i potencjal . Energia potencjalna:
<E, >=_k <x*>=T"kxg <(coswt)” >
2 2

W réwnaniu tym podstawiimy (ROwn.2) wyraenie na wychylenie oscylatora (przyjre]
$=0): x(t)=xcoxt. Podobnie wyliczymyredni energe kinetyczm:
_1 N T I (13 a)

<E, >—§m< Y >—§kx0 < (sinwt)” >

Podstawilsmy tutaj wyraenie na pgdkos¢ oscylatora v(t)= - ssinut, ktdrg uzyskujemy ze
zrézniczkowania relacji na wychylenie x(§rednie po czasie, ktére wypuja w Rown. 13 |
13a: <(simx)>> oraz <(coext)®> s sobie oczywicie rowne, gdy funkcje sinus i kosinus maj
taki sam ksztait, tylkoasprzesunite w fazie o 98 A zatem:

<E, >=<E, > (14)

Ponadto, na podstawie Réwn. 12 a mamy:

14 a
<Ep >=<Ek >=;E ( )




A zatemsrednie energie kinetyczna i potencjalgasbie réwne i kada z nich rowna jest
potowie energii catkowitej.

Ruch drgajcy typu oscylatora harmonicznego nie jestaeghie cech ukladu masa + sgryna.
Rowniez atomy w krysztale zachowggic w dobrym przyblieniu jak oscylatory harmoniczne.
Porownajmy wykres energii potencjalnej od wychyéeaiomu oddziatywagfego z innym
atomem (po prawej) z zaieoscig jaka miatby on lgdac klasycznym oscylatorem harmonicznym
(po lewej). Widzimyze w odlegtdci ro atom jest w stanie rownowagi, ktory odpowiada
minimum energii potencjalne;j.

E, E

W zakresie matych wychyteprzebieg energii potencjalnej (potencjatu) dlarvaigest podobny
jak dla masy na sprynie. Uzywajac odpowiedniej zalanosci na przebieg potencjatu atomu
(znanej w fizyce atomowej) uzyskuje sizestotliwosé drgar atomow:v1L0 Hz. Atomy
drgapce z g czestotliwoscig wytwarzaj promieniowanie podczerwone (fragment widma
elektromagnetycznego).

Dodajmy jeszczeie jesli wytworzymy w jakims punkcie érodka materialnego drgania jego
czgstek, to na og6t drgania te przenpsie w innych kierunkach; w ten sposob powsfaje.
Zagadnienia ruchu falowego omoéwiongpw jednym z nagpnych rozdziatow.

Ruch harmoniczny ttumiony

Do tej pory nie wazilismy pod uwag sity tarcia, ktora prawie zawsze towarzyszy wsirelk

ruchom (wyjtkows sytuacy, w ktorej nie ma sity tarcia jest zjawisko nadéigki, wyskepujace

w ciektym helu w pobliu temperatury 0 K).
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Sitatarcia: FOv, z& V = a zatem:

b dx (15)



(znak minus uzmystawiae zwrot sity tarcia jest przeciwny do zwrotwgkosci). Na podstawie
drugiej zasady dynamiki (F ma):

dx _  d*x
Po uporzdkowaniu otrzymujemy:
d?x ., dx 3
mF +ba+kx =0 (17)

Jest to rOwnanie #ahiczkowe ruchu harmonicznego ttumionegaliJe
b jest mate (b/2m ®), to rozwhzanie ma posta

x =Ae”™""*" cogut +9) (18)

lub:

x =Ae™ coqw't +9d) (19)

gdzie:

o |k b : b (<0)
W =21v' =, |—- =o' - oraz =
m (2m P P 2m

W jest czstotliwoscig w ruchu tumionym, zaf3 jest wspotczynnikiem ttumienia. Zauwray, ze
drgania ttumionegdrganiami o cgstotliwosci W (mniejszej nk w dla ruchu niettumionego)
oraz,ze ich amplituda szybko maleje. O szybtiawmniejszania giamplitudy drga decyduje
wspotczynnik thumienid.

e\ Ae™Mcosm’t

Na rysunku powsszym przedstawiono wychylenie x(t) dla ruchu harimomego ttumionego
(dlad=0) ; pokazano tewykres eksponencjalnej funkgciji, ktéra ttumi amdi¢ ruchu
harmonicznego.



Podane rozwizanie na ruch harmoniczny ttumiony jest poprawed, iarcie nie jest zbyt
wielkie. Zauwamy bowiemze z Réwn. 20 (3 = -/w* —B? ) wynika & jesli B=w, to wtedy:
w=0 i rozwigzanie réwnania ruchu (Rown. 19) przyjmuje pésta

x=A'e™ (21)
Jest to przypadek tzwumienia krytycznegaie mamy wtedyadnych oscylacji, jedynie
eksponencjalne zanikggie wychylenia pocgkowego.
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Widzimy zatemze aby rozwjzanie miato charakter opisany Row. 19, wspoétczymhuiienia
musi spetnid warunek:<cw.

Drgania wymuszone i rezonans

Dotychczas omawialimy jedynie naturalne drgania ciata, tzn. drganiérekpojawiag Sie
wtedy, gdy oscylator zostaje wychylony z pataia rownowagi i puszczony swobodnie.
Przypomnijmy,ze dla drgé bez tarcia:

w =21V =ﬂ/£
m

Jeli zas wystepuije tarcie (i sity tarciagsniewielkie), to:

o =2mv= K (D )?
m 2m
Zattzmy teraz ze wystpuje jeszcze wymuszenie zeytrzne w postaci sity okresowej:
F = Rn cogw’t. Jej wartcs¢ ,pulsuje” z czstotliwascia v’ (lub z czgstascia kotowa: ®”=27v’").
Réwnanie ruchu ma postanalogiczg jak w przypadku powsszym (Rown. 16), jedynie
dodajemy jeszcze gilvymuszajca:

d*x dx ]
m=—— =-Kkx -b—— + F,cosw't
lub:
d’x _, dx ]
m— +b— +kx = F,,cosw't




Mozna wykazad, ze rozwhzaniem tego rOwnania jest:

F - UJ
X =-""sin(w't-0
G ( ) (24)

N1

gdzie:G = \/m2 (W —w'?)* +b*wW"™? oraz d= arCCOSE.

Widzimy zatemze w obecnéci sity wymuszajcej, czstotliwos¢ drgar jaka ustala giw
uktadzie, rowna jest estotliwosci sity wymuszajce).

Bardzo interesary wniosek wynika z analizy amplitudy drgaktadu (R/G). Osihga ona
maksimum, gdy G osga minimum. Wart& G zaley od wzajemnej relaciy’ i w. Szczegolny
przypadek ma miejsce wtedy, gdyestotliwosé¢ sity wymuszajcej réwna jest azstotliwosci
wiasnej uktadu. Sytuacja taka to:

REZONANS: w'= w

J&ili w sytuacji rezonansu nie wygtowatoby tarcie (b=0), to G=0 i jak tatwo zauy&a
amplituda drga dazytaby do nieskaczongci !l

W rzeczywistéci zawsze wyspuje tarcie, a wic podczas rezonansw'E w) amplituda drga
osigga skaiczone maksimum. Sytuacje takie znamy z wtasnyckrolzji: jeli chcemy
rozhuta¢ hustawke czy ktadk nad strumieniem, to p&édiadomie wytwarzamy impulsy sity o
czestotliwosci whasnej uktadu (ktérszybko wyczuwamy).

Niepazadanym efektem rezonansu aedby¢ pekniecie czsci maszyny, zerwanie mostu lub innej
konstrukcji; wywotd& go mog wibracje silnika lub nawet porywy wiatru.

Rezonans jest zjawiskiem ogolnym, nie dotyczy tytlawisk mechanicznych. Z rezonansem
mamy do czynienia np. w obwodach elektrycznychtezyv reakcjachgdrowych.

Rysunek poriiszy pokazuje jak zatg amplituda drga uktadu (A=kv/G) od stosunku
czestotliwosci sity wymuszagcej do czstotliwosci wkasne.

A
b=0 =0)
oF /i b=m®/2
b=m
b=V 2m®
F_/k -
b=2m®
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