7. RUCH OBROTOWY BRYLY SZTYWNEJ

Omawiane poriej wielkasci wprowadzimy dla szczegdlnego, ale bardzgstz
wystepujacego w praktyce przypadku ruchu obrotowego ciatkdvastalonej osi obrotu.
Przypadki ogélniejsze omowimy pod koniec tego paaag(ruch precesyjny,so
nieswobodna).

7.1 Podstawowe wielkg&ci opisujace ruch obrotowy

K at obrotu, predkosé i przyspieszenie ktowe

Wyobrazmy sobieze ciato obraca siwokot ustalonej osi obrotu, jak na pgsgym rysunku.

ot)

Wspbtrzdng opisupca obroét ciata jest & albo inaczej przemieszczenigtdwe; nazwijmy je:
a=a(t).

Predkos¢ obrotu charakteryzuje gutkos¢ katowaw; definiujemy p jako:

_da
- E (53)
Predkos¢ katowa mae ulegé zmianom, a zatem definiujeggdrzyspieszeniegtowee:
_dw _ d*a
Cdt dt? 4)

Predkas¢ kqtowa i przyspieszenieitowe g wektorami; w przypadku obrotu wokot ustalonej
osi kierunki tych wektoréw pokrywesie z kierunkiem osi obrotu, £&ch zwrot wyznacza
regutasruby prawosketnej.

Wzajemn, orientacg wektoroww, v orazr pokazuje ten rysunek.

w
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Wektoryw i € sa tym dla ruchu obrotowego czym g i a dla ruchu pogpowego.

Na ponzszym rysunku przedstawiono schematycznie ruch olpbardzo matego ciata
(,punktu materialnego”) po okgu. Wektorw jest prostopadty do powierzchni rysunku i jest
skierowany do gory (oznaczamy go symbolicznie pf2edodajmy,ze wektor prostopadty
do rysunku, ale skierowany w dot oznaczamy przgz

Zgodnie z tukow definicja kata (patrz rysunek po prawej):
przyrost drogi (kawatek tuku) tads = rda

ds_ da
predkos¢ liniowa (ruchu posjpowego): VvV = a = ra =rw; a zatemV = .

R&zniczkujac ta zaleznosé po czasie otrzymujemy:
a =re. Dwie ostatnie zalaosci zapisuje si ogolniej:

V=wXT (55)
a=exr

Wystepujacy tu wektorr jest wektorem wodgym rozwaanego punktu materialnego $za
znakx oznacza iloczyn wektorowy.

Podobnie, jak w przypadku ruchu pgstwego, maeemy wyr&ni¢ dwa szczegolne typy
ruchu obrotowego:

a) jednostajny; wtedy:a=a,+i,

b) jednostajnie zmienny (gdy=const, zakladamy ponadtae pocatkowe potaenie ktowe

to 0o, a pocatkowa prdkos¢ katowa towy):
2 2

et at
o=0a,+wt +7 (analogia doX =X, + V,t +7)

oraz:
w=w, +et (analogia dov =V, + at)

Energia kinetyczna

Rozwamy ciato o dowolnym ksztalcie, obrage¢ se¢ wokot statej osi obrotu:
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Na rysunku wydzielono masn; bardzo matego i-tego elementu ciata. Odlégtego

elementu od osi obrotu wynosi Energia kinetyczna ciata w ruchu obrotowyeadtie sum

energii kinetycznych ruchu paegiowego wszystkich jego elementéw:

N miVi2 N mi(,ozt‘i2 =£2§:m'r2
2 2ia

STLT Th

Sune wystkpujaca po prawej stronie ostatniej rowdmd nazywamymomentem bezwladf i
oznaczamy jako I

N
| :;mil’iz (55)

Ostatecznie, otrzymujemy bardzo przejrzysty wzéemergé kinetyczry obracajgcego s¢
ciata:

E = o (56)

Moment pedu

Rozwamy obrot ciata wokot ustalonej osi. Dla pojedynazéardzo matego ciata
(nazywamy ggunktem materialnyjrmoment gdu definiujemy jako:

L=rxp (57)
gdzier jest wektorem pofgenia punktu materialnego,Zp jest gdem ciata. Momentqulu
jest zatem okrdony wzgkdem punktu (oznaczonego tutaj jako ,0”). Relacja ta
przedstawiona jest schematycznie pepi

29



P

Zastandwmy siteraz jak mena wyliczy¢ catkowity moment gdu ciata. Na ogét moment
pedu ciata ) nie jest rownolegty do wektoraqutkosci katowej (w) — patrz rysunek pone.
Réwnolegidé ta ma natomiast miejsceiieos obrotu jest ogi symetrii ciata (lub gdy jest
jedm z osi gtéwnych — o czymelzie mowa w paragrafie 7.3).

A

i L
L JI\
w

Po lewej: w ogblnym przypadku wektdary e nie s; rownolegte,
Po prawej: j&li os obrotu jest 0si symetrii ciata toL | w s¢ rownolegte.

Sytuacja znacznieeupraszcza, ji rozwazymy skladows momentu réwnolegtdo osi
obrotu ( «); zalmy ponadtoze & obrotu ma ustalony kierunek w przestrzeni (takyes
wigkszaici urzadzer mechanicznych). Wektdrys jest oczywdcie rownolegty do wektora

predkaosci katowej w.
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Wyliczenie momentugmlu L s rozpoczynamy od podzielenia (w &hgch) ciata na ogronin
ilos¢ bardzo matych elementow (numerujemy je wskidemi). W ogélngci moment gdu
jest sum jego przyczynkoéwr(xp;) od wszystkich elementow;nOgraniczaic sk do
wyliczenial (s bierzemy wyraenia rp; (zamiastrxp;), gdzie r jest odlegtécia elementu m
od osi obrotu. Tak wc:

N N N N >

Lo :Z‘ipiri :Zimiviri :_Z‘imiwriri :(*)Zimiri =Wl

i= i= i= i=

Otrzymalsmy zatem proste wyganie na momentgolu ciata:
L, =l

Pametajmy jednakze moment pdu jest wektorem. Jakjuwspomniano, jdi ciato obraca
si¢ wokot swojej_osi symetriflub jednej z tzw. gtdwnych osi bezwtade to kierunek
wektora momentugau L (bedacy rownymL ) jest réwnolegty do kierunku wektora
predkaosci katowej w; mozemy wtedy zapisa

L =lw | (58)

Moment bezwtadngei odgrywa podstawoavrole w mechanice ruchu obrotowego.
Poréwnujc wyrazenia 56 i 58 z analogicznymi wyreniami dla ruchu pogbowego,
dochodzimy do wniosku,e moment bezwtadgoi spetnia w ruchu obrotowym talsama
role jak masa w ruchu pagiowym.

Przyktad: moment bezwtadfe preta wzgkdem osi prostopadtej do niego i przechgmg
przez jego koniec

AN dr
Bl ] M
R

Dtugos¢ preta wynosi |, zajego masa M. Podzielmy w rfliyobracaacy sk pret na
nieskaczenie cienkie ,plasterki’. Niech grukibjednego z nich wynosi dr , co pokazano na
ponizszym rysunku. Przyczynek do momentu bezwtadindtdry wnosi nasz nieskozenie
cienki plasterek o grulBoi dr (i masie dm)wynosi:

dr
dl =r’dm=r*M N
Pret jest obiektem aigtym, a nie surpdyskretnych elementow, &g wyrazenie 59 na

moment bezwtadrigi nie kxdzie dostatecznie precyzyjne (Wwystije w nim suma po
skarczonej ilgci elementow). Summusimy zasipi¢ catka:

M ! MRl M2
| = [dl=—[r’dr=—|—| =
Vo | o || 3 o 3

gdzie b catkowity 0znacza olgfos¢ ciata.
Tak wigc poszukiwany moment bezwtadiwowynosi:
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_MI2

3
W obliczeniach momentow bezwtadieq czsto przydatne jeswierdzenie Steinera
Pozwala ono wyrazimoment bezwiadrigi ciata (I) wzgedem dowolnej osi, j znamy
moment bezwtadrigi (lIp) wzgledem osi do niej rownolegtej, ale przechecky przezrodek
masy ciata:

| =1, +Mh? (59)

gdzie h jest odlegkzia migdzy obu osiami.

Moment sity

W ruchu obrotowym ral sity spetnia moment sity. Definiujemy go jako:

M=rxF (60)

gdzier jest wektorem potzenia punktu materialnego wzgem punktu O.

M

F

Zauwamy takze, ze wartd¢ momentu sity ména wyrazé jako: M = rFsim, lub tez M=dF,;
d=rsim jest ramieniem sity, czyli odcinkiem prostopadtdm sity, o dtugéci rowne;j
odlegtaci sity od punktu 0.
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7.2 Zasady dynamiki ruchu obrotowego

Il zasada dynamiki ruchu obrotowego

Rozwamy znow przyktad ciata obracajego s¢ wokot ustalonej osi. Dzielimy je w mdhach
na bardzo male elementy (masy punktowe), ktore nujeray wskanikiemi. Zat&zmy, ze na
i-ta masg punktow (m;) dziata sita o wartei F, lezaca w ptaszczinie prostopadtej do osi
obrotu i odlegta od tej osi @ r

Ograniczmy sj zndw do szczegolnego przypadku ustalonej osi abvatedy istotna jest
tylko skladowa momentu sity réwnolegta do osi obrdd c. Wartgs¢ momentu sity
(liczonego wzgidem osi obrotu) dziatagego na masm; wynosi: M=Fr;. Momenty sit
pochodace od poszczegoélnych elementéwsnréwnolegte i dodaj sic. Wartasé
catkowitego momentu sity wynosi:

M s :ZFiri :Zaimiri

gdzie ajest przyspieszeniem (ruchu pgsiwego) masy mWykorzystuac relacg pomedzy
przyspieszeniami ruchu p@pbwego i ruchu obrotowego; acr; , zwiazek powyszy mana

przepiséa:
Mo =D emrr® =e> mir” = el

Rezultat ten mana przepisaw wektorowej postaci:

M_ =le (61)

0s

Ten szczegolny przypadek, gdy momegdwpjest réwnolegty do osi obrotu (lub gdy brana
jest pod uwagtylko sktadowa momentugpdu rownolegta do osi obrotu) ma pasta

analogiczg do Il zasady dynamiki dla ruchu pesbwego: F = ma.
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Rozwamy teraz przypadek ogolny.

Moment gdu (Rown. 60) definiujemy jakcL =r xp . Wyliczmy pochoda momentu pdu
wzgledem czasu:
dL ___dp  dr

o Xx—/—4+—X
dt dt dt P

r
Lecz: E=V , ponadto wektory pokosci i pedu s rownolegte V// P ), a zatem drugi

czton po prawej stronie povj: dt

dL dp
A zatem—=rx—
dt dt

Widzielismy wczéniej, ze rownowana posta drugiej zasady ma poéte%:F , tak wic:

'S =r xF ; ponadtcr xF=M (gdzieM jest momentem sity). Ostatecznie otrzymujemy:

v = L

=— (62)
dt

Rownanie powysze wyraall zasadg dynamiki dla ruchu obrotowego. Mowi ona,ze:

| J&li na ciato dziata moment sily to powoduje on zmianmomentu pdu d_/dt=M. |

A zatem, aby momentgu ciata ulegat zmianie (co do wadto lub kierunku), na ciato musi
dziatat moment sity.

Réwn. 62 pozostaje w petnej analogii z drzgsad dynamiki dla ruchu pogpowego,

wyrazong w postaci:F = % :

Zasada zachowania momentu ¢gu (I zasada dynamiki ruchu obrotowego)

Z drugiej zasady dynamikil=dL/dt (lub: d_=Mdt) wynika,ze jesli moment sity jest
zerowy, to przyrost momentwgu takze jest zerowy.
W oparciu o powysze formutujemy zasadachowania momentwgu:

| J&li na ciato nie dziata moment sit(=0), to moment gdu ciata jest statyl(=const). |

Zasada zachowania momentulp jest rownowznal zasadziedynamiki ruchu
obrotowega
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Il zasada dynamiki ruchu obrotoweqgo

Podobnie jak sity, momenty sit rowiievystpuja parami. Maemy zatem sformutowa
zasad akcji i reakcji dla momentow sit:

Jesli ciato A dziata na ciatlo B momentem siag, to rOwnoczénie ciato B dziata na A
momentem SiWM ga, przy czymM ag= - Mga.

7.3 Swobodna §obrotu

Rozwamy teraz sytuaej gdy ciato mae obracé sic wokot dowolnej osi obrotu,
niekoniecznie ustalonej. dlerzucimy np. kij czy pudetko zapatek, naglajm pocatkowa
predkos¢ katowa, to zauwaymy, ze po chwili obracajsic one w sposéb ustabilizowany
wokot jednej ze swych osi symetrii; jest to przykiasi swobodnej. Na og6t ustabilizowany
obroét ciata odbywa siwokoét tej osi symetrii, ktorej odpowiada nagkszy moment
bezwiadnéci.

JC 1C
: FodS(Z) :
| :

F -« : —>
°% Fodsay I Fose

| |
I

JC C

Obraét preta wokot osi nieswobodnej (po lewej) i swobodnejgawej)

Na powyszym rysunku widg ze w przypadku osi swobodnej, obrét odbywavsisposéb
naturalny, niekonieczne stozyska”, aby 4 utrzym&. Ciatlo zawsze w kicu samoczynnie
ustawia s¢ do obrotu wokot osi swobodnej; czynnikiem, ktoeyte odpowiada jest moment
sit odrodkowych. A zatem:

Os swobodna — tosoprzechodzca przezrodek masy i takaze wypadkowa sit
odsrodkowych i ich momentow dziatgjych na ciato wynosi zero.

Jak juz wspomniano, swobodna obrotu nie wymaga kysk; przykladem jest tusambrotu
Ziemi. Réwnie zabieg centrowania (wywania) kota samochodowego czy rowerowego to
nic innego jak doprowadzenie do obrotu wokot osblsadnej. Wycentrowanym kotem (a
zatem obracagym sk wokot osi swobodnej) nie ,rzuca”, nie ,bije” on@aoki, a zatem nie
obciaza ono taysk.
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Glowne osie bezwladnsxi

Mozna wykaza, ze dla kadego ciata, rownieniesymetrycznego, moa zdefiniowa trzy
prostopadte osie, zwane gtdwnymi osiami bezwiddinonoment bezwtadrigi ciata
wzgledem jednej z nich jest maksymalny, wggm drugiej jest minimalny, zavzgledem
trzeciej — ma wart@& posredni: |, = I, = Iy,,. J&li ciato ma ksztatt symetryczny gtéwne osie
bezwladnéci s3 takze osiami symetrii ciala. Modelowym przyktadem jeghj
prostopadtécian.

Gtowne osie bezwtadioi sa osiami swobodnymi, lecz jedyniewykazuje peta trwatas¢
ruchu (odporn&é na zaktdcenia).

Zalézmy, ze obrot ciata odbywasiwzgledem osi przechodzej przezrodek masy.
Przedstawmy pdkos¢ katowa jako sumg trzech wektorow sktadowych, rownolegtych do
gtéwnych osi bezwiadrigi:

€=t o, (63)

Analogicznie, meemy roztazy¢ moment gdu wzgkdem tych samych osi:

L = LI + I_II + I_III ZIIQ:I +II|(*"‘II +IIII(*:III (633)

Wida¢ stad, ze na og6t momentegplu (L) nie jest réwnoleghglo wektora pgdkosci katowej
(w). Te dwa wektorysrownolegte jedynie wowczas, gdy @sibrotu jest jedna z gtownych
osi bezwtadngci. Wéwczas otrzymujemy proste, znane nam z wuegszych paragraféw
zaleznoéci: L=lw i M=lg (relacje te g stuszne take w dowolnym przypadku, pod
warunkiemze bierzemy sktadowk i M réwnolegte do osi obrotu). W ogolnymsza
przypadku, aby napisaelacg migdzy M orazL, definiuje s¢ moment bezwtadrigi nie jako
skalar (liczk), tylko jako specjalny obiekt matematyczny zwagystorem.

7.4 Ruch precesyjny

Istnieje bardzo ciekawy przykitad ruchu obrotowegdacwokot osi, ktora nie jest asi
nieruchom w inercjalnym uktadzie odniesienia. Jest to wdaystdobrze znany z
dziecihstwa ruch zabawki zwanegkiem (zyroskopowym). Schematycznie rucikh
przedstawiono na parszym rysunku. W istocie momentqu kaka (L) ,krazy” po
powierzchni stéka o pionowej osi symetrii;ak rozwarcia stéka wynosif. Ruch taki
nazywamy ruchem precesyjnym.
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Os baka (jak rownie moment pdu laka L) caty czas wiruje wokot osi pionowej. Zmiana
potozenia wektord. w przedziale czasfit wynosiAL, przy czymAL jest w kadym
momencie prostopadte dg przyrost momentuqau AL wytwarzany jest przez moment sity
M zwiazany z sih grawitacyjm. (Jest to sytuacja analogiczna do ruchu pegkrgdzie w
kazdym momencie przyrost gatkosci Av jest prostopadty do pdkaosci v; przyrost pedkosci
Av jest generowany w tym przypadku przez dissrodkows).

Rozwamy ilosciowy opis ruchu precesyjnego. Z zasady zachowayua:

=d—L lub tez: M D£, wynika sid, ze: AL = MAt.
dt At

Wyliczmy predkaos¢ katowa precesjioy, (patrz powyszy rysunek):

w, =A—¢; lecz: A = A_L = M_At .
At Lsin®@ Lsin®
Poszukiwana przez nasgdkos¢ katowa precesji wynosi zatem:
Ay M (64)
At Lsin®

Momentem sity f1), ktory caty czas dziata na precegyj ak jest moment sity gizkosci;
jego warté¢ wynosi M= mgd = mgrsif, gdzie: m jest mashaka, g jest przyspieszeniem
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grawitacyjnym, d jest ramieniem sity grawitacyjmgjgledem osi pionowej (z rysunku wiéa
ze d=rsi®). Wstawiajc zatem wart& momentu sity (M= mgrsi) do ostatniego rownania,
otrzymujemy:

w

_mgr (65)
a

Widzimy z tego rownaniae predkos¢ katowa precesji jest odwrotnie proporcjonalna do
momentu pdu kgka; a zatem im jestali jest masywniejszy i im szybciej wiruje wokot
wiasnej osi — tym wolniejsza jest jego precesja.

Relacje na mdkosé katowa precesji maemy zapisaw ogolniejszy sposéb. Zauwmay, ze z
Row. 64 mamy: MeyLsinB. Poniewa kat pomidzy wektoramiwy, i L wynosi6, wigc
réwnas¢ ta mazemy zapisé:

M =, xL (66)

Inne interesujace przykiady ruchu precesyjnego

Ruch precesyjny wykonuje ta& Ziemia. (Moment sit genergy ten ruch pochodzi m.in. od
roznicy sit przychgania grawitacyjnego obu potkul Ziemi prze @ie; ¢ Ziemi jest bowiem
caly czas pochylona wzglem ptaszczyzny orbity wokotstonecznej). Okres tuch
precesyjnego Ziemi wynosi 26 000 lat.

Ponadto ruch precesyjny wykorzystywany jestynoskopie. Elementy ruchu precesyjnego
wystepuja rowniez podczas jazdy na rowerze; ¢idinim rowerzysta utrzymuje rownowag

7.5 Analogie m¢dzy ruchem posgpowym i obrotowym

Jak widzielsmy w poprzednich paragrafach, rownania dla ruchotolvego mog by¢
uzyskane z rownadla ruchu pogpowego poprzez anal@giwWystarczy w tym celu zamigni
wielkosci opisupce ruch pospowy odpowiadajcymi im wielkasciami, charakteryzgpymi
ruch obrotowy. W porszej tabelce zestawiono odpowiaga sobie pary zmiennych:

RUCH POSEPOWY RUCH OBROTOWY
Przemieszczenie (droga), X Przemieszczeniegtowe, o

dx da
Predkos¢, Vv =— Predkos¢ katowa, W =—

dt dt
Przyspieszenieq = v d—2X Przyspieszenieatowe, € = d_oo = @

dt  dt® odt di?
Masa, m Moment bezwtading |
l=Yymr® lub | = [r’dm
i V,

Ped, p=mv Moment gdu, Lo=lw
Sita, F=ma Moment sity, Mos=le
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_% Vi = ?Tt
Energia kinetyczna, E, = mTVZ Energia kinetyczna, E, = E
Praca, W = TF(x)dx Praca,W = ZfM(O( )da
Moc, P:dd_VtV lub P=Fv Moc, P:dd—vtv lub P=Mw

8. Statyka ciat

Poznawszy ja wielkosci opisupce zarbwno ruch pagiowy jak i obrotowy, mgemy
sformutowa $cisle warunki, jakie musgby¢ spetnione, aby ciato pozostawato w
rébwnowadze. Jest to warunstatyki ciata Wyraza st on nas¢pujaco:

1) YF=0

(67)
2) ¥M, =0

Inaczej mowic, aby ciato pozostawato w rownowadze, suma sibimantéw sit dziataicych
na ciato musi b§ rowna zeru.

Uwagi koncowe: Pochodzenie zasad zachowanigdgu, momentu pedu |
energii mechanicznej

Na bazie nieco ogolniejszych rozigd mazna wykaza, ze poznane przez nas zasady
zachowaniagkonsekweng podstawowych symetrii, ktére istmiajv otaczajcym nas
swiecie. | tak:

a) Zasada zachowanigqu (=const, jéli F=0)

Zasada ta wynika jdnorodnosci przestrzeni. Inaczej mowic, jesli przesuniemyasz ukiad
wspoétrzdnych w przestrzeni, to rownania praw fizyki (pr@gy) w nim wyraone nie ulega
zmianie.

b) Zasada zachowania momentap (L=const, j&li M=0)

Zasada ta wynika izotropii przestrzeni. Jeli obrécimynasz uktad wspoétezinych w
przestrzeni, to rbwnania praw fizyki (przyrody) niegra zmianie.
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c) Zasada zachowania energii mechaniczngj(E, = const, jéli
ukiad jest izolowany)

Zasada ta wynika jdnorodnosci czasu Jeli umowny moment chwili pocgkowej (t=0) w
liczeniu czasuprzesuniemy w przysztolub w przeszi&’, to rownania praw fizyki
(przyrody) nie ulegm zmianie.

Uwaga

Trzeba tutaj zauwgc, ze wspomniane przesugie w czasie w przesz6 powinno by
mniejsze od czasu istnienia znanego nam Wsn8ata (obecne modele kosmologiczne w
zdecydowanej wkszaci uznag, ze znany nam Wszeéhiat powstat w tzw. Wielkim
Wybuchu kilkanacie miliardow lat temu). Nie wiemy po prostu cztniaty i jakie byty
prawa fizyki przed Wielkim Wybuchem.
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