KINEMATYKA RELATYWISTYCZNA

Wstep

Mechanika klasyczna, cho¢ daje §wietne przewidywania dla ruchu pojazdéw, maszyn czy
statkow kosmicznych, zawodzi catkowicie, gdy opisujemy czastki poruszajace si¢ z wielkimi
predko$ciami, porownywalnymi z predkoscia $wiatha (c = 2,998-108 m/s). Ponadto
problemem, ktory wymagatl wyjasnienia (a pojawit si¢ pod koniec 19-tego wieku), byt fakt
doswiadczalny, iz predkos¢ swiatla jest taka sama w r6znych uktadach odniesienia
(spoczywajacych badz poruszajacych si¢). Nie stosuje si¢ zatem tutaj prawo dodawania
predkosci (przyktadowo w mechanice klasycznej, wzgledna predkos¢ obserwowanego przez
nas pojazdu zalezy od tego czy stoimy czy jedziemy samochodem). Wspomniane fakty
doprowadzily do powstania kinematyki relatywistycznej, zwang takze szczegdlng teorig
wzglednosci (STW). Teorig te oglosit Albert Einstein w roku 1905.

Ponizej wymieniono charakterystyczne cechy i zagadnienia zwigzane z STW:

1) STW stosuje sie gdy predkos¢ ciala jest rzedu c; natomiast dla v << ¢ mechanika
relatywistyczna przechodzi w klasyczna,

2) Stwierdza sie doswiadczalnie, ze predkos¢ $wiatta (w prozni ¢ = 2.998x108 m/s) jest stala,
niezaleznie w jakim uktadzie odniesienia ja mierzymy (patrz Rys.1); jest to ponadto

najwieksza predkos¢ jaka istnieje w przyrodzie,
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Rys. 1. Zmierzona predkos¢ swiatta bedzie taka sama dla obserwatora A, stojgcego na Ziemi,

jak i dla obserwatora B poruszajgcego sie wzgledem Ziemi z predkoscig ve.



3) Magnetyzm cial, a $cisle pole magnetyczne jest relatywistyczna poprawka do pola
elektrycznego ( rownania Maxwella sa w istocie rownaniami relatywistycznymi),

4) Czastki elementarne (te dochodzace na Ziemi¢ z kosmosu jak i te wytwarzane w
eksperymentach na cyklotronach) poruszaja si¢ z predko$ciami zblizonymi do predkosci
swiatta (np. 0.95 ¢); natomiast fotony i neutrina posiadaja predkos$¢ v =c.

5) Wspolczesna astronomia czgsto korzysta z teorii wzglednosci (np. odlegle galaktyki
poruszajg si¢ z predkosciami bliskimi c).

6) Wyjasnienie wielu zjawisk fizycznych wymaga uwzglednienie STW (np. efekt Comptona;
innym przykladem jest relatywistyczne uogolnienie rownanie Schrodingera, znane pod
nazwg rownania Diraca).

7) Nawet w kulturze masowej popularne sg takie hasta, wywodzace si¢ ze STW jak: E=mc?,

C=Vmax, paradoks blizniat, dylatacja czasu czy tez skrdcenie Lorentza.

Doswiadczenie Michelsona i Morleya

Dopoki nie zostala ogloszona teoria wzglednos$ci Einsteina (1905), wigkszos¢ fizykow

rozumowata, ze musi istnie¢ ,,eter”- sprezysty, cho¢ niewazki osrodek, w ktorym rozchodza

si¢ fale elektromagnetyczne. Zgodnie z ta koncepcja, tylko w eterze predkos¢ swiatta
wynositaby:
C

natomiast dla obserwatora majacego predkos¢ V wzgledem eteru 1 poruszajacego si¢ w
przeciwnym kierunku niz §wiatlo, predkos¢ §wiatla bytaby rowna:

V+C
W latach osiemdziesigtych ubieglego wieku Michelson i Morley przeprowadzili
doswiadczenie, ktore dato jednak wynik negatywny ( tzn. stwierdzili, ze predkos¢ swiatta
mierzona przez dowolnie poruszajgcego si¢ obserwatora wynosi C. W do§wiadczeniu tym
wykorzystano ruch obrotowy Ziemi wokot Stonca (v=30km/s) — patrz rysunek ponize;.
Jesli zatozy si¢ przyktadowo, ze eter jest nieruchomy wzgledem Uktadu Stonecznego, to

predkos¢ Ziemi, krazacej po orbicie wokoét-stonecznej, ma rdézne wzglgdem eteru orientacje.
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Rys. 2. Przykladowe pozycje Ziemi na orbicie wokot Stonca (w odstepach 3 miesigcy).
Zaktadajqc, ze predkos¢ Ukladu Stonecznego wzgledem eteru wynosi vse ,zas predkos¢ Ziemi
wzgledem Stonca wynosi vzs, to wypadkowa predkos¢ Ziemi wzgledem eteru, V=Vsg + Vzs,

powinna zmieniac¢ si¢ w trakcie ruchu orbitalnego Ziemi wokot Stonca .

Michelson i Morley przeprowadzili swoje doswiadczenie uzywajac specjalnie
skonstruowanego interferometru (Rys. 3). W interferometrze tym wigzka $wiatta pada na
pOtprzepuszczalne zwierciadlo, tak ze cze$¢ §wiatta biegnie w kierunku pionowym (rami¢ 1),
a czg$¢ w kierunku poziomym (ramig¢ 2), po czym po odbiciu od zwierciadel umieszczonych
na koncach tych ramion oraz po ponownym przejsciu przez zwierciadto polprzepuszczalne,
obie wigzki interferuja ze sobg na ekranie. Jedno ze zwierciadetl, np. na koncu ramienia 2,
mozna lekko przesuwac (warto$¢ tego przesuniecie odczytujemy na Srubie mikrometryczne;j).
Dzigki temu na ekranie mozemy doprowadzi¢ do zniknigcia lub powstania wyraznego obrazu
interferencyjnego. Interferencja konstruktywna, tzn. uzyskanie prazka jasnego, zachodzi
wtedy, gdy oba promienie spotykaja si¢ na ekranie w tych samych fazach. Odpowiada to
sytuacji, gdy roznica drog, ktorg przeszty oba promienie jest wielokrotnoscig dtugosci fali
swietlnej. Zatozmy, Ze na ekranie obserwujemy maksimum interferencyjne. Jesli teraz
przesuniemy zwierciadto ruchome o % dhugosci fali ( 4 A) w prawo, to promien 2 przejdzie
dodatkowo droge 2 A 1 oba promienie na ekranie wygaszg si¢ (zauwazmy przy okazji, ze
interferometr ten moze stuzy¢ takze do pomiaru dlugosci fali $wietlnej). Zaktocenie
ustawionego maksimum interferencyjnego mozna by takze uzyskac, gdyby predkosci Swiatta
w ramieniu 1 1 2 ulegaty zmianie (wtedy dtugosci fali w obu kierunkach bytyby ro6zne). Ta

wlasnie mozliwo$¢ zostata wykorzystana w doswiadczeniu Michelsona-Morleya.
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Rys.3. Zasada budowy interferometru Michelsona. Zwierciadlo ,,2” mozna przesuwac i w ten

sposob doprowadzac do powstawania kolejnych maksimow i minimow interferencyjnych.

Wedhug wyobrazenia klasycznego, wypadkowa predkos¢ §wiatta w kierunku kazdego z
ramion spektrometru (1 1 2) bedzie roznica (wektorowa) predkosci §wiatta ¢ wzgledem eteru
oraz predkosci v Ziemi wzgledem eteru. Ta ostatnia za$ (V), bytaby sumg predkosci Uktadu
Stonecznego wzgledem eteru (Vse) oraz predkosci Ziemi wzgledem Stonca (vzs), czyli: v =
Vse + Vzs (patrz Rys.2). Poniewaz wypadkowa predkos¢ swiatta w kierunku kazdego z
ramion zmieniataby si¢ wraz z ruchem orbitalnym Ziemi — Rys.4 (nie méwigc o modyfikacji
wprowadzanej przez dobowy ruch obrotowy Ziemi), prowadzitoby to do modyfikacji
uzyskiwanych prazkow interferencyjnych . Obliczenia pokazuja, Ze rdznica czasu przebiegu
w obu ramionach , gdy interferometr obroci si¢ 0 90° wynosi okoto: At=3,3 » 101" s. W ciagu
tego czasu §wiatlo przebywa okoto 1/40 swojej dlugosci fali. Takie efekty bytyby wyraznie
widoczne jako przesunigcie (modyfikacja) prazkow interferencyjnych. Jednak, prqozki
interferencyjne, obserwowane przez dowolnie diugi czas, nie zmieniaty sie !!!

Stad wniosek, ze nie istnieje hipotetyczny osrodek konieczny do rozchodzenia si¢ fali
elektromagnetycznej, jaka jest $wiatto. Ponadto, predkos¢ swiatla jest stata, niezalezna od

ruchu obserwatora.
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Rys.4. W potozeniach Ziemi zaznaczonych jako A i1 B ramiona ,1’ 1,2 (o réznych
dlugosciach) zamienityby si¢ rolami.
Spowodowaloby to réznice w czasie przebiegu $wiatta w obu ramionach interferometru, a

zatem modyfikacj¢ prazkow interferencyjnych.

Ten podstawowy fakt doswiadczalny zmusit fizykow do weryfikacji wyobrazen czasu i
przestrzeni. Doprowadzil takze do powstania STW.

A oto dwie podstawowe zasady dotyczace przestrzeni i czasu:

1) Viwiatta= € jest stala i niezalezna od ruchu obserwatora ;
Predkosc¢ swiatla ¢ jest najwigksza, jaka istnieje w przyrodzie. Czastki bezmasowe (jak np.
kwanty y czy tez neutrina) poruszaja si¢ z tg predkoscia wzgledem wszystkich obserwatorow.

2) Zasada wzglednosci ( wypowiedzial ja pierwszy i ,,explicite” Galileusz):

Prawa fizyki sq takie same da wszystkich obserwatorow poruszajgcych sie wzgledem siebie ze
stalg predkosciq.

Inaczej méwigc, nie ma wyrdznionego uktadu odniesienia. Nie ma takze sensu pojgcie
predkosci bezwzglednej (np. jesli w samolocie, poruszajacym si¢ bez zaktocen, zamkniemy
oczy 1uszy to nie mozemy stwierdzi¢ czy on stoi czy leci).

Powyzsza zasada wzglednosci jest podstawg fizyki klasyczne;.

Uzupehienie jej o postulat statej predkosci §wiatta (patrz punk 1), daje punkt wyjscia do
naszkicowania gtdéwnych wynikow STW.

W celu oswojenia si¢ z typowym zagadnieniem, wchodzacym w sktad STW, rozpatrzmy w

prosty sposéb problem uptywania czasu w réznych uktadach odniesienia.



Dylatacja czasu

Wyobrazmy sobie zegar $wietlny, skonstruowany w ten sposob, ze kwant §wiatta biega
wewnatrz cylindrycznej tuby odbijajac si¢ na jej koncach od umieszczonych tam zwierciadet
(Rys.5). Przyjmijmy, ze jednostka czasu, t, tego zegara jest okres, jaki uptywa pomiedzy
dwoma kolejnymi odbiciami si¢ kwantu od dolnego lusterka; wynosi on:

_2b (1)
o

T
gdzie D jest dlugos$cia tuby.

_ﬁ :

Rys.5. Zegar swietlny. Kwant swiatla odbija si¢ kolejno od dolnego i gornego lusterka.

Okres, ktory uptywa pomiedzy dwoma kolejnymi odbiciami si¢ kwantu od dolnego lusterka,

T = ——, jest jednostkq czasu tego zegara.
c

Rozpatrzmy teraz sytuacje, gdy zegar si¢ porusza:
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Rys.6. Bieg kwantu swiatta w poruszajgcym sie zegarze



Zegar przemieszcza si¢ na prawo z predkoscig v. Rozpatrzmy jeden cykl przebiegu swiatla w
zegarze, tzn. okres T, ktory uptywa miedzy dwoma kolejnymi odbiciami si¢ od dolnego
lusterka. Poniewaz zegar si¢ porusza, wigc kwant §wiatla, aby odbi¢ si¢ od gérnego lusterka,

musi poruszac si¢ po torze przedstawionym na Rys. 6. Kwant odbije si¢ od gornego lusterka

: o .ovT o
po czasie T/2, zegar za$ przemiesci si¢ w tym czasie o > Pamigtajac, ze dlugos¢ tuby

. Ct . . . C e . .
zegara wynosi D = 7 1 korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, mozemy napisac:

viT? |’ c'T? )
4 4 4

(zauwazmy, ze $wiatto, aby napotka¢ gorne lusterko, musi przebiec ukos$ny odcinek o

. cT . .
dhugosci o ). Wyliczajac z powyzszego rownania T, otrzymamy:

T=1 ! . (3)
%
e
Rezultat ten zapisuje si¢ rOwnowaznie:
. 4
T=vyt gdzie Y= ! - @
Y
c

Czynnik y nazywamy czynnikiem Lorentza; jest on prawie zawsze y>1, gdyz prawie zawsze
v<c. Jedynie, gdy obiekt porusza si¢ z predkoscia Swiatla to y=1.

A zatem:

T>1 gdyz y>1 ®)

Co nam mowi powyzszy wynik ? Otdz, rezultat ten mowi, Ze czas nie uptywa w jednakowym
tempie w dwoch poruszajacych si¢ wzgledem siebie uktadach odniesienia. W uktadzie
zwigzanym z zegarem $§wietlnym (czyli w takim, w ktorym zegar spoczywa), mamy taka
sytuacje, jaka przedstawia Rys. 5) okres czasu miedzy dwoma kolejnymi odbiciami si¢
kwantu od dolnego lusterka wynosi t (czas w tym uktadzie nazywamy czasem wiasnym).
Natomiast, gdy obserwujemy poruszajacy si¢ zegar, czyli patrzymy na poruszajacy si¢ uktad
odniesienia zwigzany z zegarem, stwierdzimy, ze pomi¢dzy dwoma kolejnymi odbiciami

uptynat czas T (sytuacja z Rys. 6).



Powiemy zatem, ze:
Czas mierzony w uktadzie ruchomym wzgledem zegara uptywa szybciej niz w uktadzie

spoczywajgcym wzgledem zegara), czyli T> .

Dla utrwalenia tego niecodziennego wyniku, rozwazmy nastepujace dwie modelowe sytuacje:
a) Ja jestem obserwatorem, stojacym na peronie dworca. Zegar $wietlny stoi koto mnie.

Zmierzona przeze mnie jego jednostka czasu T wynosi przyktadowo t=1 sekunda,

b) Dalej stoj¢ na peronie, ale zegar porusza si¢ w rakiecie wzdtuz peronu z zawrotng
predkoscia. Obserwuje przebieg kwantu Swiatta w zegarze 1 wedtug mojego pomiaru
wychodzi, ze jednostka czasu poruszajacego si¢ zegara wynosi T, np. T=1.5 sekundy. (T=y7).
A zatem, stwierdzamy, ze T>1, czyli:

Czas wtasny, mierzony w uktadzie (np. zegara), ptynie wolniej niz czas mierzony przez kogos,
kto jest wzgledem tego uktadu w ruchu (np. cztowiek obserwujqcy z peronu zegar, ktory

porusza si¢ w rakiecie).

Zauwazmy jeszcze jedna charakterystyczng ceche. Mierzac czas wlasny obserwator zanotuje,
kiedy nastapity kolejne odbicia kwantu od dolnego lusterka, znajdujacego si¢ W tym samym
punkcie przestrzeni. Natomiast patrzac na zegar poruszajacy si¢, dwa kolejne odbicia kwantu
od lusterka wypadaja w innych potozeniach (punktach przestrzeni). Widzimy na tym

przykladzie, ze cechy czasu i przestrzeni mocno zazebiaja si¢ miedzy soba.

Omawiany efekt:
T>1

nazywamy wydtuzeniem, albo dylatacjq czasu.
Okazuje sie, ze jest to efekt uniwersalny, niezalezny od uzytego zegara. I tak np. jeden z
blizniakow wystany w podréoz kosmiczng bedzie wolniej si¢ starzat, niz jego brat blizniak,

ktory pozostal na Ziemi. Jest to stynny paradoks blizniat.

Roéwniez czastka elementarna poruszajaca si¢ z wigkszg predkoscia bedzie miaty dtuzszy tzw.
czas zycia niz identyczna czastka, ale poruszajaca si¢ wolniej. Stwierdza si¢ to w
doswiadczeniach nad czastkami elementarnymi o wielkich energiach, poprzez rejestracje ich

toru ruchu np. na kliszy fotograficznej (Rys. 7). Przyktadowo, jesli czastka ma predkos¢



v=0.99 c, to y=7 i tylez razy wzro$nie jej czas zycia obserwowany w ukladzie laboratoryjnym
(At’), w pordwnaniu z jej czasem wlasnym, wyznaczonym w uktadzie odniesienia z nig
zwigzanym (At).

At'= yAt (6)

T\B@;

Rys.7. Tory dwoch czgstek elementarnych, o roznych predkosciach (Vi>V2), ktore wpadajg w
pole magnetyczne o wektorze indukcji B prostopadtym do ptaszczyzny ich ruchu. Czgstke o
wigkszej predkosci poznajemy po tym, Ze jej tor jest stabiej zakrzywiany przez pole
magnetyczne. Ma ona takze diuzszy czas zycia, co objawia si¢ odpowiednio wydtuzonym

torem az do jej rozpadu (punkty, gdzie czgstki si¢ rozpadajg zaznaczono krzyzykami).

Po tym pouczajacym przyktadzie, ktéry mogliSmy zanalizowa¢ w prosty, intuicyjny sposob,

pora przejs¢ do bardziej systematycznego podejscia.



Elementy szczegolnej teorii wzglednosci

1) Mechanika klasyczna i relatywistyczna

W mechanice klasycznej obowigzuja zasady Newtona i jej przewidywania sg poprawne pod
warunkiem, ze predkosci ciat, ktorych ruch opisujemy sg znacznie mniejsze od predkosci
swiatta (v<<c=300 000 km/h).

Jednak, gdy predkos¢ ciata zaczyna by¢ poréwnywalna z predkoscia swiatta, wtedy
mechanika klasyczna zawodzi i do opisu ruchu ciata uzy¢ musimy szczegélnej teorii
wzglednosci. Opracowat ja jeden z najwybitniejszych uczonych wszechczasow — Albert
Einstein (oglosit ja w roku 1905).

Punktem wyjs$cia tej teorii jest inny sposob przeliczania odleglto$ci i czasu, gdy przechodzimy

z jednego uktadu odniesienia do drugiego, czyli transformacja.

2) Transformacje Galileusza i Lorentza

Jak pamig¢tamy, w mechanice rozréznia si¢ dwa podstawowe typy uktadow odniesienia:
uklady inercjalne i nieinercjalnie. Te pierwsze spoczywaja lub poruszaja si¢ ruchem
jednostajnym prostoliniowym, drugie za$ poruszaja si¢ ruchem, w ktorym wystepuje
przyspieszenie (np. jadac na karuzeli znajdujemy si¢ w uktadzie nieinercjalnym, w zwigzku z
czym dziata na nas sita bezwtadnosci — w tym wypadku sita odsrodkowa).

Jak pamigtamy, stwierdziliSmy, Zze prawa fizyki majg taka sama posta¢ we wszystkich
uktadach inercjalnych (jest to zasada wzglednosci Galileusza). Natomiast, aby uzyskac
poprawny opis praw przyrody w uktadzie nieinercjalnym, trzeba do istniejgcych sit
fizycznych dodac sity bezwtadnosci.

Zauwazmy, zZe nie istnieje bezwzgledny inercjalny uklad odniesienia, a wigc istnieje ich
nieskonczenie wiele; zaden z nich nie jest wyrdzniony.

A zatem:

We wszystkich uktadach inercjalnych prawa fizyki sg jednakowe.

Zastanowmy si¢ teraz jak wyglada, zgodnie z mechanikg klasyczng, opis ruchu ciata

obserwowany z dwoch uktadéw inercjalnych - patrz Rys. 8. Rozwazamy dwa uktady
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odniesienia poruszajace si¢ wzgledem siebie wzdtuz osi X, przy czym w chwili poczatkowe;j

one si¢ pokrywaty.

| 7 TZ
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|
|
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Rys. 8. Dwa ukiady odniesienia poruszajgce si¢ wzgledem siebie wzdtuz osi x=x"’

Poniewaz w chwili t=0 uktady pokrywaty si¢ ze sobg, to zwiazki miedzy wspotrzednymi

czasowo-przestrzennymi w obu uktadach sg nastepujace:

X = X'+ut X'=X—ut

y=y y=y

7 =7 oraz 7'=7 (7
t=t t'=t1

Jest to TRANSFORMACJA GALILEUSZA.

Oparta jest ona na intuicyjnym zatozeniu, ze czas ptynie jednakowo w obu uktadach
odniesienia. Pracuje ona $wietnie w zakresie mechaniki klasycznej. Natomiast nie opisuje
poprawnie przejscia migdzy inercjalnymi uktadami odniesienia w przypadku praw
elektromagnetyzmu (rownania Maxwella). Np. pole magnetyczne jest przejawem pola
elektrycznego w uktadzie poruszajacym si¢ wzgledem tadunkéw i zalezy ono od uktadu
odniesienia. Transformacja Galileusza nie opisuje poprawnie tego efektu. Ponadto, umozliwia
ona otrzymanie predkosci wiekszej od predkosci swiatla (c). Np. jesli jedziemy pociagiem z
predkoscig v, a $wiatlo biegnie naprzeciw nas z predkoscig c, to wedlug powyzszej
transformacji, predkos¢ swiatta wzgledem nas powinna wynosi¢ ct+v. A wiemy, Ze jest to
sprzeczne z doswiadczeniem, ktore wykonali Michelson i Morley. Tak wigc, trzeba byto
sformutowa¢ nowa transformacje, ktora nie prowadzi do tego blednego wyniku. Pogodzenie
tej sprzecznosci (ze v+c daje w wyniku znowu c¢) jest mozliwe, gdyz w relatywistyce

obowigzuje inna zalezno$¢ miedzy wspotrzednymi przestrzennymi i czasem.

11



Poprawng formg¢ nowe;j transformacji sformutowat w roku 1897 fizyk holenderski Lorentz i
nosi ona nazwe¢ transformacji Lorentza. Transformacja ta jest podstawa relatywistyki, czyli
szczegblnej teorii wzglednosci. Rozwazmy znéw dwa, identyczne jak poprzednio, sytuacje
szczegoblnie prostg, a mianowicie taka, ze dwa uktady odniesienia poruszajace si¢ wzgledem

siebie wzdhuz osi x z predkoscig u - Rys. 8 (zaktadamy ponadto, ze w chwili poczatkowe;j

pokrywaty sig).

TRANSFORMACJA LORENTZA ma nastgpujaca postac:

0'—0 0->0

X =y(x"+ut') X' = y(x - ut)

y=y' oraz y' =y (8)
z=7 7'=12

— ! u 4 ’ u
t—y(t +C—2Xj t :y(t—c—zxj

W transformacji Lorentza wystepuje znany nam juz czynnik Lorentza:
1

u2

-

Zauwazmy, ze charakterystyczng cechg tej transformacji jest ,,przeplatanie si¢”

wspotrzednych czasowych 1 przestrzennych; wystepuje to w formule na transformacj¢ czasu:
. u . . . . .
t= y(t +— Xj . Ponadto, zgodnie z ta transformacja czas nie ptynie w tym samym tempie w

obu uktadach (t = t").

3. Kilka wnioskow 7 transformacji Lorentza

UPLYW CZASU

Wykazemy teraz, ze z transformacji Lorentza wynika wniosek, iz tempo uptywu czasu jest

rozne w uktadach 01 0', czyli w takich, ktore si¢ poruszajg wzgledem siebie (wykazaliSmy to

juz powyzej, poprzez proste rozumowanie z zegarem swietlnym — Rys. 5 i 6). Z transformacji

u
t= Y(t’+—lej
C

Lorentza mamy:
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Zatdézmy, ze jakie$ dwa zdarzenia maja miejsce w uktadzie O’ punkcie x’'= 0, w chwilach ¢/
I ¢;, czyli nastgpuja w odstgpie czasu At’. Chcemy wyliczy¢ odpowiadajacy mu odstgp czasu

At w uktadzie O. Zgodnie z powyzszym réwnaniem:

9
At:yAt'+yizAx' ©)
C

gdzie: At'=t’, —t;. Poniewaz oba wydarzenia zachodzg w tym samym miejscu w uktadzie

O’, wiec: AX'=0. A zatem

At=y At’ (10)

Wynik ten dostaliSmy juz wczes$niej, przy okazji rozumowania z zegarem $wietlnym (Réwn.
4). Oczywiscie: At > At'.

Zalozmy teraz, ze dwa wydarzenia zachodzace w punktach X; i X}, ( a zatem w uktadzie 0")
sg jednoczesne ( At’ =0). Moze to by¢, na przyktad, zapalenie si¢ dwoch zarowek. Jaki jest
odstep czasu miedzy tymi wydarzeniami w uktadzie 0 ?

Z Rown. 9, biorge pod uwage, ze At =0, otrzymujemy :

11
At =y AX'# 0 (1)
c

Widzimy zatem, ze te same dwa wydarzenia w uktadzie 0 (poruszajacym si¢ wzgledem
uktadu 0’) nie sg jednoczesne.

A zatem — jednoczesnosc jest wzgledna !!!

Jesli dwa uktady odniesienia poruszajg si¢ wzgledem siebie, to dwa wydarzenia jednoczesne
w jednym uktadzie nie beda jednoczesne w drugim. W mechanice klasycznej taka sytuacja

jest nie do pomyslenia !

SKROCENIE DEUGOSCI

Zat6zmy, ze obserwator 0 chce zmierzy¢ dlugos¢ preta, ktéry spoczywa w uktadzie 0’; konce
preta znajduja si¢ w punktach x| i x;. Z transformacji Lorentza mozemy napisa¢ kolejno:
Xy =X, = UL,

X3 =YX, —yut, (12)
a zatem

1.
X, =—X, +Uut,

1.
X, = — X, +ut;

13



Dhugos¢ poruszajacego si¢ preta mierzona w uktadzie 0 wynosi AX = X, — X, czyli:
1,
AX = — AX'+UAt
Y
gdzie oczywiscie:
AX" =X, =X’
At=t, -t
Obserwator 0 musi zmierzy¢ potozenie obu koncow roéwnoczesnie (gdyz one si¢ poruszaja); a

wiec t1 = to — At = 0. Otrzymujemy ostatecznie:

2
AX = le’ = 1/1—\/—2 - AX'
Y c (13)

A zatem dlugos¢ preta, ktora otrzymamy w uktadzie 0 (uktad ruchomy wzgledem preta) jest

krétsza niz ta, ktorg zmierzymy w uktadzie 0’ (uktad w ktorym pret spoczywa). Podsumujmy:

AX < AX" — dhugos$¢ preta mierzona z ukladu poruszajacego si¢ (wzgledem preta) jest

mniejsza niz dlugo$¢ wyznaczona dla preta spoczywajacego.

A zatem mamy efekt skrdcenia diugosci.

Przyktad:

Dwéch obserwatorow mija si¢, kazdy trzymajac identyczny pret metalowy; dtugos¢ preta
zmierzona w ukladzie wlasnym wynosi 1 m. Jednak kazdy z obserwatorow mierzac dtugos¢
preta partnera znajdujacego sie w uktadzie kolegi (czyli poruszajacego si¢), zobaczy pret

2

partnera skrocony { l—v—] razy. Jesli wzgledna ich predko$¢ wynosi v=0.6 ¢, to zgodnie z
C

2

Rown. 12, kazdy z dwdch obserwatordw zamiast zobaczy¢ pret o dlugosci 1 m , zobaczy pret

o dhugosci Ax=80 cm.

lm 80 cm
gdy v=06 ¢ EEEEsEsss——— - D
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RELATYWISTYCZNE DODAWANIE PREDKOSCI:

Zobaczmy teraz, jakie prawo dodawania predkosci wynika z transformacji Lorentza

(Rown.8):

0->0
X' = y(x - ut)
y'=y
Z'=z

, u
t :'Y(t—C—ZXj

Przypusémy, ze jakie$ ciato porusza si¢ z predkoscig v’ wzgledem 0'. Jaka jest predkos¢ v
ciata w uktadzie 0? Przyjmujac, ze uktad 0’ porusza si¢ wzgledem uktadu 0 z predkoscia u

(patrz Rys. 9)

Nr
—
N\J

L

!

Rys.9. Cialo porusza sie z predkosciq v’ wzgledem ukitadu 0°, zas uktad 0’ ma predkosc¢ u
wzgledem uktadu 0. Jakq predkos¢ ma wzgledem uktadu 07

Wedtug mechaniki klasycznej otrzymaliby$Smy zgodny z nasza codzienng intuicjg wynik:
v=u+v’. A jaka predkos¢ wypadkowa zarejestrujemy w ukladzie 0 zgodnie z STW?
Z transformacji Lorentza wynika, zZe:

AX' = y(Ax — uAt)

At = y(At - %ij (14)
c

Dzielagc dwa powyzsze rdwnania stronami:
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AX' AX—UAt  ap © (15)
AU g Uk 1o U AX
c® At
Zauwazmy, ze:
A A
At/ COAt
czyli:
_ 16
vV uu (16)
1-—v
C2
Przeksztalcajac:
! u !
V-—wW'=v-u
C
v'+u:v(1+izv’j
C

Ostatecznie otrzymujemy wynik na wypadkowa predkos¢ v:

V' +u
149V (16a)

CZ

Z tego wzoru mozemy potwierdzi¢ postulat statej predkosci swiatla, niezaleznej od uktadu
odniesienia. Zatozmy, ze v' = ¢, czyli, ze np. poruszajacym si¢ ciatem jest kwant Swiatla
(jego predkos¢ wynosi ¢ wzgledem uktadu 0’); wiemy, ponadto, Zze uktad 0’ porusza si¢ z
predkoscia u wzgledem uktadu 0. Ile zatem wyniesie wypadkowa predko$¢ kwantu $wiatta

wzgledem uktadu 0? Podstawiajac do powyzszego rownania v’ = ¢, Otrzymujemy:

c+u c+u c(c+u)
V= - V= = =c =v=cC
1+u—2C 1+l: (c+u)
c

A zatem dostaliSmy poprawny, zgodny z doswiadczeniem rezultat, ze predkos¢ Swiatta
wynosi ¢ wzgledem kazdego z dwoch poruszajacych sie uktadéw odniesienia. Jak widzimy,

transformacja Lorentza pracuje poprawnie !
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4. Czasoprzestrzen, interwal

Czterowymiarowg przestrzen Einsteina: (X,y,z,t) nazywamy czasoprzestrzenig. Kiedy chcemy
scharakteryzowac odlegto$¢ migdzy dwoma wydarzeniami, nie wystarczy podac tylko réznicy
wspotrzednych przestrzennych (AXx, Ay, Az) ; trzeba roéwniez podaé rdznicg wspotrzedne;j

czasowej (At). Wielko$¢ fizyczna opisujgca odleglo$é miedzy dwoma zdarzeniami nazywa sig

interwatem, ktory definiujemy nastgpujaco:

As,, =Jc?At2 —(AXE + Ay? + AZ?) (17)

Mozna wykaza¢, ze interwat jest niezmiennikiem wzgledem transformacji Lorentza, tzn. ma

takg sama warto$§¢ w kazdym inercjalnym uktadzie odniesienia:

As,,'=As,, (18)

5. Dynamika relatywistyczna

ZALEZNOSC MASY OD PREDKOSCI

Podstawowe prawa mechaniki, jak zasady zachowania : pedu, kretu, i energii pozostaja wazne
1 w mechanice relatywistycznej, ale znaczenie niektorych wielkos$ci ulega zmianie. Np.,
wykazuje sig, ze jesli ma pozosta¢ stuszna zasada zachowania pgdu, to masa ciata nie moze

by¢ wielkos$cig statg; musi ona zaleze¢ od predkosci wg. wzoru:

m (19)
m=m,y= —02
v
sl

W relacji powyzszej m, oznacza mas¢ spoczynkowa ciafa, czyli mas¢ ciala pozostajacego w

spoczynku, za§ mas¢ m nazywamy tez masg catkowita.
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| y=m/m,

1
v/c

0

0.0 0.2 0.4 06 08 1.0
Rys.10. Zaleznos¢ masy catkowitej od predkosci. Mase i predkos¢ wyrazono w sposob

znormalizowany, tzn. jako m/mg oraz vi/c.

Ped w mechanice relatywistycznej wyraza si¢ podobnie jak w mechanice klasycznej, z tym,

ze jako mase trzeba wzig¢ mase catkowita:

p=mv (20)
p=myy Vv

Zalezno$¢ masy od predkosci (Rown.19) zostata potwierdzona do$wiadczalnie w szeregu

doswiadczen, np. w badaniach ruchu i zderzen czastek elementarnych.

MASA | ENERGIA

Aby utrzyma¢ w mocy zasad¢ zachowania energii w mechanice relatywistycznej, pomigdzy

masg a catkowitg a energig ciata, zwang energig catkowitg, musi zachodzi¢ zwiazek :

E=mc? =m,y c? (21)

Jest to stynne réwnanie Einsteina wyrazajgce rownowaznos¢ masy i energii.

Przedyskutujmy to rownanie. Zal6ézmy, ze ciato jest w spoczynku. Wtedy masa tego ciala jest

rowna m, 1 jego energia, zwana energiq spoczynkowg, Wynosi:
E, =m,c? (22)
Czym jest, zatem energia Kinetyczna? Jest ona po prostu rdznicg pomiedzy energig catkowita

1 spoczynkow3:
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E.,=E-E, =(m-m,)c? (23)

lub tez:

E, =myc’(y—1)=m,c? 1 (24)
v
c

Uzyskang zalezno$¢ na energie kinetyczng przedstawiono na Rys.11.

7

6 1 E/mc2
ko Ek = (m - mg) ¢?
5-

3 1 Zakres mech.
klasycznej
2] E =mV

T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
v/c

Rys.11. Zaleznos¢ energii kinetycznej od predkosci. Energie kinetyczng i predkos¢ wyrazono

w sposob znormalizowany, tzn. jako Ex/moc? oraz vic.

W relatywistyce musimy uzywac, zatem zupetnie innej formuly na energi¢ kinetyczna, niz ta
1

do ktorej przywyklismy w fizyce klasycznej (E, = 5 mv?). Niemniej, tatwo mozna wykazaé

ze dla matych predkosci, rownanie relatywistyczne (Rown.24) przechodzi w relacje¢

klasyczng. Rozwinmy w szereg Taylora wyrazenie wystepujace w powyzszym rownaniu:
1 - : V2
=(1-x) ? gdzie X=—
v? c
e

dla bardzo matych x, w wokdét punktu x=0, biorgc tylko dwa pierwsze wyrazy rozwinigcia;
otrzymamy:

1 1
1- =1+—
(1-x)2 +5X

2
\"
Podstawiajgc ten wynik dla X = —- z powrotem do Rown.24, otrzymujemy:
C

2
%Z—Z: E, =%m0v2
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Czyli, gdy przechodzimy do bardzo matych predkosci (w porownaniu z predkoscia §wiatla),
relatywistyczny wzor na energi¢ kinetyczng przechodzi we wzor klasyczny. Zaznaczono to

symbolicznie na Rys.11. Z drugiej strony widzimy, ze gdy V—>C to E, — . A zatem

rozpedzenie ciata (obdarzonego masa) do predkosci swiatta v = ¢ wymagatoby nieskonczenie
wielkiej pracy, a zatem jest niemozliwe. Z predkoscig $wiatla mogg poruszac si¢ jedynie
czastki elementarne o zerowej masie spoczynkowej, takie jak foton (czyli kwant §wiatta).
Energia kinetyczna zwigzana jest z przyrostem masy ciala. Okazuje si¢, ze to samo dotyczy
innych rodzajéw energii: np. zegarek z nakrecong sprezyng wazy nieco wigcej, niz ten sam
zegarek nienakrgcony, czy tez cialo podniesione nad poziom Ziemi, zwigksza swoja mase. Te
zmiany sg bardzo niewielkie i sg trudno zauwazalne w obserwacjach zycia codziennego.
Dopiero w zjawiskach atomowych i jadrowych zamiana masy na energi¢ moze by¢ tatwiej
zademonstrowana. Na przyktad praca reaktora jadrowego polega przeciez na tym, ze czg$¢
masy jader atomowych, uczestniczacych w reakcji rozszczepienia, zamienia si¢ na energi¢
zgodnie z wzorem: E=mc? (nawiasem mowiac szczegdlna teoria wzglednosci dostarczyla
podstaw teoretycznych do konstrukcji reaktorow atomowych oraz — niestety — takze bomby
atomowej).

Innym ciekawym przyktadem konwersji energii jest fakt, Zze kwanty promieniowania (energia
ich wynosi hv, gdzie h jest statg Plancka, zas v czgstotliwo$cig promieniowania), zmieniajg
swoja czestotliwos¢, jesli poruszaja si¢ w kierunku pionowym w polu grawitacyjnym Ziemi.
Zwigkszaja swoja czestotliwose, jesli poruszaja sie¢ w dot, za§ zmniejszaja, jesli biegng w
gore. Oddziatywaja one z polem grawitacyjnym tak, jakby miaty mase m=hv/c?. Biegnac do
géry wykonujg prace przeciw polu grawitacyjnemu, przez co ich energia, a zatem i

czestotliwos$¢ maleja.

ZWIAZEK ENERGII, MASY I PEDU

Na koniec naszych rozwazah wyprowadzimy charakterystyczng relacje wigzaca energi¢ 1
mase catkowita ciata oraz jego ped. Przypomnijmy wzory na energi¢ catkowita 1 ped ciala:
E =mc? oraz  p=mv
Podniesmy te réwnania do kwadratu:
E?=m2c* oraz p?c®=m?v’c?
przy czym drugie z nich pomnozyliémy jeszcze dodatkowo przez c?.

Odejmijmy je teraz stronami:
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E2 _ 2C2 _ m2c4(1_v_2)
p - C2

Podstawiajac do powyzszego, wyrazenie na mas¢ catkowita:

m= Mo
otrzymujemy:
E* —p%c® = moz\(/:: (1—\C/—j
(1—C7)
czyli:
E2—p%c? =m,’c* (25)

lub rownowaznie:

E =,/m2c* + p?c? (26)

OtrzymaliSmy bardzo charakterystyczny rezultat. Moéwi on, ze na catkowitg energi¢ (E) ciata
sktadajg sie: energia spoczynkowa (moC?) oraz przyczynek zwigzany z ruchem ciata (pc?),
przy czym te dwa sktadniki dodajg si¢ jak sktadowe wektora.
Ponadto z Ré6wn.25 wida¢é, ze wyrazenie:

E2 - p%c? (27)
jest niezmiennikiem, tzn. jego warto$¢ jest taka sama we wszystkich inercjalnych uktadach
odniesienia (w szczegdlnosci nie zalezy ono od predkosci v, a zatem 1 od czynnika Lorentza

v) w przeciwienstwie do E oraz p.

PrzeprowadZmy na koniec dyskusje wyrazenia na catkowita energi¢, E (Rown.26),

rozpatrujac trzy przypadki:

a) Jesli czastka nie ma masy spoczynkowej (mo=0, np. kwant $wiatta Iub vy, neutrino) to —

E=pc (28)
Znajdujemy stad przydatne wyrazenie na ped fotonu:
E_hv @)
c c
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gdyz energia fotonu wynosi hv. Ped niesiony przez kwanty promieniowania
elektromagnetycznego wyjasnia proces elastycznego zderzenia kwantow y z elektronami (w
zjawisku Comptona) czy tez ci$nienie wytwarzane przez Swiatto.

Zauwazmy, ze wynik z Rown.28 jest takze w przyblizeniu prawdziwy dla czastki majacej
bardzo duzg energi¢ kinetyczng (co si¢ wyraza duzym pedem), tak ze mozna w poréwnaniu z

nig zaniedba¢ energi¢ spoczynkowa (por. Réwn. 26).

b) Jesli ped czastki wynosi zero (p=0) to jej energia catkowita roéwna jest energii

spoczynkowej (por. Rown. 26):

E=m ¢’ (30)

0

Jest to przypadek czastek pozostajacych w spoczynku.

¢) Rozpatrzmy teraz czastke o niewielkim pedzie. Energia Kinetyczna wynosi:

E,=E-m’

lub:
p2
E, =ymic +p’c® —m,c? =myc® [1+—— —m,c?
mZc
p2
Zaltdzmy teraz, ze ped czastki jest matly tak, iz wyraz g <<1. Zastosujmy w powyzszym
0

réwnaniu przyblizone rozwinigcie pierwiastka kwadratowego: v1+X =1+ EX (poprawne dla

matych x); otrzymamy zatem:

1 p’ p’°
E, =m,c?l+=—— |-m,c° =—
k 0 { ] 0 2m

2 mac? 0
p? m.v2
A wigc dostaliSmy klasyczne wyrazenie na energi¢ kinetyczng (E, = > = 02 ), pod
mO

warunkiem, ze czgstka ma maty ped.
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