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SPREZYSTOSC

Wszystkie ciata wykazuja charakterystyczny zakres odksztatcenia, zwany sprezystoscia. Jesli
rozciagamy pret (w kierunku osi x1), to relacje miedzy przylozonym naprezeniem ocip |
uzyskanym wzglednym wydtuzeniem ciala €11 opisuje stynne prawo Hooke’a:

dl

I

Prawo Hooke’a w jednym wymiarze (klasyczny test rozciggania)

gdzie E jest modutem Younga, 611=F/S (S jest przekrojem poprzecznym preta), zas e11=dl/I.

Skad sie w bierze sprezystos¢ cial ?

Spojnos¢ ciat statych zapewniaja wigzania: jonowe, metaliczne, kowalencyjne, polaryzacyjne
(Van der Walsa) i wodorowe.

V(x)

Potencjal miedzy dwoma atomami. Linig przerywang pokazano, Ze w potoZeniu rownowagi
(minimum potencjatu), ksztatt potencjatu moze by¢ przyblizony przez parabole.

Prawa sprezystosci wyprowadzi¢ mozna z oddziatywan atomowych. Rozpatrzmy zagadnienie
w jednym wymiarze (wzdtuz osi x). Wprowadzmy zmienng u, opisujacg wychylenie atomu z

polozenia rownowagi:

U=X - Xo
lub x=xp+u

gdzie x jest aktualnym potozeniem atomu, za$ Xo — jego potozeniem réwnowagi.



Rozktadamy potencjat w szereg Taylora:

dv u’(d*v
V(x)=V(x0)+u(dexo +2!(dle +... 2

Tylko te trzy sktadniki rozwinigcia sg dla nas istotne, dalsze jako zaniedbywalne — pomijamy.

W punkcie rownowagi (x=xo) zachodzi: ((;VJ =0. A zatem:
X X

u?(d*v
V(x)=V(x,)+ Z(dle 3)

Pamigtajac, ze: x=xo+U, powyzszg relacje mozemy napisac:
2

u
V(u)=A+ £ B (4)
gdzie A i B sg stalymi.
Jesli atom zostaje wychylony z potozenia rownowagi, to dziala na niego sita F:

__dV(u) e
F= i = F=—uB=-ku 5)

gdzie k=B mozemy zidentyfikowac¢ jako statg sprezystosci. A zatem odnajdujemy typowa
relacje, ktora opisuje rozciaganie sprezyny:
F=-ku (6)

Jezeli to my rozciggamy ciato (np. pret), to przyktadana sita wynosi: F = ku. Normalizujac
sit¢ i wydhuzenie: F/S=k’ u/L (gdzie S jest przekrojem poprzecznym, L — dtugoscia
poczatkowg preta), odnajdujemy klasyczne prawo Hooke’a ( Rown. 1) dla jednego wymiaru:
G,, = Eg;4, gdzie E=k’ jest modutem Younga.

Przypadek ogolny - trojwymiarowy

W przypadku ogdélnym, interesuja nas jednak wszystkie sktadowe przylozonych naprezen i
rowniez wszystkie sktadowe odksztatcenia (wywolane przez przylozone naprezenia). Sytuacje
taka opisuje trojwymiarowe prawo Hooke’a, ktore jest relacja pomiedzy tensorami:

o = Cieu (72)

& = SO (7b)

Wielkosci Sijui | Cijui s3 tensorami czwartego rzedu (majg cztery wskazniki).

Cijki jest tensorem sztywnosci (ang.: stiffness), za$ Siju — tensorem podatnosci sprezystej
(ang.: susceptibility). W relacji powyzszej zastosowano oczywiscie konwencje sumowania po
powtarzajacych si¢ wskaznikach (np., po prawej stronie Réwn. 7a wystepuje 9 sktadowych
tensora odksztatcenia; ponadto rownanie to przedstawia 9 rownan na poszczegolne sktadowe
tensora naprezenia). Trzeba zwroci¢ uwage, ze Rown. 7a 1 7b nie sg po prostu swoimi
odwrotnos$ciami. Réwnania te opisujg inne sytuacje eksperymentalne. Rown. 7a opisuje
sytuacje, gdy czynnikiem wymuszajacym sg odksztalcenia (&ijj), a odpowiedzig materiatu sg



naprezenia wytworzone w materiale (oij). Natomiast Rown. 7b opisuje sytuacje odwrotng: do
materiatu przyktadamy zestaw naprezen (oij), a odpowiedzig jest odksztatcenie materiatu (&jj).
Omoéwmy teraz kilka whasnosci symetrii tensorow S i1 C.

Symetrie tensorow sprezystosci

Rozwazymy w tym celu kilka sytuacji do§wiadczalnych.

a) Przyktadamy tylko jedng sktadowa napre¢zenia: o11. [le wynosza €231 €32 ?
Stosujemy Réwn. 7b:

€93 = S,311013

€37 = S39110713
lecz: €3 = €3y = S3p11 = Sya11

i ogodlnie:

Siii = Siia 8

b) przyktadamy sktadowsa naprezen 632=023, ile wynosi g12?

Stosujac ponownie Rown. 7b:

€12 = S1293023 + 512303, = 035 (S1203 + S1232)
Sktadowych S1223 I S1232 nie mozemy wyznaczy¢ oddzielnie, lecz tylko ich sumg. Przyjmuje
si¢ zatem konwencje, ze warto$¢ powyzszego nawiasu dzielimy rowno pomiedzy te sktadowe
tensora S; a zatem:

Siii = Sijik ©)

Tak wigc istnieje symetria ze wzgledu na przestawienie wskaznikow w pierwszej parze, a
takze w drugie;.

c) Istnieje jeszcze jedna symetria tensorow S i C, polegajaca na przestawieniu obu par
wskaznikow:
S., =S,
ijkl kli
] ] (10)
Symetri¢ ta mozna wykaza¢ w oparciu o rozwazania energetyczne.

Zapamigtajmy takze, iz:

WSZYSTKIE POWYZSZE SYMETRIE WYKAZUJE TAKZE TENSOR Cija !

d) Na ogot Sy, # 1

Cijkl
Jest tak, poniewaz obie stale opisujg rézne eksperymenty.
Rozwazmy test rozciggania osiowego:



dl

Czynnikiem ,,wymuszajacym” jest tu sktadowa naprezenia: 611=F/S, za§ mierzong
,,odpowiedzig” materiatu jest wydluzenie wzglgdne €11; zwigzek migdzy nimi jest
nastepujacy:

&1 =S40y

(11)
Z drugiej strony wiemy, ze: o,, = Eg,,; ostatecznie:
1
E=
Sllll (12)

Trzeba tu dodag, ze cho¢ mierzymy sktadowa €11, to w materiale wystapity i inne sktadowe
odksztatcenia (np. €221 €33).
Natomiast stata Ci1111 opisuje inny eksperyment: wymuszamy na probce wydtuzenie wzgledne
€11 (i tylko t¢ sktadows, inne sktadowe maja by¢ zerowe !) i pytamy ile wynosi sktadowa
naprezen c11, ktora wyindukowata si¢ w materiale (wystapia i inne sktadowe aij). Oczywiscie:
1
S1111 # E (13)

Sprezysto$¢ liniowa 1 nieliniowa

WidzieliSmy powyzej, ze liniowy charakter sprezystosci wynika z przyblizenia dotka
potencjatu migdzyatomowego przez funkcje drugiego stopnia (parabole). PrzybliZenie to jest
dobrze spetnione dla matych wychylen atomu z potozenia rownowagi. Natomiast dla
wiekszych wychylen, ale jeszcze odwracalnych — mamy sprezysto$¢ nieliniowa. Efekt ten
dobrze wida¢ na krzywej rozciggania wiskersow, zamieszczonej na koncu Rozdziatu:
»Naprezenia 1 odksztatcenia”. My zajmowaé si¢ bedziemy tutaj wylacznie sprezystoscia
liniowa.

Transformacia tensoréw C i S do nowego ukladu odniesienia.

Poniewaz stale sprezyste sg tensorami czwartego rzedu, to ich wzory transformacyjne
zawierajg iloczyny czterech kosinusow kierunkowych:

im™ jn mnop

: (14)
C ijkl = aimajnakoalp ) Cmnop

W réwnaniach tych zastosowana jest konwencja sumowania po powtarzajacych si¢
wskaznikach. Po prawej stronie, np., pierwszego z rownan wystepuje 81 sktadowych tensora
S ze starego uktadu odniesienia; ponadto rownanie to przedstawia 81 réwnan na poszczegdlne

skladowe tensora S’ w nowym uktadzie odniesienia.



Notacja macierzowa

Tensory C i S posiadaja po 81 skladowych. Ze wzgledu na przedstawione powyzej symetrie,
ilos$¢ niezaleznych sktadowych jest duzo mniejsza. Jest to powod dla ktérego uzywa sie
zredukowanej notacji zapisu tensoréw S i C, zwanej notacja macierzowg. Poza tym jest rzecza
wygodng operowaé¢ dwuwymiarowg macierza, ktorg mozemy w sposob przejrzysty
przedstawi¢ na kartce papieru. Biorac pod uwagg, ze jest sze$¢ niezaleznych sktadowych
tensoréw odksztatcenia i naprezen, tensory S 1 C przedstawia si¢ jako macierze o wymiarach
(6x6). Istotg tego skroconego zapisu jest zastgpowanie pary wskaznikoéw — jednym, zgodnie z
nastepujaca reguta:

stare wskazniki nowe wskazniki
11 — 1
22 —2

3353 (15)

23,32 >4

13,31 — 5

12,21 —» 6

Rozpocznijmy od tensora oij:

0,
o,
Oy Op Op o (16)
3
Oy Opn Oy |
O,
O3 O3 Oy
O
Og

Zamieniajac tensor &jj na macierz kolumnowa, uzywamy dodatkowo wspoétczynnikow ,,2”
przy sktadowych $cinajacych (czynnik ten uwzglednia fakt, Ze istnieja zawsze dwie, rowne
sobie sktadowe $cinajace odksztatcenia; a zatem przyktadowo: g6=2¢12, gdyz e12=€21).
Schemat zamiany tensora &jj na macierz kolumnowa podany jest ponizej:

517 &1
& €9
&1y & &3 c c
3 33
& & & —> =
n €n E€x
&, 2&,, a7
€ &3 Ex 2
&y €13
&6 | |26y, ]

Tensor Cijk zamieniamy na macierz kwadratowg zgodnie z regulami podanymi w tabelce
(Rown. 15):
Ciw = Cun (18)

Ostatecznie prawo Hooke’a (Réwn. 7a) mozemy zapisa¢ w postaci macierzowe;j:



Prawo Hooke’a:

c; = Cjg; (19)
lub tez w postaci rozwinigte;j:
I S | _C11 C, Cu Cu Ci Cy 11 € |
G, Ch Cp Cp Gy Cx Cyuf e
Os | _ Ca Cyp Gy Gy Ciy Cy | &3
G, Cu Cp Cp Cup Cp Cu | (20)
Os Ca Csp Gy Gy G Cyg| | &
1661 |Cai Coo Ca Cor Cg Coo |86

Chcieliby$Smy mie¢ ten zapis rowniez i w drugg strong, tzn.g; =S;c ;. Konsekwencjg Rown.
(17) oraz faktu, ze rbwniez w tensorze odksztatcenia sg pary rownych sobie sktadowych
$cinajacych (np. 612=021), zamiana Sijx — Smn jest nieco bardziej ztozona (niz tensora C).
Przy redukcji tensora S do macierzy stosujemy nastgpujacy algorytm:
Smn = pmnSijkI
Ij—>m (2 1)
kIl ->n
gdzie redukcja wskaznikoéw jest dana Rown. 15, za$ czynnik pmn ma nastepujace warto$ci:
pmn=1 dlam, n <3
pmn=4 dlam, n >3
pmn=2 dla pozostatych przypadkow (m>3, n<3 oraz n>3, m<3).

Ponizej pokazano schematycznie, jakie warto$ci przyporzadkowujemy poszczegdlnym
WYrazom macierzy pmn:

NN Np b

Prun (22)

A A BN DNMND
A A B DD
A A BN DD

1
1
1
2
2
2

N N DR

Ostatecznie mozemy zapisa¢ prawo Hooke’a w postaci macierzowej, przy uzyciu macierzy S:

& =50, (23)
lub tez w postaci rozwinigte;:
i & 1 _811 S, S S S S I S ]
€ Sy Sy Su Sy Sy Si| |0
€3 _ Sai Sy Si Sy Sy Sy RRE (24)
€, Sy Si Siz Sy S Sk | |0
€5 Ssi S, Sss Sy Sss Sse | | Os
(€5 [Set Sez Ses Ses Ses Ses | |6

Zbierzmy, raz jeszcze uzyskane relacje macierzowe:



[¢]=[8][o] oz [o]=[C][e]

(25)
zatem: [c]-[s]=1
Energia zgromadzona w materiale odksztalconym sprezyScie
s dla sprezyny:
B 0 X’
Rozciggamy sprezyne na odlegZ;v'é x’ (od potozenia rownowagi). Przyktadana sila przy
wychyleniu x wynosi: F=kx
Praca rozciagnigcia sprezyny na odlegto$¢ x” wynosi:
W = [F(x)dx
0
X' 1 2
W = [kxdx = = kx
W = 1 F(x")x'
2
Czyli ogo6lniej:
1 26 a
W = 5 F(x)-x (262)

*

% w przypadku odksztalcenia 3-wymiarowego:

Rozwazmy odksztatcenie jednostkowego szescianu danego materiatu. W analogii do Rown.
26 a, calkowita praca odksztalcenia szeScianu jest sumg prac zwigzanych z poszczegdlnymi
sktadowymi odksztalcenia (gj), a zatem:

Powyzsza praca jest jednocze$nie energia sprezysta zgromadzong w jednostkowej objetosci
materiatu (czyli energig wtasciwg).
Rownanie powyzsze mozna wyrazi¢ w kilku rownowaznych postaciach:



1

1 1
W = Ecjgj = ECijaiej = ESijcsicsj

lub : (28)

1 1
W= ECklmngkISmn = EsklmnGkIGmn

Wyrazenia powyzsze dotycza energii wlasciwej (czyli energii na jednostke objetosci). Jesli
liczymy energi¢ sprezystg calego ciata, musimy policzy¢ calke po jego objetosci:

W, = [W(x,y,z)dV
Vo (29)
gdzie Vo jest catkowita objetoscia ciata.

WPLYW SYMETRII NA STALE SPREZYSTE

Symetria ciata (krysztalu) wptywa na ksztalt macierzy statych sprezystych Si C.
Na poczatku zauwazmy, ze macierze S i C sg symetryczne, tzn:

Cij =C ji
S, =S, (30)
Wynik ten mozna dostac¢ przy okazji rozwazan dotyczacych pracy odksztalcenia sprezystego
ciala. RoOwniez symetria ciala wywiera przemozny wptyw na ksztalt macierzy S i C. Ponizej
podamy macierze C i S dla trzech przypadkdéw symetrii ciat (krysztatow): regularnej,
rombowej i izotropowej.

Symetria regularna:

c, C, C, O 0 0
c, C, C, O 0 0
.- C, C, C, 0O 0 O
ilo 0o o0 c, 0 0 (31)
o o o o ¢, O
10 0 0 O Cu |
Wystepuja tutaj trzy rézne wspodtczynniki Ci1, Ci2, Cas, ktore definiujg 12 niezerowych
wyrazow tej macierzy.
Oczywiscie ksztatt macierzy S jest identyczny.
Symetria rombowa
c, C, C, O 0 0]
c, C, C, O O O
e |G Chcy 0 0 0
! o o o0 ¢, 0 O (32)
0 0 0 0 ¢C O
10 0 0 0 0 Cg]




Wystepuje tutaj 9 niezaleznych wspotczynnikow, ktore definiuja 12 niezerowych wyrazow
macierzy.

Ksztalt macierzy S jest identyczny.

Zauwazmy, Ze im nizsza symetria ciata tym wiecej bedzie niezaleznych wspotczynnikow,
definiujacych macierz sprezystosci. W przypadku ciata o najnizszej mozliwej symetrii, czyli
krysztatu trojskosnego, niezaleznych wspotczynnikoéw bedzie 21.

Material izotropowy

Przyktadem materiatu izotropowego moze by¢ ciato o strukturze amorficznej (szkto, zastygla
smola itp.), ale takze polikrysztat bez tekstury (jest to tzw. ciato quasi-izotropowe).

Latwo mozna wykaza¢, ze w przypadku ciata izotropowego tylko dwie niezalezne state A i p
(state Lamé’go) definiuja catg macierz sprezystosci. | tak:

Cro=A, Cas=p oraz Cp=A+2u.
Macierze S i C maja nastepujaca postac:

A+2u A A 0 0 0
A A+20 A 0 0 O
o | * A A+2u 0 0 O
y 0 0 0 oo (33)
0 0 0 0 pn o
|0 0 0 0 0 pj
S, S, Sy, 0 0 0o
S, Su Sp 0 0 0
o _|Se Su Su 0 0 0 (34)
10 0 0 2S;-Sp) 0 0
0 0 O 0 2(Sy; —Sp) 0
0 0 0 0 0 2(Sy —Sw) |
gdzie:
I VE
tp(Br+2u)
-A
%2 = 5@+ 20)
u M
2(811_812)=E

Przvklady zastosowan:

a) material izotropowy pod obcigzeniem osiowym:

Rozciggamy materiat w kierunku osi x1. Relacja taczaca o1 1 €1 jest nastepujaca:



czyli:
1 (35)

Obok wydluzenia, w kierunku x1, wystapig tez skrécenia poprzeczne:
€, =8&; = S5,,0; (36)

Interesujacy jest stosunek obu skrocenia poprzecznego do wydtuzenia; podaje go
wspotczynnik Poissona (v):

€ €3
—_—— ==YV
- (37)
W $wietle relacji podanych wyzej:
vz
S11 (38)
b) Scinanie ciala izotropowego:
X3 A X3
—
~ X X;

Zmiana ksztattu ciala pod wptywem odksztatcenia typu Scinajgcego

Zaldzmy, ze przykladamy naprezenie Scinajace 623=032=04 (pozostate sktadowe sa zerowe).
Korzystajac z Rown. 24 i 34:
&4 =S40, = 2(Sy —Sp,)o, (39)

Z drugiej strony, z klasycznej postaci prawa Hooke’a
c, =Gg, (40)

Po poréwnaniu otrzymujemy nastepujace wyrazenie na modut §cinania G=p :
1
G = =
2(811 - S12) 3 (41)

Roézne wprowadzone juz przez nas state sprezystosci dla ciata izotropowego nie sg od siebie
niezalezne. I tak, wiedzac, ze:

otrzymujemy:

10



Gzz(1+vj:2(1+v) (42)

c) odksztalcenie materialu izotropowego pod wplywem naprezen hydrostatycznych
Jest to stan napr¢zen, w ktorym wystepuja tylko sktadowe normalne o takiej samej warto$ci p:

0, =0,=063=p

6,=0,=0,=0 (43)
Taki stan naprezen panuje np. w cieczy (na statej wysokosci).
Stosujac uogodlnione prawo Hooke’a:
[e]=[8] [o]
dla osrodka izotropowego otrzymujemy:
& =PS;; +2pS;, =p(S;; +2S,)
€, =PSy; +2pS;, = p(Sy; +25,,) (44)
€y =PSy; +2pS;, =p(S,, +25;,)
€, =6 =¢6,=0
Wzgledna zmiana objgtosci, czyli dylatacja A:
AV
A:7:81+82 +83 :Sp(sll+2812) (45)
A zatem modut sprezystosci objetosciowej, K, wynosi:
A AV 3p(S,+25,)  3(S,+25) (46)
\
Ostatecznie:
K=[3(S,,+2S,, )]_l (47)

Modut sprezystosci objetosciowej K mozemy wyrazi¢ rowniez przez E 1 v (korzystajac z
Rown. (35) 1 (38)):

3(1-2v) (48)

Wartosci wspolczynnika Poissona

Wykorzystujac Rown. (42) i (48) obliczmy wyrazenie:
K _ 2(1+v)
G 3(1-2v) (49)

Wyliczmy stad v:

11



36_2
V=
50
65+2 (50)
G

Na podstawie tej zaleznos$ci znajdziemy granice w jakich moze si¢ zmieniac v.

E —->0=>v=-1

Gdyby ﬁ 1 zatem zakres dopuszczalny wynosi: —1<v<0.5 (51)
— 0= V=
G 2

Przyktadowe wartos$ci dla materiatow:

piryt zelaza FeS,. v=-0.4

NizAl, CaN4 : v<0 (zwiazki te to tzw. auksetyki)
Cr: v -bardzo male warto$ci ujemne

Be: v=0

: : 1
metale polikrystaliczne: vzg

guma: v~l
T2

Na koniec zobaczmy, jakie sg typowe wartosci statych sprezystosci. Wspotczynnik Poissona
jest bezwymiarowy, natomiast pozostale state wyrazone zostaly w GPa (1 Pa= 1 N/m?):

Materiat E K G v Granica
Wytrzymatosci

Aluminium 70 73 27 0.34 0.1

Stal (Fe-a) 208 166 81 0.29 1.3

Mosiadz 98-112 40 26 — 36 0.3-04 0.3-0.5

Otow 16 41 5.6 0.44 0.015

Duraluminium 70 200 26 0.31 0.4

Miedz 123 137 46 0.34

Sod 8.9 8.2 3.4 0.32

W tabelce tej podano réwniez dla kilku metali tzw. granice wytrzymatos$ci. Jest to
maksymalna warto$¢ naprezenia normalnego jakiemu moze by¢ poddana probka; powyzej
niego probka ulega przewe¢zeniu, a nast¢pnie zerwaniu.

Anizotropia sprezysta

Czgsto jako wskaznika anizotropii sprezystosci ciat (krysztatow) uzywa si¢ wspolczynnika
Zenera:

2(811 _812) _ 2C,,
Sus Cn-Cyp

A=

Latwo sprawdzi¢, ze dla ciata izotropowego: A=1.
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