Problem 1: transformacja tensora Il rzedu

Wykazaé shusznos¢ wzordéw na transformacje tensora naprezenia do nowego uktadu
wspotrzednych:
| I
oj —4;a;04
a) uzZywajac zapisu macierzowego,
b) wykonujac dziatania na wskaznikach.

Uwaga: Wielkosci wyrazone w ,,nowym” ukladzie wspotrzednych zawsze oznaczamy przez

prim ().

Rozwigzanie:
Chcemy udowodni¢ prawo transformacji tensora II rzedu:
0;j = QixQj; Opy (D)
(indeks "prim' oznacza wielko$ci wyrazone w nowym uktadzie wspoirzednych).

Dowdd mozna przeprowadzi¢ na dwa sposoby:

a) dzialanie na wskaznikach

Tensor naprezen jest zdefiniowany przez:

F; = 0y;S; (2)
Wyrazmy wektory F 1§ w starym uktadzie odniesienia:
Fi =ayF,' oraz S;=am;Sy'.
(gdzie §; jest platem powierzchni prostopadtym do osi x;).

Podstawiamy te zaleznos$ci do (2):
ayiFy = 0ija,;Sy,’ i pomnézmy lewostronnie przez ay;:

I !
apiakiFk - apio-l-jaijm

lecz: apiag; = Sy

wiec:



Fp’ = api O'Uam]Sm' (3)
Przepiszmy definicje¢ tensora napr¢zen (2) napisang w nowym uktadzie:
Fp, = O-pm,Sm, 4)

Poréwnujac Rown. (3) i (4) otrzymujemy:

O-pm, = apiamjo-i]- (5)
Powyzszy wynik jest rownowazny z Réwn. (1), zatem prawo transformacji jest udowodnione.

b) dziatanie na macierzach

Jesli wektor sity F oraz wektor normalnej do powierzchni S przedstawimy jako macierze
kolumnowe troj-elementowe ([F] oraz [S]) zawierajace sktadowe tych wektorow, zas [G] jest
macierzg tensora naprezen (o wymiarze 3x3), to Rown. (2) mozna przedstawi¢ jako:

[F] = [a][S] (6)
Zauwazmy, ze [F] = [a]*[F'] oraz [S] = [a]t[S]
(gdzie [a]t jest transponowana macierzy obrotu [a]).

Podstawiajac powyzsze relacje do Réwn. 6 otrzymujemy:

[a]*[F'] = [o][a]*[S]
czyli:

[F'] = [al[o][a]’[S"]

W nowym uktadzie definicja tensora napr¢zen ma postac:
[F'] = [o'][S]
Porownujac oba powyzsze réwnania widzimy, ze:
[o'] = [a][o][a]’ (7
Uzyskany wynik (Row. 7) jest rownowaznym zapisem (macierzowym) prawa transformacji

wyrazonego przy pomocy wskaznikéw (Réwn. 1).



Problem 2 : transformacija tensora IV rzedu

Wykazaé stuszno$¢ wzoréw na transformacje tensoréw sprezystosci do nowego uktadu
, . " "
WSpOh'ZQdIl}’Ch. Sijkl - aimajnakoalpSmnop oraz Cijkl - aimajn akoalp Cmnop .

Rozwiqzanie:

Rozwazmy przyktad tensora podatno$ci sprezystej: Sij -
Chcemy wykaza¢, ze:

Sijki' = AimQn ko AipSmnop
Korzystamy z prawa Hooke'a:

&ij = SijkiOki (D

Wyrazmy tensory odksztalcenia i naprezenia w starym uktadzie:
j— ’ —_ !
€ij = Amilnj€mn O0raz Oy = QprQyriOpr
Podstawmy powyzsze zaleznosci do Réwn. (1)
I __ S !
amianjgmn - ijklapkarlo-pr
Pomndzmy obie strony przez as as; -
1 _ !
AtiAsjAmiQnjEmn = atiasjsijklapkarlo-pr
lecz: atam; = Ogn Oraz agjdn; = Oy, zatem:
I _ !
OrmOsn€mn = atiasjsijklapkarlo-pr
czyli:

1 _ r
Ets = atiasjsijklapkarlo-pr

Lecz prawo Hooke'a w nowym uktadzie ma postac:



1 _ I I
Ets = Stspr Opr

Z poréwnania dwoch powyzszych réwnan:

r_—
Stspr - atiasjsijklapkarl
albo:

r—
Stspr - atiasjapkarlsijkl

co byto do wykazania.



