WSTAWKA MATEMATYCZNA

I. Elementy analizy matematycznej

Pochodna funkecji f(x)

Pochodna funkcji podaje nam predko$¢ zmian funkcji:

f(x + Ax) — f(x)

df
= Ax—0 AX (1)

f'(x) =" =lim
(x) ™

Pochodna funkcji podaje nam zarazem tangens kata pomiedzy styczng do wykresu funkcji w
danym punkcie a osig x ( czyli: f’(x)=tga ):

f(x)

Ay

Oto kilka przyktadow pochodnych podstawowych funkcji:
(x?)'=2x

(&) = e

(Inx)'=1/x (x>0)

(sin x)' = cos x

(cos x)’= - sin X

(Xn)v =nx n-1




Podstawowe wlasnosci pochodnej :

(gt =g'+1' (addytywnosc¢)
(gf) =gf'+fg' (pochodna iloczynu dwoch funkcji)

(g/f)=(g'f-f'g)/f (pochodna ilorazu dwéch funkcji)
[f(gx)]"=1f"(w) g'(x)=1"[gx)] gX) (gdzie:  u=g(x))
(pochodna funkcji ztozonej)

Calka nieoznaczona

Calkowanie jest operacja odwrotng do rézniczkowania (czyli do brania pochodnej). Zapisujemy
je nastepujaco:

[g(x)dx =f(x) ()

Wynik operacji catkowania interpretujemy nastepujaco: znaleziona funkcja f(x) ma taka
wlasnos$¢, ze po zrdézniczkowaniu jej otrzymujemy funkcje podcatkowg g(x); a zatem:

f'(x) = g(x)
lub tez inaczej:
[ £'(x) dx = f(x)

lub jeszcze inaczej :
df

—dx =f(x).
J ™ (x)

Prawdziwa jest tez rownos¢ uzyskana z powyzszej przez zamiang kolejnosci rézniczkowania i
calkowania:

%j‘f(x)dx =f(x)

Kilka przyktadow calek nieoznaczonych:
[2x dx=x>+C

fe"dx=e"+C




[(/x)dx=Inx+C

[cosx dx=sinx +C

Calka oznaczona

Ma ona znaczenie powierzchni pod krzywa:

g(x)
g(x)
gx) |-~ .
| |
| - |
’ BN |
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a % b

Zastanbwmy si¢ jak mozna policzy¢ pole pod wykresem funkcji g(x) w przedziale x od x=a do
x=b. Najprosciej jest rozbi¢ to pole na wielkg ilos¢ bardzo ,,cienkich” paskow. Ponumerujmy te
paski wskaznikiem i, catkowita ilo$¢ tych paskow niech wynosi N. Pole i-tego paska, o
szerokos$ci AX; wynosi:

ASi = g(xi) Axi

Zas$ catkowite pole pod krzywa (w zakresie x od a do b) wynosi:

S=2AS; =2 8(x))Ax,



gdy przejdziemy z Ax; do granicy — zero:

lim Y g(x,)Ax; = [g(x)dx
(Ax, = 0)

Zatem ostatecznie:
b
S=[g(x)dx = f(b) - f(a)

Zwiazek calki oznaczonej z nieoznaczona

W analizie matematycznej wykazuje sig, ze:

b
Je(x)dx =f(b) ~f(a)
gdzie: f(x)= Jg(x)dx :
Czesto tez stosowany jest nastepujacy praktyczny sposob zapisu:
b
[gdx=[r@L =1/®) - f(@)]

Dwa przyklady obliczenia calek oznaczonych:

oraz:

/2

Icosxdxz [sinx]}* =1-0=1

0
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I1. Elementy rachunku wektorowego

Uklad wspolrzednych

Geometryczng bazg rozwazan w fizyce jest uktad wspotrzednych.
Stynne jest twierdzenie z fizyki klasycznej, ktore méwi, ze:

Wszystkie prawa fizyki majg taka samg posta¢ w dowolnym inercjalnym (czyli nie poruszajacym
si¢ ruchem przyspieszonym) uktadzie wspoirzednych.

V4
0
y
X
Wektory
Wielkosci takie jak: przemieszczenie r
predkos¢ v
przyspieszenie a

ped p
1 wiele, wiele innych sg wektorami. Wektory oznacza¢ bedziemy prze pogrubienie (ang.: ,,bold”).
W wielu podrgcznikach oznaczane sg one takze prze dopisanie strzatki nad literka oznaczajaca
dany wektor.
Wektor ma warto$¢, kierunek i zwrot.




Sktadowe wektora sg warto$ciami jego rzutow na osie uktadu wspotrzednych.

Dodawanie wektorow: A+ B=C

A+B

Zachodzi oczywiscie: Cx=AxtBx, Cy=Ay+By, C;=A;+B..

Roéwnose wektorow: A =B

Zachodzi oczywiscie: A=Bx, Ay=By, A~=B,.

Iloczyn skalarny wektorow:

Iloczyn skalarny definiujemy nastg¢pujaco:
A‘B=A B cosa

Wynikiem iloczynu skalarnego jest liczba.

A

Iloczyn wektorowy:




Definiujemy go nastepujaco:

AxB=C
Rezultatem wykonania iloczynu wektorowego jest nowy wektor C, ktory jest prostopadty do A 1
B ijego dlugos$¢ wynosi:

C=ABsina

Wynikowy wektor C mozemy przedstawi¢ jako: C=Cii + Cyj + C/k, gdzie i, j, k sa wersorami
(czyli wektrami jednostkowymi) osi uktadu wspotrzednych.

Wykazuje sie, ze:

C=A,B; - A;By

Cy=A.Bx — AxB;

C~=ABy — AyBx

Zauwazmy, ze w obrgbie pierwszych trzech wektorow wystepujacych w powyzszych rownaniach

zauwazy¢ mozna cykliczno$¢ wystgpowania wskaznikow (np. Xyz, yzx czy zxy). llustruje to
ponizszy diagram.



Wygodnie jest takze przedstawi¢ wynik iloczynu wektorowego w postaci wyznacznika:

i j k
C=A, Ay A,
B, By B,
Pochodna wektora:
Ar
7
r(t r(t+AY)

Pochodna tg stosuje si¢ do wektoréw zmieniajacych si¢ w czasie. Jesli w przedziale czasu At
przyrost wektora r(t) wynosi Ar:

Ar = r(t+At) — r(t),

to st k Ar_) r (gdy At — 0)
o stosunek: — —>—  (gdy
At dt

r
Pochodna wektora r, czyli E jest zatem zdefiniowana tak samo jak pochodna funkcji skalarne;.

Pamigta¢ jednak nalezy, ze pochodna wektora jest nowym wektorem, o innym na ogot kierunku
niz wektor, ktory r6zniczkujemy. Przyktadowo, jesli ciato porusza si¢ po tuku, to pochodna
wektora r (pokazujacego potozenie ciala, a wiec skierowanego wzdtuz promienia krzywizny
tuku) jest jego predkoscia v i skierowana jest stycznie do tuku.

Wtasnie wielkosci takie jak predkos$¢ i przyspieszenie sg $cisle zdefiniowane poprzez pochodng
wektorowg. Tak wiec:



dr
Predkosé: v(t) = s

P . e a(t) dv d°’r
rZyspleSZCnle: = — = —2
dt dt



